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Recherches générales sur les courbes et les surfaces réglées 
algébriques. 


Par 


Corrapo Seare & Turin. 


II* Partie.*) 
Surfaces réglées algébriques. 


Bien que les recherches qui suivent aient été pour la plupart ache- 
vées lors de l’apparition de la 1° Partie de ce travail, (comme il était 
dit dans son introduction) cependant le retard dans la publication de 
cette 2° Partie (retard causé par des raisons de santé qui m’ont aussi 
empéché de faire certains développements du théme que j’aurais désirés) 
a permis d’ y ajouter des résultats nouveaux qui la rendront un peu 
moins incomplete. 

On y trouvera des propositions trés-générales sur les surfaces 
réglées de genre et ordre quelconques. Elles sont obtenues par la mé- 
thode si féconde de la projection étendue aux espaces supérieurs. Ce- 
pendant ici, de méme qu’en d’autres recherches récentes sur la géométrie 
projective & plusieurs dimensions, il ne s’agit pas (j’ajoute cela pour 
celui qui ne serait pas au courant des progrés que cette branche des 
mathématiques est en train de faire, surtout en Italie) de faciles exten- 
sions aux espaces supérieurs de résultats qui pour l’espace ordinaire 
soient déja connus. Au contraire il s’'agit de résoudre des questions 
qui, méme pour celui-ci, sont nouvelles et non dépourvues d’intérét ni 
de difficulté; et en introduisant les espaces de toutes les dimensions on 
n’a pas seulement l’avantage de la plus grande généralité, mais encore 
celui de pouvoir se servir dans toute sa force d’un instrument que ne 
posséde pas celui qui veut se borner & l’espace ordinaire: c’est-i-dire la 
considération des étres d’un espace comme projections de ceux des 
espaces supérieurs, 


*) Voir la le Partie (Courbes algébriques) & pag. 203 et suiv, du t. XXX de 
ces Annales. On y trouvera des citations de travaux précédents et l’explication de 
certaines dénominations contenues dans celui-ci, (Dans les renvois aux différents 
n°’ de la Ie Partie je les ferai précéder par l’indication 1.) — Je bornerai toujours 
la recherche aux surfaces réglées irréductibles: lorsqu'une telle surface se réduit 4 
un céne on le dira expressément, 
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Parmi les applications qu’on verra ici de ces idées je citerai surtout 
une distinction des surfaces réglées en deux espéces, qui a la plus grande 
importance pour la géométrie de ces surfaces, et la détermination pour 
chaque surface réglée (avec quelques conditions) de toutes les courbes 
de chaque ordre qui en rencontrent une fois toutes les génératrices. 
Mais c’est surtout aux méthodes que je prie le lecteur de vouloir faire 
attention; car pour les applications il verra que j’en ai laissé de cdté 
une foule qui se présentent naturellement et que je souhaite de voir 
faire par d’autres. 


Propositions fondamentales sur les surfaces réglées et sur leurs courbes. 


1. Lorsqu’une courbe algébrique est tracée sur une surface réglée 
algébrique, les ordres et les genres de ces deux variétés sont liés par une 
relation trés-importante*). Soient » l’ordre et p le genre de la surface 
réglée F’, v Yordre et x le genre de la courbe y, dont nous supposerons 
pour plus de simplicité qu'elle soit une courbe simple pour F'; nommons 
en outre k le nombre, que nous supposerons > 1, des points de ren- 
contre de y avec chaque génératrice de la surface. La formule de cor- 
respondance de M. Zeuthen, appliquée & la correspondance (1, k) 
entre la série de genre p des génératrices de F et la série de genre z 
des points de y, en y faisant correspondre deux éléments lorqu’ils s’ap- 
partiennent, donne pour le nombre y des génératrices de F' qui sont 
tangentes a y |’expression: 

(1) y = 2(a — 1) — 2k(p — 1). 

D’un autre cété en appliquant l’ordinaire principe de correspondance a 
un faisceau de plans, si l'on est dans l’espace ordinaire, ou & un 
faisceau de Sz_, si l'on est dans Sz, en y considérant comme correspon- 
dants deux éléments qui aillent 4 deux points de y placés sur une méme 
génératrice de F’, on a 

(2) y+ k(k—1)n+ 20 = 2(k —1)r; 

oi 0 désigne le nombre (>) de ces points doubles de la courbe >, 
dont chacun compte deux fois parmi les & intersections de celle-ci avec 
une génératrice de F’: tels sont les points doubles de y qui sont simples 


*) Jai donné cette relation, avec la démonstration qui suit et les premiéres 
des conséquences que nous en tirerons, dans la Note Intorno alla geometria su 
una rigata algebrica (Rendiconti R. Acc. Lincei, 1887); mais (comme je l’ai déja 
remarqué 14) le cas particulier ot la surface réglée est un cone avait déja été 
trouvé par M. Sturm (Math, Ann., XIX, p. 487). En substituant a la surface réglée 
une variété (de genre p et ordre n) de »'S,, c’est-i-dire une S, — Fras » con- 
tenant la courbe, on a une relation plus générale et trés-féconde que j’ai donnée 
peu aprés (dans les mémes Rendiconti) avec quelques applications dans la Note 
Sulle varieta algebriche composte di wna serie semplicemente infinita di spazi. 
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pour F’, mais pas toujours ceux qui sont doubles aussi pour cette sur- 
face. En éliminant y entre les deux égalités (1) et (2), on a la re- 
lation cherchée, c’est-a-dire: 


(3)  &—1)v—2—0 = OY y _ kp — 1-1. 


2. Un cas particulier de cette formule ayant beaucoup d’impor- 
tance pour la suite est celui ok k = 2, c. a d. od la courbe y ren- 
contre deux fois chaque génératrice de la surface réglée F’; la relation 
devient alors: 


(4) y—x—dO=—n—2p+1. 


Elle donne lordre m de la surface réglée qui est le lieu des droites 
contenant les couples de points d’une involution du 2° dégré et de genre 
p sur une courbe d’ordre v et genre x dont @ points doubles proviennent 
de la coincidence de deux points conjugués de |’involution. 

Sur une surface réglée donnée F’ d’ordre m et genre p on peut 
tracer une infinité de courbes qui en rencontrent deux fois les généra- 
trices et pour lesquelles il n’y ait pas de points doubles de l’espece 3 
définie au n° 1; de telle sorte est, par exemple, lorsque F’ appartient 
i lespace ordinaire, son intersection avec une quadrique qui ne lui soit 
tangente en aucun point. Si v est l’ordre et a le genre d'une de ces 
courbes, on aura comme cas particulier de la (4): 


(5) y—a=n—2p+l. 


3. Dans la suite nous entendrons toujours par p le genre des 
surfaces réglées que nous aurons 4 considérer et que nous désignerons 
par F'* lorsque nous voudrons représenter par » leur ordre. — Si l’on 
suppose qu'une courbe y” tracée sur une J" et de l’espéce considérée 
au n° précédent (c. . d. rencontrant deux fois les génératrices de F 
et telle que d =) soit la projection d’une courbe de méme ordre ap- 
partenant 4 un espace supérieur, l’involution de points de celle-ci qui 
a pour projection celle qui est déterminée sur y par les génératrices 
de F sera évidemment aussi de lespéce 0d = 0 et ordre de la surface 
réglée des droites qui en joignent les couples devra encore satisfaire & 
la relation (5), et sera par suite m encore; de sorte que la F' que l’on 
avait sera la projection d’une autre surface réglée de méme ordre, ap- 
partenant 4 l’espace supérieur. 

Cela posé, rappelons (I, n* 4 et 5) qu’une y* non spéciale est 
toujours la projection d’une courbe de méme ordre appartenant & un 
S,-2; tandis qu’une y; spéciale a la propriété caractéristique d’étre la 
projection d’une y; appartenant 4 un espace de dimension > v — a: 
1* 





4 . Corravo Seanez, 


plus briévement espace normal*) pour une y’ est S,_2 si elle n’est 


x 


pas spéciale, et un espace supérieur 4 celui-la si elle est spéciale. Par 
suite la remarque précédente et la relation (5) nous conduisent aux pro- 
positions suivantes: 

Chaque surface réglée de genre p et ordre n qui appartienne a un 
espace inférieur @ S,-2p41 est la projection dune surface réglée de méme 
ordre appartenant a ce dernier espace**). 

Il y a deux espéces bien différentes de surfaces réglées de genre p 
et ordre n: 1° celles qui ont pour espaces normaux des espaces de dimen- 
sion >n—2p+1, c. a. d. celles qui appartiennent a de tels espaces 
et leurs projections; 2° les autres surfaces, c. a. d. celles qui n’appartien- 
nent pas & des espaces supériewrs & Spn-ap41 ni sont projections de sur- 
faces (toujours, bien entendu, du méme ordre) appartenant a de tels 
espaces: celles-ci ont précisément pour espace normal un Sp»-2p41, et pour 
elles on a évidemment n> 2p + 2. 

Nous appellerons par analogie et pour cause de briéveté ,,spéciales“ 
les surfaces réglées de la 1° espece, ,,non spéciales“ les autres***), Ces 








*) Lorsqu’une variété quelconque appartient 4 un S,, ou bien est la projec- 
tion d’une variété de méme ordre qui appartienne 4 S,, mais dans les deux cas 
nest pas la projection d’une variété du méme ordre appartenant & un espace su- 
périeur & S,, nous dirons que S, est l’espace normal pour cette variété; et dans 
le premier cas, c’est-i-dire lorsque la variété appartient 4 son espace normal, nous 
dirons qu’elle est normale. 

**) La premiére démonstration que j’aie trouvée de cette proposition fonda- 
mentale était tout-a-fait différente de celle-ci; elle était l’extension de celle donnée 
pour p= 1 au n° 5 des Ricerche sulle rigate ellittiche (citées dans la 1° P*.) et 
s’appuyait sur la considération de la #'” comme engendrée par les droites joignant 
les points correspondants de deux courbes en correspondance uniforme (ayant un 
certain nombre de points communs dont chacun se corresponde & soi-méme). Mais 
comme elle était moins générale que celle donnée ci-dessus je crois inutile de la 
reporter ici, 

***) On pourrait faire pour les surfaces réglées F" de S, une autre distinction 
en les considérant comme des courbes de genre p et ordre m de l’espace de di- 


mension ser — 1 auquel appartient la variété de dimension 2(d — 1) dont 
les points sont les droites de S,: on pourrait alors nommer spéciale ou non spéciale 
une telle #” suivant qu’elle forme en ce sens une courbe spéciale ou non, c’est- 
i-dire suivant que spéciale ou non est la série linéaire de dimension oS) —1 
(en général) des groupes de n génératrices de la F” déterminés par les différents 
complexes linéaires de droites de S,. Mais cette distinction n’a pas pour notre but 
la méme importance que celle faite ci-dessus,. — Remarquons cependant que la 


considération des F" de S, comme courbes de l’espace de dimension a Ha —1 


peut donner des résultats utiles sur les surfaces réglées: par exemple, en appli- 
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dénominations se trouvent aussi justifiées par cette autre conséquence 
des choses dites: Les courbes d’une surface réglée qui en rencontrent deux 
fois les génératrices et qui n'ont pas de points doubles de Vespéce 8 (v. n° 1) 
sont toutes spéciales lorsque la surface réglée est spéciale, et toutes non 
spéciales dans le cas opposé. 

Par exemple, lorsque n < 2p -+ 2 toutes les courbes tracées de 
cette fagon sur une F seront spéciales, car cette surface méme (ap- 
partenant 4 un espace de dimension > » — 2p + 1) est spéciale*), 


4. Une maniére trés-importante (bien que particuliére) pour en- 
gendrer des surfaces réglées d’ordre m consiste & considérer les lieux 
des droites joignant les points correspondants de deux courbes d’ordres 
m,m’ en correspondance uniforme, ot m-—+- m’ =m. Lorsqu’une F'* 
peut étre engendrée de cette fagon, on reconnait facilement si elle est 
spéciale ou non par l’examen des dites courbes. 

En effet si ces y™, y™’ peuvent étre obtenues comme projections 
de courbes de mémes ordres qui appartiennent resp. & S,, S,’, la surface 
sera projection d’une surface de méme ordre engendrée par des courbes 
de cette derniére espéce et ayant leurs espaces indépendants, surface 
qui en conséquence appartiendra & S,4,4:**). Pour prouver cela re- 
marquons avant tout que 1’S,;-cone d’ordre m qui projette la y™ d’un 
S; queleonque sera (&% cause de l’hypothése faite sur cette courbe) 
la projection d’un S;-codne de méme ordre appartenant & un Sjpi41 
(v. I., n° 10) et jouira par suite de la propriété (évidente pour ce 
second cone) de contenir une y™ qui passe par h + 1 points donnés 
arbitrairement sur lui. Cela posé, si l’espace auquel appartient la 
surface réglée est de dimension d<h-+h’'+ 1, projetons par un 
Siin—a indépendant de cet espace les deux courbes y” et y™ et sur les 


quant & ces courbes et i cet espace le théoréme de Clifford (I., n° 4), ce qui 
déji pour d = 8 donne quelques propositions particuliéres intéressantes. 

*) Il faut remarquer que tout céne d’ordre m non rationnel, qu'il soit ou 
non spécial dans le sens de I, n° 10, est toujours spécial considéré comme surface 
réglée et dans le sens des dénominations introduites ci-dessus (car son espace nor- 
mal est S,_.,, Ou un espace supérieur): c'est la un petit inconvénient de ces 
dénominations, 

Ajoutons dés i-présent que dans la suite on verra que, pour » suffisamment 
graud par rapport 4 p, une F” n’est spéciale que par exception. Ainsi (cfr. n° 
14, 18) une surface réglée pour p = 0 n'est jamais spéciale, pour p = 1 I’est seu- 
lement si elle se réduit &4 un céne, pour p = 2 seulement si elle est un céne ou 
bien si elle a une droite directrice double, etc, etc, 

**) Dans cette proposition, de méme que dans la suite, y” peut indiquer 
une courbe d’ordre @ multiple suivant @ oi m = ea; la courbe nommée de méme 
ordre m, dont elle est projection, peut présenter le méme fait ou bien aussi étre 


une courbe simple. Analoguement pour la y”. 
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deux cénes projetants prenons (comme |’on voit facilement qu’on peut 
prendre) resp. deux groupes de h + 1 et de h’-+ 1 points qui tous en- 
semble soient indépendants: nous pourrons tracer sur ces cénes deux 
courbes resp. des ordres m et m’ qui engendreront une F’ appartenant 
& un Spiy41 (celui qui joint les h + h’ + 2 points nommés, c’est-a-dire 
qui joint Sz a Y'S,4,-2) et ayant celle donnée pour projection.’ 

Il est aussi évident que si les espaces S,, S, sont ceux normaux 
pour les courbes considérées des ordres m, m’, Vespace Sy4,'41 sera 
celui normal pour la surface réglée d’ordre m engendrée par celles-ci. 

De la cette conséquence que: si une F'" de genre p peut étre en- 
gendrée au moyen de deux courbes dordres m et n-—m, — et si l’on 
considére comme spéciale la y™, méme dans le cas indiqué dans la derniére 
note, lorsque h > m — p (h désignant encore la dimension de |’espace 
normal pour cette y”), et analoguement pour la y-™, — la surface 
réglée sera spéciale lorsque Vune au moins de ces deux courbes est spé- 
ciale, non spéciale si ces courbes sont toutes les deux non spéciales. 


5. Nous aurons plus loin loccasion de nous servir de cette remar- 
que particuliére. Mais en revenant aux considérations générales du 
n° 3, considérons encore sur une F” appartenant 4 Sz une courbe »’ 
de l’espéce considérée dans ce n°: nous pouvons en tirer pour la F" 
un nouveau résultat. En effet supposons que y” soit la projection d’une 
yt! appartenant 4 S,4, faite par un point P’ de cette nouvelle courbe: 
on en déduit que la F’* sera projection d’une surface réglée /'"+' d’ordre 
m-+ 1 passant simplement par P’. La tangente a yt! en P’ et la 
génératrice g’ de F’'"+"' passant par P’ et rencontrant encore y’+' en 
un point G’ auront pour traces sur Sz resp. deux points P et G de y” 
qui seront les projections des points P’ et G’ de y*+' et qui seront 
joints par une génératrice p de F*. 

Or supposons que la F*, et par suite chacune des y” susdites, ne 
soit pas spéciale, et que l’on donne arbitrairement sur cette surface un 
point comme point G. Sur une de ces y” qui passe par G soit P le 
point conjugué de G (c. a. d. placé avec G dans une méme génératrice 
de la F”). La y” pourra étre considérée d'une infinité de maniéres 
comme la projection d’une y’+' non spéciale appartenant 4 Sz, faite 
par l'un P’ de ses points dans lequel la tangente a cette courbe soit 
la droite P’ P: cela résulte du n° 12 de la I* Pe (et pourrait cesser de 
valoir si la y’, et par suite la F'2, était spéciale). Par suite on pourra 
toujours considérer la #” non spéciale comme projection d’une F*+ 
non spéciale appartenant & Sz,,; de telle maniére que la trace sur Sz 
de la génératrice de cette nouvelle surface qui passe par le centre de 
projection soit un point G donné arbitrairement sur la FF. 

Maintenant en répétant pour la Ft! de Sai: ce que Von a fait 
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pour la F* de Sz, seulement en substituant 4G un point de la F*+* 
dont la projection sur la F* soit un autre point donné arbitrairement 
sur celle-ci; et en remontant ainsi successivement & S41, S242, Says, ..-, 
on arrive & la proposition suivante: 

Chaque F" non spéciale appartenant a Sq peut étre considérée d’une 
infinité de maniéres comme la projection @une F™+ non spéciale appar- 
tenant a Sa, faite par | de ses points tels que les | génératrices de cette 
nouvelle surface qui en sortent se projettent suivant | points données ar- 
bitrairement sur la F'"*). 


6. Tandis que lorsqu’une F'* est considérée comme projection d’une 
autre F¥' les ordres des courbes correspondantes sur les deux surfaces 
sont égaux et le probléme de la détermination de toutes les courbes 
d’un ordre donné est le méme sur les deux F", méme chose n’arrive 
plus dans les projections introduites derniérement. 

Une F™ soit la projection d’une F'"+' faite par un point P’ et 
soient, comme au n° précédent, g’ la génératrice de la F*+' qui passe 
par P’, @ sa trace sur la F et p la génératrice de celle-ci qui passe 
par cette trace, et qui sera évidemment la projection de la génératrice 
de /'"+ infiniment voisine 4 g’, c. a. d. la trace du plan tangent a cette 
surface dans le centre de projection P’. Alors les points de F*+ in- 
finiment voisins de P’ auront pour projections les différents points de 
p, tandis que les points de F infiniment voisins de G seront les pro- 
jections de différents points de g’. Par suite une courbe quelconque 
dordre v de la F"+' qui ait en P’ un point multiple d’ordre a et qui 
rencontre encore g’ en 6 autres points, de sorte qu’elle rencontre chaque 
générairice de cette surface en a + 0b points, aura pour correspondante 
sur la #* une courbe d’ordre vy — a qui en rencontre a + b fois chaque 
génératrice mais qui a en G un point multiple suivant b; et récipro- 
quement une telle courbe de la F* correspond 4 une courbe de la dite 
espece de la "+1, En particulier une courbe de la F'" appuyée simplement 
aux génératrices de celle-ci est la projection: d’une courbe de la "+ 
d’ordre supérieur de 1 unité et passant par P’ si elle ne passe pas par G, 
et au contraire d’une courbe de méme ordre ne passant pas par P’ si 
elle passe par G. Par voie de successives élévations, et en appliquant 
la derniére proposition du n° préc., on en tire entre autres le résultat 
suivant: 

On peut toujours considérer une F* non spéciale comme projection 


*) Du n° 3 découle aussi une autre proposition qu'il convient de remarquer., 
Comme la y” que l’on obtient en projetant une y’ + spéciale par l'un de ses points 
est toujours spéciale, il s’ensuit qu’en projetant une surface réglée spéciale par (un 
et par suite aussi par) un nombre quelconque de ses points on obtient toujours une 
surface réglée spéciale. ; 
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dune F"+ non spéciale faite par 1 de ses points (quel que soit l) de 
telle facon que chaque courbe dordre m qui rencontre simplement les 
génératrices de la F” et qui passe par | points donnés arbitrairement 
sur celle-ci soit la projection d’une courbe du méme ordre m de la F™*. 

Ce résultat nous sera utile dans l'étude des courbes appuyées 
simplement aux génératrices d’une surface réglée: courbes qui sont 
les seules dont nous nous occuperons dorénavant et que nous indique- 
rons briévement par le nom de «directrices». *) 


Sur les courbes directrices d’une surface régiée: courbes minima. 


7. Soit F" une surface réglée appartenant a S,-p-i+1 et ayant 
une courbe directrice d’ordre m appartenant a un 8, (o& h<n — p— i); 
alors si 


(1) n>2p+2i+2h—m+1, 
on aura: 
(2) m<h +i. 


Dans cet énoncé l'on peut entendre que l S, ne rencontre F* 
que suivant la y™ nommée, mais que cette courbe peut fort bien se 
composer d’un certain nombre (>0) de génératrices et d’une courbe 
irréductible (simple ou multiple pour la surface), — La démonstration 
de cette proposition, qui trouvera dans la suite plusigurs applications, 
est fort simple. Les S,-p-; qui passent par |’ §, rencontrent encore 
la ¥* suivant une série linéaire de dimension n—p—i—h de 
groupes de n—m génératrices variables, et l’on peut prendre arbitraire- 
ment sur la surface n — p — i — h génératrices comme éléments d’un 
tel groupe, car par elles et |’ S, passe (au moins) un S,_,-; Or 
(cfr. I., n° 2) cette série serait certes spéciale s’il était: 


(n—p—i—h)>(nm—m)—p cest-a-dire m>h+ i; 
on pourrait done dans ce cas lui appliquer le théoréme de Riemann et 
Roch (efr. loc. cit.), en force duquel le nombre des génératrices que 
’on pourrait prendre arbitrairement comme éléments d’un groupe serait 
tout au plus (nm — m) — (n — p—i— h): par suite l’on aurait 


n—p—i—h<(n— m) —(n—p—i—h), 
n<2p+ 21+ 2h —m, 


ou 


*) Ajoutons seulement 4 propos des autres courbes tracées sur une F” que 
les relations (1) et (2) du n® 1 pourraient conduire 4 des remarques sur elles 
assez importantes. Ainsi on en tire: « >k(p —1)+1 et 2v >kn. Done pour 
k > 1 les courbes d’ordre minimum d'une F" seraient celles pour lesquelles k = 2, 
v=n, (Vol y= O=—0) & r=—2p —1, 
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ce qui est contraire & l’hypothése (1). Ainsi dans cette hypothése on 
ne peut pas avoir m >h-+ i: la relation (2) est done prouvée. 

Il est bon de remarquer que le théoréme reste encore vrai si au 
lieu de la condition (1) on pose l’une quelconque des deux suivantes: 


(1) n>2p+ i +h, 

(1”) n> m +2p —1, 

car l'une quelconque de celles-ci, combinée avec l’hypothése 
m>h+i,. 


donnerait précisément la relation (1), qui est contraire, comme nous 
avons vu, a cette hypothése*). 


8. Le théoréme de Riemann et Roch peut encore étre appliqué 
utilement dans les hypothéses du n° précédent et si i< p — 1 a une 
autre série de groupes de génératrices de la J", c’est-a-dire a la 
g*, des groupes de génératrices qui sortent des points d’intersection 
des S,-; contenus dans S, avec la directrice y” appartenant & celui-ci. 
Cette série est certainement spéciale si 

m<oh +?— 1, 
condition qui, pour i<p—1, est satisfaite & cause du théoréme 
précédent si les hypothéses de celui-ci, ¢. a d. (1), ou (1’), ou (1”), 
ont lieu; et comme on peut évidemment prendre sur la surface réglée h 
génératrices arbitraires comme éléments d’un groupe de cette série, 
Yon devra avoir: h<m—h, c a di: 


(3) m > 2h.**) 
Cette relation, comparée a la (2), donne: 
(4) h<i. 


On peut voir facilement dans quelles surfaces se présente le cas 
extréme de la (3), c.a.d. m=—=2h, Par exemple, en appliquant une 
remarque de M. Nother (Rawmeurven, théor. III”.) & la gi, déja 
considérée, nous aurons que si la # n’est pas hyperelliptique on aura 
alors h>p — 1 et par suite: h—=p—1, m=2p—2. Crest ce 
qui arrivera toujours si la y®* est irréductible, car étant spéciale elle 
ne pourra pas étre hyperelliptique. Si au contraire la y®’ se réduit 
& une courbe multiple de la F", comme elle appartient 4 S,, elle ne 





*) Si dans le théoréme de ce n° l'on entend par m l’ordre de la partie 
irréductible de la courbe directrice qui appartient & S, (dans le sens général de 
la note au n° 4), c’est-&-dire si l’on n’y considére plus les génératrices qui 
peuvent se trouver sur S, comme faisant partie de la y”, il sera encore vrai 
a@ fortiori. 

**) Dans le cas ot la y” serait une courbe irréductible, simple pour la sur- 
face, cette relation (3) s’obtiendrait directement en appliquant & cette courbe 
d’ordre m et genre p appartenant a S, un théoréme de Clifford. 
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pourra étre qu’une courbe rationnelle normale d’ordre h double pour 
la F* qui alors sera certainement hyperelliptique. 


9. Lorsque n est assez grand par rapport aux autres nombres 
que nous avons introduits au n° 7, la F™ qu'on y considérait peut étre 
engendrée au moyen de la y™ et d'une y*—-™*). — En supposant qu'un 
Sn—p-i contienne une y"-™ de la F*, il rencontrera encore cette sur- 
face suivant un groupe de m génératrices sortant des points de ren- 
contre de la y™ avec |’ S,_; d’intersection de |’ S,_»-; avec S,. Ainsi 
pour trouver sur la F* ses y"-™ on doit chercher 4 mener par un 
groupe de m génératrices, qui sortent des points de rencontre de la 
y™ avec un S,-, de S,, un S,_»-; qui ne contienne pas y™, c. a. d. Sy. 
L’hypothése od cela serait impossible reviendrait 4 dire que chacun 
des Si4m—1 qui contiennent de tels groupes de,m génératrices contient 
aussi S,. Supposons qu'il en soit réellement ainsi et considérons 
(h+i—m-+ 1) groupes de m génératrices de l’espece nommée et 
autant de Siim—1 qui les contiennent respectivement; comme ceux-ci 
passent tous par S,, on pourra mener par eux un Sj, ov 


Wi =h+(h+i—m-+1) (m—1), 


hi =m(h+i—m-+ 2)—i—1, 
pourvu que ce nombre soit <n — p—i, c. a d. que 

n>mh+i—m+2)+p—1. 
Cet S, contiendra une courbe directrice de la F" composée de la 
y™ et d'un nombre de génératrices > m(h +%i—m-+ 1), de sorte 
qu’en nommant m’ l’ordre de cette courbe, on aura: 

m > m(h + i— m-+ 2), 
ou bien, puisque le second membre en y introduisant |’expression de 
h’ se réduit & hk’ +i+1, 
m > hi +i. 
Or en appliquant le théoréme du n° 7 a cette y™ de |’ Sy on voit 
que ce résultat est impossible si on a: 
n> 2p + 2i+ 2h’ —m’+1, 

condition qui se réduit & (ou est embrassée par) 
(5) n>m(h-+i—m+2)+ 2p —1, 
qui absorbe celle qu'on avait posée précédemment. Donec lorsque la 
relation (5) est satisfaite, on est certain de pouvoir trouver sur la 


c’est-a- dire: 


*) Naturellement on prend ici y” dans le sens de la note 4 la fin du n° 7, o, a.d. 
en laissant de cdté les génératrices de la F'" qui pourraient par hasard se trouver 
dans S,. De méme on ne considére ici que des y"~” n’embrassant pas des 
génératrices. 
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F* des y"-™ irréductibles qui avec la y™ pourront servir & engendrer 
cette surface. 

De cette proposition et de celle du n® 4, en rappelant que |]’une 
quelconque de ces ys—™ est la projection d’une courbe de méme ordre 


appartenant & S,_,»-», nous tirons cette autre conséquence: que si 
une F'™ appartenant & Sy_p»-i41 a une courbe directrice dordre m appar- 
tenant ad un S, et si Vinégalité (5) est satisfaite et en méme temps 
m<h-+i, la surface sera projection dune F* appartenant a Vespace su- 
périeur Spp4i—m4i (et ayant encore une directrice @ordre m appartenant 
ad un S,), et méme dune F* appartenant ja un espace plus élévé 
Sn-p+i—mti St la courbe directrice nommée est projection d'une courbe 
de méme ordre appartenant a un espace S,, supérieur a S). 


10. Commengons par appliquer les résultats des derniers n° aux 
surfaces réglées non spéciales. Si une F" non spéciale est normale, 
c. &. d. appartient & S,_2»41 (de sorte que dans ces n° on doive mettre 
i= p) et si sur cette surface il y a une courbe directrice d’ordre m, 
qui appartienne & un §,, je dis qu’on ne peut pas avoir h > m — p. 

En effet la F'" non spéciale peut étre considérée (n° 6) (quel que 
soit un nombre n’ > m) comme la projection d’une F” appartenant a 
Sw—zp41 et ayant encore pour directrice une y” dont celle nommée est 
la projection. On peut prendre ’ si grand que la condition (5) de 
notre derniére proposition soit satisfaite pour cette F” et'sa y™; mais 
alors si l’on supposait que celle-ci appartint 4 un espace de dimension 
>m—~p, ou bien qu'elle fit la projection d'une courbe de méme 
ordre apparienant & un tel espace, la proposition citée montrerait que 
la F* serait projection d’une surface de méme ordre appartenant a 
un espace supérieur & S,-2p41, et par suite qu'elle serait spéciale, 
tandis que la # qui en est la projection n’est pas spéciale: ce qui 
est absurde (v. la note a Ja fin du n® 5). 

Ainsi non seulement notre assertion est prouvée, mais en outre 
on voit que la y” de notre F” non spéciale n’est la projection d’une 
courbe de méme ordre qui appartienne 4 un espace supérieur & Sp_». 
En appliquant encore une fois dans le cas d’une directrice multiple 
une dénomination déja introduite 4 la fin du n° 4, nous exprimerons 
ce résultat important briévement ainsi: une F’" non spéciale ne peut 
pas avoir de courbe directrice spéciale*). — On verra plus tard qu’au 
contraire avec certaines restrictions, toute F'" spéciale a une courbe 
directrice spéciale. 

Mais, en revenant a la considération d’une F* qui appartienne 


*) Par exemple, si une surface réglée a pour directrice double une courbe 
rationnelle d’ordre < p, elle sera spéciale. 
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& S,-2p41, si l'on applique a elle et & sa y™ le théoréme du n° 7, on 
en tire (qu’elle soit ou non spéciale) que, lorsque 

m<n—2p+1, 
on doit avoir h > m— yp. Si la surface n’est pas spéciale, en combi- 
nant ce résultat avec le précédent, on conclut qu’on aura précisément 
h=m— p. II s'ensuit que toute courbe directrice simple d ordre 


<n—2p-+1 dune F* normale non spéciale est une courbe normale 
non spéciale. 


11. Nous allons maintenant déterminer toutes les courbes directrices 
d'un ordre quelconque w d’une F" non spéciale; c’est-a-dire nous 
chercherons la dimension x du systéme de ces directrices y“, et en 
outre le nombre (que nous appellerons indice de ce systéme de courbes 
tracées sur la F) de celles parmi ces y“ qui passent par 2 points 
arbitraires de la surface réglée. 

Dans ce but nous pouvons supposer que la F soit normale, c’est- 
a-dire appartienne & S,_2,;:. Une proposition vue 4 la fin du n° 6 
nous prouve que ces y“ de cette surface qui passent par les z points 
peuvent étre considérées comme les projections de toutes les y“ qui 
sont directrices d'une F#'"+* non spéciale appartenant & Sy4.2-2p41 et 
ayant la F pour projection. Or ces y“ de la nouvelle surface seront 
sur des S,_» contenus dans cet espace si 


bon + x — pj 

si lon suppose qu’elles appartiennent a ces S,_,, c’est-a-dire qu’elles 
soient normales (ce qui arrive nécéssairement, & cause du n° précé- 
dent, si uwx<n+n2—2p+1), 
on pourra mener par ces espaces et (n-+- 2 —w— pp) points indé- 
pendants arbitrairement fixés autant d’espaces S,4,-2, qui rencontreront 
encore la /'"+* suivant (n+ 2 — w) génératrices. On a done pour 
ces derniers espaces afin qu’ils passent par les points fixés et qu’ils 
contiennent (mn -+- 2 — uw) génératrices (non données) un nombre de 
conditions qui en général doit égaler n + 2 — 2p +- 1 afin que le pro- 
bléme soit déterminé. Ainsi en général: 

(n+ 2—p—p)+(n+e—p)—n+2—2p+1, 
dou: 
(6) e=2u—-n—p+l. 
En substituant cette valeur de z dans les conditions trouvées précé- 
demment, elles deviennent 


(7) w>2p—1, w>d3p— 2; 


mais nous verrons bientot qu’elles ne sont pas nécéssaires pour la 
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validité de notre résultat. Au contraire la formule (6) nous donne 
pour w la condition 


(8) 2u>n+p—l1, 
dont il faut tenir compte. Ainsi: 
Pour une F* non spéciale les courbes directrices dont Vordre wu est 
>E =P forment en général un systéme de dimension 2u—n—p-+-1. 
Lorsque cette dimension se réduit & 0 ou 41 lon a ainsi la 
moindre valeur pour uw. Donec: en général la surface a pour courbes 


. ° n —_— 
du moindre ordre un certain nombre de courbes dordre steprt ou 





bien une co! de courbes dordre ~ : P suivant que Tune ou Vautre de 


ces deux expressions représente un nombre entier. — Cependant il peut 
fort bien arriver que la surface ait des directrices d’ordre inférieur & 
ces nombres. 


12. Quant 4 l’indice du systéme des directrices d'un ordre quel- 
conque, considérons celui du systéme d’ordre u + 1, c’est-d-dire le 
nombre des directrices de cet ordre qui passent par 2(u-+--1)—n—p+1 
points arbitraires, et remarquons que, si l’on prend deux de ces points 
sur une méme génératrice, ce nombre (pourvu qu'il reste fini) ne doit 
pas changer; mais alors évidemment toutes ces courbes se décomposent 
en cette génératrice et les directrices d’ordre w qui passent par les 
2u—n—yp-+1 points restants, I] faut seulement ajouter que, 
lorsque la surface a pour courbe minima une courbe d’ordre m plus 
petit que le minimum trouvé, les points nommés doivent étre pris 
hors de cette courbe, et celle-ci avec les génératrices qui passent par 
tous ces points ne doit former aucune courbe d’ordre w + 1 (ou 
moindre); c, a d. on doit avoir: 


m+2u—n—p+2>u+1, 
ou 


(10) u>n+ p—m. 
Done sous cette condition l'indice du systéme de directrices d’ordre 
u +1 est le méme que celui des directrices d’ordre uw. Par suite: 
Vindice du systéme des directrices dordre w>n+p—m est indé- 
pendant de w.*) — En particulier si la surface n’a pas de courbes 
minima particuliéres (c. a. d. faisant exception au théoréme du n° préc.) 
cet indice reste constant quel que soit w, et il est égal au nombre 
=. 
2 


des directrices (minima) d’ordre lorsque cette expression 


représente un nombre entier. 





*) Il suit en outre de notre raisonnement que ce nombre est d’une unité 
plus grand que l’indice du systéme de directrices d’ordre » +- p — m — 1, 
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En projetant la F" de S,-,4: sur S, par (n — 2p — 2) de ses 
points on obtient une F??+ et il est bien clair que cet indice nommé 
est le méme que celui relatif 4 cette nouvelle surface; il s’ensuit qu’il 
ne dépendra pas de m, mais seulement de p.*) Done: L’indice du 
systéme des directrices @ordre u dune F™ non spéciale est un nombre 
qui dépend seulement de p et non ‘de n ni de w, pourvu toutefois que 
la surface soit générale, ou bien pourvu que dans le cas ov elle ne le 
serait pas, ayant pour directrice minima une courbe dordre m, on se 
borne aux valeurs de u>n+p—m. 


13. Cette proposition vient 4 étre confirmée par la recherche 
directe de cet indice. Les considérations du n°’ 11 nous prouvent qu’il 
est le méme que le nombre des y“ de la F'"+*, c’est-a-dire, & cause 
de (6), de la F2“-?+; pour celle-ci ces y sont, en force de (10), 
les courbes minima, car la y™ de la F* ne donne sur la nouvelle sur- 
face qu'une y”+*, et l'on a 


m+2>u 


& cause de (6) et (10). En projetant par les (n+ %— w— p)= 
u—2p-+1 points fixes du dit n° 11 on voit que le nombre cherché est 
celui des y“ d’une F'?“—?+' non spéciale appartenant a S,,—»+1: elles appar- 
tiennent, sous les conditions (7) de ce n°, & autant d’ S,_, qui ren- 
contreront encore cette surface suivant uw — p-+ 1 génératrices. Donc 
ce nombre est celui des S,_» qui contiennent « — p+ 1 génératrices 
de la F24-?+!, Or M. G. Castelnuovo a trés-récemment établi**) 
que le nombre des S,_; qui contiennent s génératrices d’une F’" appar- 
tenant a S, est 


*) Pour p= 0 on sait bien que cet indice est 1.— Pour p=—1 la F??+* 
devient la surface réglée du 4° dégré elliptique de l’espace ordinaire: on sait 
qu'elle a deux droites doubles pour directrices (y*) et cela nous prouve que 
Yindice cherché pour p= 1 est 2 (on voit d’ailleurs aussi facilement que 2 sont 
sur cette F'‘ les y*® passant par deux de ses points et les y* qui passent par 
quatre de ses points), — Pour p = 2 la recherche de l’indice se réduit 4 trouver 
sur une F'* de genre 2 de l’espace ordinaire les courbes planes du 4° ordre 
passant par un point de la surface: on voit tout-de-suite (par exemple en 
projetant la surface par ce point sur un plan) qu’elles sont quatre. — C'est ainsi 
que de la considération des premiéres valeurs de p j’arrivai par induction & 
penser qu’en général l’indice cherché soit égal & 2?: ce qui sera prouvé au n° 13. 

**) «Una applicazione della geometria enumerativa alle curve algebriche» 
(Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. III), n° 4. — La démonstration 
ingénieuse, que ce geométre y donne de cette importante formule, pourrait laisser 
sur sa validité absolue des doutes, qui se réfléchiraient sur le n° présent et plus 
loin sur les n° 20 et 21 de ces Recherches: cependant les confirmations qu’on 
trouve de ces résultats me portent & penser qu’ils sont absolument vrais. 
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(St!) -2 (23) + @) (29°) - 6) (se) + 


en s’arrétant au premier terme nul. II s’ensuit, en posant 


r=—2u—p+1, s=u—p+l 
que l’indice cherché est égal & 


(p41) 2 p~1)+@)G*p=3)--> 


expression qui (comme |’on voit sans difficulté par induction complete) 
tant que la 1° condition (7) & lieu se réduit 4 2”, Donec: pour toute 
F" non spéciale Vindice du systéme des directrices dont Vordre w satis- 
fait aux conditions (8) et (10) est égal d 2”; en particulier ce nombre 
est Vindice de tous les systémes de directrices lorsque la surface n’a pas 
de courbe minima exceptionnelle. 

Dans le cas od la F™ aurait au contraire une courbe minima 
exceptionnelle y™, la recherche des directrices qui ne satisfont plus a 
la condition (10), c. a d. dont ordre est <-+p—m, sera faite 
plus loin, aprés que nous aurons un peu examiné les surfaces réglées 
spéciales, 

Mais dés 4- présent remarquons a propos des derniers n° du présent 
paragraphe que bien qu'il nous ait convenu d’y poser pour w les con- 
ditions (7), leurs résultats sont vrais méme si celles-ci ne sont pas 
satisfaites. Car on peut considérer les directrices y“ d’une F non 
spéciale comme projections de celles y“+' d’une F'"+ non spéciale qui 
passent par les 7 points de celle-ci par lesquels on la projette; et si 
les conditions (8) et (10) ont lieu pour la F* et les y*, leurs analogues 
auront évidemment lieu pour la F'"+ et les y“+', pour lesquelles on 
pourra en outre, en prenant / assez grand, rendre satisfaites les ana- 
logues de (7). En appliquant alors & ces nouvelles courbes les derniéres 
propositions, on en tire que .celles-ci ont lieu aussi pour les 
de la F*. 

































Surfaces réglées spéciales. 


14. Nous bornerons notre recherche sur ces surfaces réglées aux F'*, 
dont les sections linéaires d’ordre » ne sont pas spéciales, et qui par 
suite ne peuvent appartenir 4 des espaces de plus que n — p + 1 dimen- 
sions (de cette sorte sont celles pour lesquelles » > 2p — 2). 

En commengant justement par une F qui appartienne & S,_,4+1, 
les sections faites sur elle par deux S,—» seront en général deux courbes 
dordre » et genre p, non spéciales par hypothése, et appartenant 
respectivement & ces S,_,, c. a. d. normales. Ces courbes sont mises 
par les génératrices de la surface en correspondance uniforme telle 
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que les » points od elles sont rencontrées par |’ S,_,1 commun a 
leurs espaces se correspondent chacun a soi-méme: cette correspondance 
sera donc projective (I., n° 6), et la collinéation qu’elle détermine entre 
les deux S,_,, ayant points doubles sur |’ S,_,_; nommé, aura, si 
n>(n—p—1)+1, ¢. a. d. si p > 0, tous les points de ce dernier 
espace pour points doubles et sera par suite une perspective centrale. 
Par suite les génératrices de la F'" passeront toutes par un méme 
point (le centre de perspective), et cette surface sera un cone. Ainsi: 


Les surfaces réglées de genre p > 0 et ordre n qui appartiennent 
G@ Sy—pis sont toujours des cénes, lorsque leurs sections linéaires d’ordre 
m ne sont pas spéciales et en particulier lorsque n > 2p — 2.*) 


15. En général désignons par F' une surface réglée (non conique) 
de genre p > 0 et d’ordre m appartenant 4 S,_p~i41 0 O<i<p—l1: 
une surface réglée spéciale (& sections linéaires non spéciales) rentre 
toujours dans cette classe lorsqu’elle est normale (v. n® 3). Par un 
groupe de i1-++-1 génératrices quelconques de F’ on peut toujours mener 
un Sy-p—i, 81 2(¢-+ 1) —L<n—p—i, c a d. si 
(1) n>p+3i+1; 
cet espace coupera encore F’ suivant une courbe directrice d’ordre 
m—t—41. Si lon suppose qu'elle soit irréductible, et par suite de 
genre p, elle ne sera pas spéciale si son ordre n —i—1>2p —1, 
ce. a d. si 
(2) n> 2p +i; 

il s’ensuit qu’elle se trouvera alors dans un S,-»~;-1. Mais dans ce 
cas les S,_»-; qui passent par cet espace couperaient encore F’ suivant 
une série linéaire simplement infinie de groupes de i + 1 génératrices, 
parmi lesquels il y aurait le groupe dont nous sommes partis et qui 
était tout-a-fait arbitraire. Or, puisque i+ 1<p, cela est impos- 
sible & cause du théoreme de Riemann (v. L, p. 206). Done dans 
les hypothéses (1) et (2) chaque S,-p-; passant par ¢ + 1 génétatrices 
quelconques de F’ rencontrera encore cette surface suivant une courbe 
qui ne pourra pas étre irréductible, mais au contraire se décomposera 
en un certain nombre (> 0) de génératrices et une directrice simple 
ou multiple y™ appartenant & un S,, ov 

(3) h>m—p, 

puisque autrement la courbe totale d’ordre » —i—1 se trouverait 
dans un S,_»-i-1, ce qu’on a reconnu pour impossible. Si cette y™ 
est multiple, elle ne pourra pas changer en changeant |’ S,_,»_; qu’on 








*) Cette proposition a été prouvée pour la premiére fois, d’une autre fagon 
au n° 2 des Ricerche sulle rigate ellittiche déja citées. 
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avait mené par un groupe de i-+-1 génératrices, ni méme en changeant 
ce groupe; car F’ ne peut avoir une infinité de courbes multiples. Si 


~ 


au contraire la y™ est une directrice simple, comme a cause de (3) 
elle est spéciale et par suite d’ordre m < 2p — 2, elle ne peut changer 
que lorsque l’ordre de la surface réglée serait <4p — 4,*) En sup- 
posant qu’un tel changement n’arrive pas, on prouve facilement qu’on 
aura h <i. En effet alors l’espace (de dimension < 24 + 1) qui joint 
chaque groupe de i + 1 génératrices devra contenir la y”, c’est-a-dire 
son S,. Si done l’on supposait h > 7, on pourrait, aprés avoir choisi 
2i+1—h génératrices de telle facon qu’elles déterminent parfaitement 
avec |’ S, un S2i41, prendre encore tout-a-fait arbitrairement d'autres 
h — i génératrices qui, formant avec celles-]4 un groupe de ¢ + 1, 
devraient déterminer avec elles un espace passant par |’ S,, et comme 
cet espace ne pourrait étre autre que |’ S:;4; nommé, dans celui-ci 
devraient se trouver les h — 7 génératrices arbitraires, ¢. a. d. toute 
la surface réglée, ce qui est contraire aux hypothéses, Ainsi l’on 
aura réellement 


(4) h<i. 


16. Ce dernier résultat peut d’ailleurs étre tiré du n° 8 si, outre 
les conditions (1) et (2), nous posons: 


(5) n>m-+-2p—1, 
ou bien si, outre la condition (1), nous posons, au lieu de’ la (2), la 
suivante qui l’embrasse: 


(2’) n>2p-+i+h 

*) Et dans ce cas seulement si une autre particularité se présente. En effet 
chaque S,_,_, passant par un groupe de i+ 1 génératrices doit encore contenir 
au moins (n — 2p — ¢-+ 1) autres génératrices; si celles-ci ne restent pas toutes 
fixes lorsque I’ S,_,,_, change, c. a, d. ne se trouvent pas sur Vespace joignant 
les ¢-++ 1 premiéres génératrices, il est clair que pour un S,_,_; passant par 
cet espace la condition de contenir une génératrice arbitrairement donnée sera 
une condition simple (et non double) et que par suite toutes les génératrices ren- 
contreront l’espace nommé joignant les i +- 1 genératrices, c. i. d. que cet espace 
contiendra la y™, Et celle-ci ne changera pas en changeant une de ces i+ 1 
génératrices (et par suite en les changeant toutes) si J’ n’appartient pas i l’espace 
qui joint i+ 2 génératrices, et par suite si 


n—p—i+i>2i+38, 
ou 
(1') n>p+3i+3. 


Donc, sous les conditions (1’) et (2), la y” nommée ci-dessus est toujours unique, 
pourvu que la surface réglée ne présente pas cette particularité que chaque 
espace joignant ¢-++-1 de ses génératrices en contienne encore au moins 
n—2p—é#-+1 autres: ce qui semble pouvoir étre exclu facilement par la 
construction d’un espace convenable qui viendrait & contenir plus de » génératrices, 


Mathematische Annalen, XXXIV, 2 
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Non seulement alors le n° cité nous donne la rélation (4), mais encore 
la suivante 


(6) m > 2h. 
D’un autre cdté et sous les mémes conditions le n° 7 nous donne aussi 
(7) m<oh+ i. 
Si nous posons la condition 
(8) n = 4p i 2, 


on voit que, comme i<p— 1, les (1) et (2) seront satisfaites, et 
puis aussi, & cause de (4), la (2°); la (8) suffit done pour entrainer 
(3), (4), (6) et (7). En Vadoptant au seul but de simplifier les énoncia- 
tions, nous avons la proposition suivante: 

Toute surface réglée spéciale de genre p et ordre n>4p—2 a 
une courbe directrice spéciale (cfr. n® 10). Si la surface appartient a 
Srp-i41, 08 O<i<p—1, cette directrice appartient a un espace 
de dimension h <i et a Vordre m tel que 2h<m<h+i. 


17. La remarque faite 4 la fin du n° 8 nous donne en outre ce 
résultat particulier: Si dans la proposition précédente on a précisément 
m=—=2h, — et cest ce qui arrivera towours lorsque lon aura h = i, 
— la surface réglée sera nécéssairement hyperelliptique, ayant pour 
directrice double une courbe rationnelle normale dordre h; il faut seule- 
ment excepter le cas ok h=i=p—1, car alors la surface peut au 
contraire avoir pour directrice simple une courbe normale de genre p 
et dordre 2p — 2. 

L’existence sur la F' de la g* considérée au n° 8 montre (I., n° 2) 
que si la surface réglée a des modules généraux, on aura 
(9) p— (h+1)(p+h—m)>0. 

De cette relation et de la (7) on tire 
p—(h+1)(p— >0, 
ce. a d. 


(10) h(p — i) <i, 

qui embrasse la (4). Comme h>1, la derniére relation prouve que 
lorsque 21 < p les modules de la surface ne sont pas généraux. De 
méme (si h > 2, c. a. d.) si la surface n'a pas de droite directrice et 
si 34 << 2p ses modules ne seront pas généraux. Ete. 


18. En appliquant tous ces résultats aux cas de i=1,2,5 et | 
par suite p > 1, 2,3 resp., nous aurons comme exemples, en posanit 
encore pour simplicité n > 4p — 2, (et en excluant encore les cénes) 
les propositions suivantes (qu’il convient de considérer comme faisant 
suite & celle du n° 14): 
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Chaque F de genre p > 1 appartenant a 8,» a wne droite double 
pour directrice. 

Chaque F™ de genre p > 2 appartenant a S,-»-1 a pour directrice 
une droite double ou triple, ou bien une conique double, ow enfin (dans 
le cas o& p = 3) une courbe plane simple du 4° ordre. 

Chaque F' de genre p > 3 appartenant a S,-p-» a pour directrice 
une droite double, triple ow quadruple, ou bien une conique double, ou 
bien une courbe plane simple du 5° ordre (et genre 4, 5 ou 6), ou bien 
une cubigue gauche double, ou enfin une courbe gauche simple du 6° 
ordre et de genre 4. 


Remarquons enfin, comme conséquence de la derniére proposition 
du n° 9, que (du moins lorsque » est assez grand pour satisfaire 4 la 
condition (5) de ce n°-1a): les F'" spéciales o& m<h-+-i ne sont pas nor- 
males; pour les F'" spéciales normales on a toujours m=h-+-i. Par 
exemple les F" ayant une courbe rationelle @ordre h < p pour directrice 
double ont (du moins lorsque n > 4h + 2p — 1) pour espace normal 
S,—p-i4 1+ 


Cones et autres surfaces réglées particuliéres. 


19. Occupons-nous maintenant des courbes directrices d'un cone 
non spécial de genre p et d’ordre v, c. &. d, des courbes qui en dehors 
du centre du cdne ne rencontrent chaque génératrice qu’en un seul 
point. Rappelons que dans la Pe I (n° 11 et 12) nous avons prouvé 
que les directrices d’ordre v forment une série de dimension y—p-+1 
et linéaire, c. &. d. d’indice 1, et que celles d’ordre »v + 1 forment un 
systéme de dimension v — p + 3 et dont l’indice, lorsque p = 0, 1, 2, 
est p +1; nous posions alors la question si cet indice valait p + 1 
pour toutes les valeurs de py. Nous commencerons par établir qu’il en 
est réellement ainsi. 


Dans ce but considérons une courbe normale non spéciale C) et 
sur elle une série linéaire oo! de groupes de & points appartenant 4 des 
S,, dans laquelle les seules dégénérations soient dans un certain nombre 
y de groupes ot deux (seulement) des & points coincident entre eux. 
Les S:1(¢< 1) qui joignent ¢ a ¢ les points d’un groupe forment une 
variété V, dont l’ordre 2,1 résulte d’une série de rélations que M. 
Schubert a déduites du principe de correspondance ordinaire*); on 


trouve: 
S12 | ¢—1 v— > t—2 


*) On les trouve dans ma Note «Sulle varieta algebriche, etc.» déja citée, 
9 
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En particulier, si r = k — 1, on aura: 


ta = (k — 1) — > (k —2)y. 


Quant a la valeur de y, on |’obtient du principe de correspondance de 
M. Zeuthen appliqué 4 la C) et & la oo' de groupes de & points, et 
en la substituant on aura: . 

ta = (k — 1) v —(K—2)(p+k—1). 

Que l'on mette cette série co' en correspondance uniforme avec la 
série des points d’une droite a qui ne rencontre pas |’S,_, de la C): 
les droites joignant les points correspondants de cette courbe et de cette 
droite formeront une surface réglée appartenant & un S,_p+42, ayant a 
pour directrice multiple suivant k et dont le genre sera p et l’ordre 
v-+k. Il est facile de déterminer les directrices (non spéciales) d’ordre 
vy + 1 de cette surface. Elles se trouveront dans les S,p;1 qui con- 
tiennent k — 1 génératrices, c. 4. d. qui contiennent un des oo! S,1 
qui joignent un point de a & l'un des Sy» contenant k —1 des k 
points du groupe de la C” qui correspond au point de a. Or ces 
co'S;,_, forment une variété V;, qui est engendrée par la droite a en 
correspondance (1, k) avec la Vx, formée par les Sy,_2 nommés: cette 
V; sera done d’ordre 22.-+ k. Et comme elle a évidemment chaque 
point de notre surface réglée pour multiple suivant k — 1, il suit que 
YS,-p_a42 joignant (vy — p—k--3) points indépendants de cette surface 
rencontrera ailleurs seulement 


Y-2 +k—(k—1)(v—p—k+3)—p+1 
des S,1 de la V; et que les points nommés se trouveront par suite 
sur autant de directrices d’ordre v + 1 de la surface. 

Maintenant si l’on projette cette surface réglée par un point de la 
directrice a sur un S,_»;, mené par la C), on obtiendra un cone non 
spécial de genre p et ordre v; et il est méme évident que tout cine de 
cette nature peut étre obtenu ainsi comme projection d’une F’'*+* ayant 


la droite a pour directrice k-ple, car sur une C; on peut (I.,n°17) déterminer 
une série linéaire de groupes de points satisfaisant aux conditions dites 
(du moins pour v assez grand, mais cette restriction n’est pas essentielle 
dans les questions qui nous occupent*)). Les y*t de cette surface qui 
passent par v —p —k-+-3 quelconques de ses points se projettent 
alors suivant les y’t* du cdne qui passent par les projections de ces 
points et par les traces des k génératrices de la F'”+* sortant du centre 
de projection. Done nous concluons que réellement: dans tout cine non 








*) Il suffit, pour s’en apercevoir, de remarquer que le cdne non spécial 
dordre v peut étre considéré comme projection de celui d'ordre »’(> v), quelque 
grand que soit »’. 
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spécial de genre p et ordre v les directrices @ordre v +-1 qui passent 
par v —p-+3 points sont en nombre de p+ 1. 


20. Liartifice par lequel nous sommes arrivés a ce résultat pourra 
certes étre généralisé en substituant & la droite k-ple a une courbe 
d’ordre & appartenant 4 S,, S;,..., et en obtenant ainsi pour le cdne 
nommé les directrices d’ordre v + 2,»-+3,.... Mais nous tacherons 
de parvenir & celles-ci par une autre voie. 

Soit donnée une F appartenant @ S,_»-i4: et ayant pour direc- 
trice une y™ appartenant 4 un S;, mais ne contenant pas d’autres courbes 
qui se trouvent dans des S;. Ses directrices d’ordre m — ¢ non spéciales 
se trouveront dans des S,_»-;: celles qui passent par (n — p — 24 + 1) 
points de #'* (indépendants entre eux et de !’S;) lorsque i = 1 seront 
données par les espaces qui joignent |’S,_,-»; de ces points 4 chacune 
des p + 1 génératrices de la surface passant par les autres p +- 1 points 
de rencontre de celle-ci avec cet espace, de sorte qu’elles sont alors au 
nombre de p+ 1. Si au contraire ¢ > 1, les directrices nommées 
d’ordre » — ¢ seront projetées par le dit S,.»-2; sur un S; suivant les 
directrices d’ordre p + i— 1 de la projection F'?+®*—1 de F* placées 
sur des S;_; contenant i génératrices de cette nouvelle surface. Or 
le nombre de ces S;_, est en général fini et donné par la formule de 
M. Castelnuovo qui a déja été appliquée au n° 13; dans le cas actuel 
il faut remplacer dans cette formule s pari, et r par p-+ 2¢— 1, de 
sorte qu’elle devient 


p+i pti-2 p\ (pti—4 

PT )-2Pi2)+@Ce)--- 
expression & laquelle on peut aussi donner (comme ce méme savant me 
fit remarquer) la forme plus simple: 


(p,J—1+p+(3)+(8)+---+(4): 


Done les directrices non spéciales y*~' de F’" forment une oco*-?-2++1 
dindice [p, i]. Sii>p on a évidemment [p, 7] —2?, et comme 
dans ce cas la F™ peut étre supposée non spéciale, ce résultat s’accorde 
alors avec celui du n° 13. 

Soit maintenant [ un cone d’ordre v et genre p non spécial et 
normal. Par son centre menons un S; (oli i << v — p) qui ne rencontre 
’S,p41 du cdne qu’en ce point et tragons-y une courbe y” qui lui 
appartienne et qui soit mise en correspondance uniforme avec la C’ de 
section de [ avec un S,_,. Ces deux courbes engendreront une surface 
réglée F", ov: 


(1) n=v-+m, 
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qui appartiendra & un S,~»-:;1 si l'on a: 
n—p—-itl=—itv—p+l, 
c’est-a-dire 
(2) n=v +t 2i. 
Cette surface sera dans les conditions du résultat précédent et par 
suite ses directrices non spéciales d’ordre 
(3) e=—n—it 
passant par » — p — 2i-+ 1 de ses points seront en nombre de [p, ‘]. 
Et comme la F'* est projetée sur )’S,_p4; par un S;; queleconque de 
’S; justement suivant le céne [, ces courbes y* se projetteront suivant 
les directrices y“ de [ qui passent par les projections des points nom- 
més et par les traces des m génératrices de la /' rencontrées par 
VS;1, ¢’est-i-dire par (n — p + m — 2% -+- 1) points. Or des relations 
(1), (2), (3) on tire 
(4) i=—w—v 
(5) m = 2i, 
qui servent a déterminer successivement 7 et m lorsque les nombres v 
et w sont donnés. On en conclut que 
n—p+m—2i+1—24—rvy—p-+l, 

et on a comme résultat de notre recherche: 

Sur tout céne de genre p et ordre v non spécial il y a une infinité 
de directrices @ordre uw > v telle que par (24 — v — p + 1) points quel- 
conques du céne il en passe en général 


? 
1+9+(3)+(8)+---+(,2,4): 
nombre qui atteint son maximum 2” lorsque uw > v + p. 
On peut cependant faire une objection 4 notre raisonnement, en 


remarquant la relation (5) relative 4 la y™ que nous avons construite 
appartenant 4 un S;. Tant que 7, c’est-a-dire uw — v, est > p — 1 une 


telle courbe peut étre construite avec des modules quelconques; mais — 


dans les autres cas, c. &. d. pour uw — v << p—1, cette courbe doit 
nécéssairement (cfr. n° 17) se composer d’une courbe rationnelle normale 
dordre ¢ comptée deux fois, de sorte que pour qu’on puisse la mettre 
en correspondance uniforme avec la section C’ def il faut et il suffit 
que ce céne soit hyperelliptique. Ainsi le théoréme qui précéde ne serait 
établi, lorsque w — v < p—1, que pour les cones hyperelliptiques. 
Mais on voit bien que les nombres qui’il détermine ne peuvent pas 
changer lorsque par transformations continues des modules on rend hy- 
perelliptique le céne; d’ailleurs du fait que les directrices d’ordre w du 
cone pour uw assez grand sont oo?“—”~?+! on voit qu’il en est encore ainsi 
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lorsque w s'abaisse par un raisonnement identique a celui du n° 12, et 
qui reste confirmé pour les derniers cas de uw =v et w=v- 1 par 
les résultats rappelés ou établis au n° précédent (qui d’un autre cdté 
confirment aussi que l’indice trouvé pour les systemes nommés ne dé- 
pend pas de l’hyperellipticité du céne). — On pourrait aussi remarquer 
que nous avons supposé dans notre construction i << v — p, c’est-a-dire, 
i cause de (4): «#< 2v—~p. Mais lorsque cette condition n'est pas 
satisfaite il suffit de réduire comme a la fin du n° 13 la recherche des 
y“ du cone d'ordre v a celle des y+ du cone d’ordre vy +1 pour | 
assez grand; on voit ainsi que notre théoréme reste toujours vrai. 


21. De méme que par la considération des surfaces réglées non 
coniques nous sommes parvenus aux courbes directrices des cdnes, de 
méme nous pouvons inversement de celles-ci remonter aux courbes di- 
rectrices des surfaces réglées non coniques, en obtenant ainsi des résultats 
plus généraux que les précédents. 

Supposons que l'on cherche les courbes directrices d’une / normale 
non spéciale ayant pour courbe minima une C” ov 


m<oin—2p+1. 


Cette courbe appartiendra & un S,,_,» (v. la fin du n° 10). En projetant 
Ja surface par un S,,»-1 contenu dans cet espace on aura un cone [ 
d’ordre » — m appartenant & S,-m—p4i et non spécial (puisque son 
ordre est >2p--1. Les directrices y“ de la F'* se projetteront sui- 
vant les directrices y* de ce céne qui passent par m points déterminés 
de celui-ci. Done la proposition du n° précédent nous donne la sui- 
vante*): 

Sur une surface réglée non spéciale de genre p et ordre n ayant 
pour directrice minima une courbe dordre m, les directrices dordre wu 
forment en général un systéme tel que par (2u —n — p+ 1) points il 
en passe 


eee ee eae, ae 


bien entendu pourvu que w>n—m ee 2u>n+p— 1. 

Si w>n + p — m on retrouve ainsi le résultat des n°* 11—13. 
On voit aue l'indice du systéme, qui est alors 2”, se réduit d’une unité 
en descendant & w= n-+p—m— 1 (ce qui est d’accord avec la 


*) Ici encore on aurait une restriction causée par l’hypothtse m<n—2p-+1; 


mais on la dte en considérant (n° 6) la F" comme projection d’une ¥"* contenant 
encore une O” et en déduisant ainsi les y“ de la F” des yt (passant par J 
points fixes) de la nouvelle surface, 4 laquelle pour 7 assez grand notre démon- 
stration devient applicable, 
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note & pag. 13), et puis encore de p unités, de (3) » etc., en 
descendant successivement aux valeurs inférieures de uw. (Ces abaisse- 
ments sont alors produits par co courbes directrices d’ordre mw passant 
par les (24 —” — p+ 1) points et qui dégénérent en la courbe mi- 
nima d’ordre m et « — m génératrices). 


Les deux inégalités auxquelles doit satisfaire w pour existence de 
courbes directrices d’ordre w se réduisent a 


2u>n+p—1 
n+p—1>2(n—~m), 


si ’on a 
c’est-a-dire 

2u>n—p+1, 
tandis qu’au contraire elles se réduisent 4 

e>n—m 

si 

2m<n—p+l. 
Done: Lorsque Vordre m de la courbe minima est tel que 2m>n—p-+-1, 
pour les autres courbes directrices Vordre w est en général tel que 
n+p—1 
ares 
Si au contraire on a 2m<n—p-+1, la surface con- 


2u>n+p—1 e a par suite pour valeur minima 


. n 
ou bien “TP . 
tient, en dehors de la courbe minima, des directrices de tous les ordres a 
partir de celles dordre n—m qui forment une série linéaire co"-?™-P+1*), 
On peut construire des F" qui outre la particularité de contenir 
une y”™, ok n—p+1<2m < n-+ p — 1, présentent celle de con- 
' —1 7 , 
tenir une courbe d’ordre plus bas que st — , et ainsi de suite. 
Dans ces cas particuliers les propositions précédentes devraient étre 
modifiées. Mais nous ne nous occuperons pas de cela, et nous nous 


*) Comme si la F” était générale on devrait avoir 2m>n+p—1, et 
comme pour l’existence d’une directrice d’ordre » — m on doit en général avoir 
2m<"»—p-+i1, en comparant ces deux conditions on en tire que seule- 
ment pour p= 0 et lorsque p= 1 et m est pair, une F” peut étre engendrée 
par deux courbes en correspondance uniforme sans points communs dont chacun 
se corresponde & soi-méme; pour p> 1 de telles surfaces sont particuliéres. — Je 
crois inutile de reproduire ici quelques résultats obtenus sur ces surfaces, car on 
les établit sans aucune difficulté. Seulement comme exemples on remarquera que 
des n°s 6 et 7 de la 1° Pe on tire que: La surface F*™ engendrée par deux courbes 
non spéciales d’ordre m na d'autres courbes de cet ordre que lorsque la correspon- 
dance entre celles-la est singuliére et dans ce cas elle en a une w' linéaire. La 
F*?-* engendrée par deux courbes spéciales Wordre 2p —2 contient wne «! 
linéaire de courbes de cet ordre. 
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x 


bornerons a ajouter que les méthodes qui ont servi dans les recherches 
qui précédent peuvent aussi étre employées avec succés pour ces cas et 
seront de méme utiles pour la recherche des directrices des surfaces 
réglées spéciales (recherche qui n’a été faite ici que dans des cas par- 
ticuliers) et pour celle des courbes tracées sur chaque surface réglée de 
facon & en rencontrer plusieurs fois les génératrices*), 


Turin, Janvier 1889. 





*) Dans ces recherches on pourra probablement employer aussi quelques 
remarques, contenues au n° 5 de ma Note Jntorno alla geometria su una rigata 
algebrica déji citée, relativement aux correspondances uniformes entre les points 
de deux surfaces réglées telles que les génératrices se correspondent entre elles 
et en particulier aux transformations uniformes d'une surface réglée en elle-méme. 
Il semble que celles-ci pourront servir a tirer des résultats sur les courbes qui 
rencontrent deux fois les génératrices de ceux relatifs aux directrices, 











Zuriickfihrung einer beliebigen algebraischen Gleichung auf 
eine Kette von Gleichungen. 


Von 


O, Hétper in Gittingen. 


Die vorliegende Arbeit bezweckt die Verallgemeinerung des folgen- 
den Satzes, welcher das Fundament des Abel’schen Beweises fiir die 
Nichtauflésbarkeit der allgemeinen Gleichungen von héherem als dem 
fiinften Grad bildet. 

Wenn eine Gleichung durch Wurzelzeichen aufgelést werden kann, 
so vermag man stets der Auflésung eine solehe Form zu geben, dass 
die simmtlichen vorkommenden Radicale rationale Functionen der 
Wurzeln der gegebenen Gleichung sind, 

Abel*) geht dabei von der Voraussetzung aus, dass die Coeffi- 
cienten der Gleichung rationale Functionen von irgend welchen un- 
abhangigen Verinderlichen sind, und nimmt keine Riicksicht auf die 
Natur der in die Rechnung eingehenden Constanten. 

Will man die letzteren beachten, was selbstverstindlich unum- 
ganglich ist, wenn man Gleichungen mit constanten Coefficienten mit 
in den Kreis der Betrachtung ziehen will**), so muss der Ausspruch 
des Satzes etwas modificirt werden. 

Es muss zuerst ein Rationalitiitsbereich im Sinne des Herrn 
Kronecker**) definirt werden, dem die Coefficienten der gegebenen 
Gleichung angehéren. Wie Herr Kronecker ausgefiihrt hat+), lautet 
dann die Behauptung dahin, dass die Hiilfsgréssen, d. h. die Radicale, 


*) Vergl. Abel’s Werke II. Ausg., I. Bd. p. 72 bis 75. 

**) Den Unterschied zwischen Gleichungen mit constanten und solchen mit 
variabeln Coefficienten hebt Abel ausdriicklich in einer nachgelassenen Abhand- 
lung hervor: Werke Bad. Il, p. 219. 

***) Cf. Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grissen. 
Berlin 1882. p. 3 bis 5. 

+) Cf. Monatsberichte der Berl. Acad, Sitzung der phys.-math. Classe vom 

3. Miirz 1879, p. 208. 


eo n =|: 


mainte ef. aa ff &. 


~ 


—_ 





uf 


lie 
m 


SS 
er 


m 
en 
‘et 
le, 


nit 
id- 


en, 


om 





Zur Reduction der algebraischen Gleichungen. 27 


aus den Wurzeln der gegebenen Gleichung und gewissen LEinheits- 
wurzeln sich rational zusammensetzen. Es versteht sich dabei von 
selbst, dass die dem von vornherein gegebenen Rationalitiitsbereich 
angehérenden Gréssen in die Ausdriicke mit eingehen kénnen. 

Man muss also Einheitswurzeln mit herbeiziehen; diese letzteren 
sind nicht immer in den Wurzeln der urspriinglichen Gleichung rational. 
Darin liegt ein Missstand. 

Es empfiehlt sich deswegen, statt der Auflésung einer Gleichung 
durch Wurzelzeichen, d. h. statt ihrer Reduction auf reine Gleichungen, 
zunichst nur die Reduction auf gewdhnliche Abel’sche Gleichungen 
von Primzahlgrad vorzunehmen. Ich folge hierin einem Vorschlag, 
den Herr F, Klein mir im miindlichen Verkehr gemacht hat. Wenn 
eine Gleichung sich iiberhaupt auf eine solche Kette Abel’scher 
Gleichungen zuriickfiihren lisst, so kann man es dabei so einrichten, 
dass die Wurzeln der Hilfsgleichungen in den Wurzeln der urspriing- 
lichen Gleichung rational sind,-ohne dass man Kinheitswurzeln ein- 
zufihren noéthig hiitte. Man beschrinkt sich also dann auf solche 
Irrationalitiiten, welche im Sinne von Herrn F. Klein*) zu den 
,natiirlichen“ gehéren. Es werden bei dieser Betrachtungsweise die 
Gleichungen der Galois’schen Methode directer zugiinglich. 

Die Reduction jeder einzelnen der erhaltenen Abel’schen Glei- 
chungen von Primzahlgrad auf eine reine Gleichung ist dann jedesmal 
besonders auszufiihren nach vorhergegangener Adjunction einer Ein- 
heitswurzel. 

Bei den nach dem gewohnlichen Sprachgebrauch nichtauflésbaren 
Gleichungen kann man nun ihnlich verfahren: Man fihrt eine solche 
Gleichung zuerst auf eine Kette von einfachen Gleichungen, d. h. von 
Gleichungen mit einfacher Galois’ scher Gruppe, zuriick, Die Reduction 
einer jeden solchen einfachen Gleichung auf eine Normalgleichung mit 
derselben Gruppe ist dann eine zweite Aufgabe, welche fiir sich be- 
handelt werden kann und z. B. bei den Gleichungen fiinften Grades 
ausfiihrlich behandelt worden ist. Bei der Lésung der ersten Aufgabe 
kommt man mit den natiirlichen Irrationalitiiten aus. 

Man wird dabei allgemein folgendermassen verfahren: Man stellt 
zuniichst eine einfache Hiilfsgleichung auf, deren Coefficienten dem 
urspriinglich gegebenen Rationalitiitsbereich angehéren. Wenn man 
nun simmtliche Wurzeln dieser Hiilfsgleichung adjungirt, so entsteht 
ein neuer Rationalitiitsbereich. Dieser wird zu Grund gelegt fiir eine 
zweite Hiilfsgleichung, welche auch eine einfache Gruppe haben soll. 


*) Klein, Vorlesungen tiber das Icosaeder und die Auflisung der Glei- 
chungen vom 5'" Grade, Leipzig 1884, p. 157. Den Gegensatz zu den natiir- 
lichen Irrationalitiiten bilden die accessorischen. 
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Nachher wird die Gesammtheit der Wurzeln der zweiten Hiilfsgleichung 
noch dazu adjungirt und so fortgefahren. Wenn man schliesslich die 
Wurzeln der letzten Hiilfsgleichung adjungirt hat, so sollen die Wurzeln 
der urspriinglichen Gleichung nunmebhr alle rational geworden sein. 

Man kann nun fragen, welches die Gruppen der Hiilfsgleichungen 
sein werden, in wie weit diese Gruppen bestimmt sind, wie gross die 
Zahl der Hiilfsgleichungen sein muss, und wie deren Wurzeln, die 
Hiilfsgréssen, beschaffen sein miissen. 

Es wird sich zeigen, dass durch die Gruppe der urspriinglich ge- 
gebenen Gleichung gewisse vollstindig bestimmte einfache Gruppen, 
die Factorgruppen, gegeben sind. Diese letzteren Gruppen miissen 
unter den Galois’schen Gruppen der Hiilfsgleichungen jedenfalls vor- 
kommen. Jede von den Factorgruppen ist unvermeidlich, auch wenn 
man in der Wahl der Hiilfsgréssen aus dem Gebiet der natiirlichen 
lIrrationalititen heraustritt. Es ergiebt sich hieraus ein Minimum fiir 
die Anzahl der Hiilfsgleichungen. Ausserdem gilt der Satz, dass, 
wenn die Zahl der Hiilfsgleichungen méglichst klein ist, die Hiilfs- 
gréssen von selbst alle rational werden in den Wurzeln der urspriing- 
lichen Gleichung. 

Den Schliissel zur Behandlung der erwiihnten Fragen bildet ein 
von Herrn C. Jordan aufgestellter Satz*). Es bedurfte nur einer 
weiteren Ausfiihrung des Jordan’schen Resultats. Diese Ausfiihrung 
erhilt ein besonderes Interesse durch die Bedeutung der Sache fiir die 
Behandlung der héheren Gleichungen und durch das Hervortreten 
eines bis jetzt nicht hinreichend gewiirdigten gruppentheoretischen 
Begriffs, niimlich des Begriffs der Factorgruppe. 

Der Zusammenhang des Ganzen hat es mit sich gebracht, dass 
viel Bekanntes von Neuem entwickelt worden ist. Es werden im 
Folgenden nur die elementarsten gruppentheoretischen Begriffe und 
die Fundamentaleigenschaft der Galois’schen Gruppe einer Gleichung 
vorausgesetzt werden. 

Die Arbeit zerfaillt in einen rein gruppentheoretischen und einen 
algebraischen Theil. 


I. Gruppentheoretischer Theil. 
§ 1. 
Die definirenden Eigenschaften der Gruppen. 
Die in diesem Theil entwickelten Satze gelten fiir alle Gruppen, 


die aus einer endlichen Anzahl von Operationen bestehen. Die Art 


*) Vergl. C. Jordan, Traité des substitutions et des équations algébriques, 
Paris 1870, p. 269 und 270. 
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der Operationen ist dabei gleichgiiltig. Es wird nur die Gruppen- 
eigenschaft vorausgesetzt, welche in die folgenden Bestimmungen zu- 
sammengefasst werden kann*): 


1) Je zwei Operationen sollen in bestimmter Aufeinanderfolge 
zusammengesetzt (multiplicirt) eine eindeutig bestimmte Operation er- 
geben, welche gleichfalls derselben Gesammtheit angehdrt. 

2) Fiir die Zusammensetzung der Operationen soll das associative 
Gesetz gelten, wihrend das commutative nicht erfiillt zu sein braucht. 

3) Aus jeder der beiden die Operationen A, B,C enthaltenden 
symbolischen Gleichungen 

AB=AC, BA=CA 
soll geschlossen werden kénnen, dass 
B=C 
ist. 

Eine Folge dieser Bestimmungen im Zusammenhang mit der 
Endlichkeit der Operationenzahl ist es, dass eine sogenannte édentische 
Operation J vorhanden ist, und zwar eine einzige, welche alle anderen 
bei der Multiplication unveriindert liisst, und dass zu jeder Operation 
A eine eindeutig bestimmte umgekehrte Operation A-' sich findet, 
so dass 


AAt=AIA=J 
ist. 


§ 2. 
Ausgezeichnete Untergruppen. 


Wenn die Operationen 
B, Bay Bes - + 


eine ,,Untergruppe“ der Gesammtgruppe bilden, so bilden auch die 
»mit Hilfe der Operation A transformirten’ Operationen 


A“BA, A“B,A, A-'B,A,... 


eine Gruppe, welche selbst als aus der ersten Untergruppe transformirt 
bezeichnet wird. 

Eine Untergruppe, welche identisch ist mit den simmtlichen aus 
ihr transformirten, ist nach einem Ausdruck des Herrn Klein eine 
ausgezeichnete, nach Herrn Kénig (Math. Annalen Bd. 21) eine in- 
variante Untergruppe. Nach der iilteren Ausdrucksweise nennt man 
eine solche Untergruppe ,,mit den simmtlichen Operationen der Ge- 
sammtgruppe vertauschbar.‘‘ Wenn niimlich A eine beliebige Operation 

*) Hinsichtlich der Gruppendefinition vergl. auch Dyck, Gruppentheoretische 
Studien, Math. Ann. Bd. XX, 
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der Gesammtgruppe, und B eine Operation der Untergruppe bedeutet, 
so sind die Producte AB und BA beziehungsweise in den Formen 
B’A und AB” darstellbar, wo B’ und B” passend gewihlte Opera- 
tionen der Untergruppe bedeuten. 

Eine ausgezeichnete Untergruppe heisst ausgezeichnete Maximal- 
untergruppe, falls es keine umfassendere sie enthaltende ausgezeichnete 
Untergruppe der Gesammtgruppe giebt. 


§ 3. 
Die Factoren der Zusammensetzung. 


Von besonderer Wichtigkeit ist eine von Herrn C. Jordan ein- 
gefiihrte Reihe. Wenn niimlich G eine beliebige Gruppe bedeutet, 
so bilde man eine Reihe von Gruppen 


6.9, @,...2 


derart, dass jede Gruppe dieser Folge eine ausgezeichnete Maximal- 
untergruppe der vorhergehenden bedeutet, und die letzte, mit J be- 
zeichnete Gruppe nur die identische Operation euthiilt. Man nennt 
jede solche Reihe Reihe der Zusammensetzung. Wenn nun die Gruppen 
der Reihe respective 

me, os. 8 


Operationen enthalten, so sind 


die Zahlen, welche Herr ©. Jordan als Factoren der Composition in 
die Theorie eingefiihrt hat. Diese Factoren sind abgesehen von ihrer 
Aufeinanderfolge véllig bestimmt trotz der Méglichkeit die Reihe der 
Zusammensetzung abzuiindern*). 

Diese Theorie von den Factoren der Zusammensetzung muss aber 
dahin vertieft werden, dass die Factoren als Gruppen aufgefasst werden. 

Es wird im nichsten Paragraphen gezeigt werden, dass durch 
das Verhiiltniss einer Gruppe zu einer in ihr ausgezeichnet enthaltenen 
Untergruppe stets eine neue Gruppe von im Allgemeinen anderen 
Operationen definirt ist. Diese letztere Gruppe ist vollig bestimmt 
von dem abstracten Standpunkt aus, welcher von dem Inhalt der 
Operationen absieht und nur deren gegenseitige Verkniipfung betrachtet, 
welcher deshalb auch eindeutig auf einander beziehbare (holoedrisch 
isomorphe) Gruppen als identisch auffasst**). 


*) Vergl. Jordan, Traité des substitutions etc. p, 42. 
**) Vergl. die Arbeit des Herrn Dyck in den Math, Ann. Bd. XX, 
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§ 4, 
Der durch eine Gruppe und eine in ihr ausgezeichnet enthaltene 
Untergruppe definirte Quotient. 
Wenn die Symbole 
B.. Bes-Bas +: 


die Operationen irgend einer Untergruppe H bedeuten, so kann man 
die simmtlichen Operationen der Gesammtgruppe G in dem Schema 


B, B,, B,, 
S,B, S,B,, 8, B,, 
8,B, 8B, 8,B,, 


8,-:B, 8.1B,, 8.-1By, .. 
darstellen, wo die Operationen 
S,, 8, ... Sas 


passend aus der Gesammtheit ausgewiihlt sind. Dieses Schema findet 
sich schon bei Cauchy*). Dasselbe dient zum Beweis dafiir, dass 
die Anzahl m der Operationen B, d. h. die Ordnung der Untergruppe, 
stets ein Theiler von der Gesammtzahl der Operationen, d. h. von der 
Ordnung der Gesammtgruppe ist. 

Wenn nun die Untergruppe eine ausgezeichnete ist, so gilt der 
Satz, dass zwei beliebige Operationen aus zwei bestimmten Horizontal- 
reihen des gegebenen Schema’s in bestimmter Aufeinanderfolge zu- 
sammengesctzt eine Operation einer voéllig bestimmten Horizontalreihe 
geben miissen. Wenn nimlich uw, v, @, 6 vier beliebige Indices be- 
deuten, so ist immer 


S, BySp Bo = 8,8,By Be 
= S, Be By Bs, 


wo der Index x nur von w und »v abhiingig ist. 

Damit ist eine Zusammensetzung der Horizontalreihen definirt. 
Man erhiilt so neue Operationen, welche gleichfalls eine Gruppe bilden. 
Diese vollstindig bestimmte Gruppe ist es, welche in die Betrachtung 
eingefiihrt werden soll. Man kénnte sie den Quotienten der Gruppen 
G und H nennen, dieselbe soll im Folgenden mit 

GH 
bezeichnet werden. 


*) Cauchy: Exercices d’analyse et de physique mathématique, Tome III, 
p. 184. 
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§ 5. 


Die Ausfiihrungen des vorhergehenden Paragraphen kénnen auch 
so ausgedriickt werden: Es mégen zwei Operationen der Gesammt- 
gruppe G als dquivalent bezeichnet werden, wenn sie in einander iiber- 
gefithrt werden kénnen durch Multiplication mit einer Operation der 
ausgezeichneten Untergruppe H. Wegen der Vertauschbarkeit der 
Gruppe H mit den Operationen der Gesammtgruppe braucht man in 
dieser Definition die Multiplication rechts und links nicht zu unter- 
scheiden. Aus demselben Grund folgt, dass Aequivalentes mit Aequi- 
valentem multiplicirt Aequivalentes giebt. Theilt man also die Opera- 
tionen der Gesammtgruppe G in Classen ein, indem man iiquivalente 
Operationen in dieselbe Classe setzt und nichtiquivalente Operationen 
in verschiedene Classen, so erhilt man eine Zusammensetzung der 
Classen, fiir welche die Gruppeneigenschaft besteht. Je m Operationen 
der urspriinglichen Gruppe G entspricht eine bestimmte Operation der 
neuen Gruppe. Die Zusammensetzung der Operationen ist bei beiden 
Gruppen eine entsprechende, d. h. es besteht zwischen den letzteren 
ein Isomorphismus. Dieser Isomorphismus heisst meroedrisch, weil 
einer Operation der zweiten Gruppe mehrere Operationen der ersten 
entsprechen. 


Aus diesem Isomorphismus kann Folgendes geschlossen werden: 


Wenn gewisse von den definirten Classen eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe der Classengruppe G|H bilden, so bilden die diesen Classen 
angehérenden QOperationen der urspriinglichen Gruppe G eine aus- 
gezeichnete Untergruppe H’ der letzteren. Ausserdem enthiilt die 
Gruppe H’ die Gruppe H in sich, denn die Operationen von H sind 
diejenigen, welche mit der Identitiit in dieselbe Classe gehiéren. 


Wenn jetzt H eine ausgezeichnete Mazimaluntergruppe von G 
bedeutet, so kann eine Gruppe so wie die Gruppe H’ nicht vorhanden 
sein, es hat desshalb in diesem besonderen Fall auch die Gruppe G|H 
keine ausgezeichnete Untergruppe, ausgenommen die Identitiit und die 
Gruppe G|H selbst; die Gruppe G|H ist also dann einfach. Dieser 
Schluss kann umgedreht werden: Wenn die Gruppe GH einfach ist, 
so ist die ausgezeichnete Untergruppe H eine ausgezeichnete Maximal- 
untergruppe. 

In allen Fallen ist die Ordnung der Gruppe G gleich dem Product 
der Ordnungen der Gruppen G|H und H. Man kann auch sagen, 
dass die Gruppe G in zwei Factoren gespalten werde.*) Die Factoren 
spielen dabei eine verschiedene Rolle. Als erster Factor mége daher 


*) Vergl. Dyck, Gruppentheoretische Studien, Math, Ann. Bd, XX, p, 14, 
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stets die Gruppe G|H aufgefasst werden, welche der Gruppe G isomorph 
ist, als zweiter Factor die Gruppe H, welche eine ausgezeichnete 
Untergruppe von G@ ist. Den Ausgangspunkt bildete hier die aus- 
gezeichnete Untergruppe, man hiitte aber auch vom meroedrischen 
Isomorphismus ausgehen kénnen*). 

Zu der Aufgabe, eine Gruppe in zwei Factoren zu spalten, kann 
man sich die umgekehrte stellen: Gegeben zwei Gruppen als Factoren, 
aus denselben eine Gruppe als Product zusammenzusetzen. Diese Auf- 
gabe liisst manchmal mehrere Lésungen zu, ich hoffe dieselbe bei einer 
anderen Gelegenheit zu behandeln. 


§ 6. 
Zerlegung einer Gruppe in Factorgruppen. 


Wenn nun eine beliebige Gruppe G gegeben ist, so spaltet man 
dieselbe zuniichst in zwei Factoren, falls sie nicht etwa schon einfach 
ist. Es kann natiirlich sein, dass diese Spaltung auf verschiedene 
Weisen mdglich ist, in diesem Fall wihlt man irgend eine Art aus. 
Nun spaltet man jeden der Factoren, wofern er nicht einfach ist, von 
Neuem und fahrt so fort, bis man nur noch einfache Gruppen hat. 
Diese einfachen Gruppen sind dann die friiher erwihnten Factor- 
gruppen. Man gelangt so zugleich zum Begriff eines Products aus 
mehreren Gruppen. 

Man erhiilt diese einfachen Factorgruppen auch aus ‘der Reihe 
der Zusammensetzung (s. § 3). Wenn niimlich 

Go, 6 O, G's-:- 4 
eine Reihe der Zusammensetzung fiir die Gruppe G vorstellt, so sind 
die Gruppen 
G|G', GG", G’ |G", -+- 

alle einfach und es sind dies die Gruppen, um welche es sich handelt. 
Eine nahere Ueberlegung zeigt, dass man so aus den verschiedenen 
Reihen der Zusammensetzung dieselben Aggregate einfacher Gruppen 
erhiilt, wie durch das im Anfang des Parayraphen auseinandergesetzte 
Verfahren, welches verschiedewer Abinderungen fihig sein kann. Es 
muss nur im Folgenden noch gezeigt werden, dass diese Aggregate 
einfacher Gruppen alle identisclf sind, d. h. dass alle Reihen der Zu- 
sammensetzung, abgesehen von der Reihenfolge, dieselben Factor- 
gruppen ergeben. 

Diese Factorgruppen treten bei Herrn Dyck**) schon auf, es fehlt 


*) Vergl. Dyck, Gruppentheoret. Studien, diese Ann. Bd, XX, p. 14. 

**) Ueber reguliir verzweigte Riemann’sche Flichen und die durch sie 
definirten Irrationalitiiten. Inauguraldissertation, Miinchen 1879. p. 50. 

Vergl. auch Dyck, Math, Ann. Bd, 17, p, 486. 
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aber dort der Satz, dass diese Gruppen vollstindig bestimmt sind trotz 
der Méglichkeit die Zerlegung auf verschiedene Arten vorzunehmen. 
In den Werken der H.H. Jordan und Netto kommen die Gruppen 
nicht vor, sondern es sind die Factoren der Zusammensetzung als 
reine Zahlen aufgefasst. Fiir die Zahlen ist der entsprechende Satz 
von Herrn Jordan bewiesen worden. Diesen Beweis von der ,,Con- 
stanz der Factoren der Zusammensetzung“ hat Herr Netto erheblich 
vereinfacht*). Man wird im Folgenden unschwer eine Modification 
des von Herrn Netto benutzten Gedankenganges erkennen. 


§ 7. 

Die Gruppe G besitze zwei von einander verschiedene ausgezeichnete 
Maximaluntergruppen H und H’. Die diesen beiden Gruppen gemein- 
samen Operationen bilden die Gruppe [, und da eine Operation der 
letzteren Gruppe mit irgend einer Operation der Gesammtgruppe trans- 
formirt eine Operation sowohl von H als von H’ ergeben muss, so ist 
die Gruppe [ in der Gesammtgruppe und also auch in den Gruppen H 
und H’ ausgezeichnet enthalten. 

Die Operationen A, A’, A”,... der Gruppe H und B, B’, B”,... 
der Gruppe H’ sollen auf alle méglichen Arten zusammengesetzt werden. 
Wofern nun eine so zusammengesetzte Operation, z. B. ABB’ A’ 
mit einer beliebigen Operation C der Gesammtgruppe G transformirt 
wird, so erhalt man 

(C-+AC) (C7 BC) (C“B'C)(C“A4’C), 

also eine Operation, welche selbst aus den Operationen von H und H’ sich 
zusammensetzen lisst. Die durch die Zusammensetzung der Operationen 
von H und H’ gebildete Gruppe ist also eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe der Gesammtgruppe. Die neue Gruppe miisste aber auch um- 
fassender sein als jede der beiden Gruppen H und H’. Dies ist aber, 
weil die letzteren Gruppen ausgezeichnete Maximaluntergruppen sind, 
nur dann méglich, wenn die fragliche neue Gruppe mit der Gesammt- 
gruppe identisch ist. 

Ich definire jetzt einen Aequivalenzbegriff, indem ich zwei Opera- 
tionen der Gruppe G dann als fiquivalent bezeichne, wenn die eine 
dieser Operationen aus der andern sich durch Multiplication mit einer 
Operation der Gruppe [ erhalten lisst. 

Dadurch werden die Operationen in verschiedene Classen vertheilt. 
Die Gruppe H enthiilt die ganze Gruppe [ und wird also jede Classe 
von Operationen ganz enthalten, von welcher sie iiberhaupt einen 


*) Cf. Netto, Substitutionentheorie und ihre Anwendung auf die Algebra, 
Leipzig 1882, p. 87 —90. 
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Theil enthiilt, Dasselbe gilt von der Gruppe H’. Jede dieser Gruppen 

kann also als aus einer Anzahl von Classen bestehend betrachtet 

werden. Da die Classen sich wie die Operationen selbst zusammen- 

setzen, so erscheinen die Gruppen G, H, H’ zugleich als Gruppen 
GI\T, HIT, WIE 

von Operationsclassen, welche letzteren Gruppen zur Abkiirzung mit 

Gy, Ho, Hy’ bezeichnet werden mégen. 

Die isomorphe Beziehung zwischen den neuen und den urspriing- 
lichen Gruppen (vergl. § 5) liisst erkennen, dass die Gruppe G, durch 
Zusammensetzung der Operationen von H, und H,’ muss erzeugt werden 
kénnen, und dass die beiden letzteren Gruppen ausgezeichnete Maximal- 
untergruppen der Gruppe G, sind. Da die beiden Gruppen H und H’ 
nur diejenigen Operationen gemeinsam enthalten, welche zur Gruppe [ 
gehéren, so haben die Gruppen H, und H,’ nur die identische Classe 
gemein. 


§ 8. 

Es mégen mit S, S,, S,, ... die Operationen der Classengruppe H,, 
mit 7, 7,, T,,... die Operationen der Gruppe H, bezeichnet werden, 
Das Product 

T—S-TS 
kann nun in die beiden Formen 

(78-7) 8, TF-(6"73) 

gesetzt werden, von welchen die erste zur Anschauung bringt, dass 
das Product der Gruppe H, angehért, die zweite, dass dasselbe auch 
in der Gruppe H,’ enthalten ist. Es muss also das Product 7’—'S-'7'S 
gleich der identischen Operation der Gruppe G, sein, woraus folgt, dass 

TS = ST 
ist. Es sind die simmtlichen Operationen S mit den simmtlichen 
Operationen 7’ vertauschbar. 

Man kann also die Operationen der Gruppe G,, welche sich alle 

aus den Operationen S und 7’ zusammensetzen lassen, in die Form 
S, Ty 

bringen. Diese letztere Darstellung der Operationen ist ausserdem 

eindeutig. Wiire nimlich 


S,T = 8. To; 


so wiirde daraus 


S,°S, = ToT," 
folgen; die in diesen beiden Formen dargestellte Operation miisste also 
in den Gruppen H, und H,’ gleichzeitig enthalten sein, folglich mit 
der identischen Operation iibereinstimmen. 


3* 
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Die Formel S, 7, liefert also jede Operation der Gruppe G, ein- € 
mal, und es ist zugleich ( 


(S,Tp) (Su Te) = (SpSq) (Tp Te): 


Es soll jetzt ein neuer’ Aequivalenzbegriff definirt werden: Zwei 
Operationen der Gruppe G, sollen in dieselbe Classe kommen, wenn 
die eine mit einer Operation S’ der Gruppe H, multiplicirt der zweiten 
gleich wird. Jede solche Classe wird dann durch eine bestimmte 
Operation 7’ charakterisirt, und die so gebildete Gruppe G,|H, ist 
identisch mit der Gruppe der Operationen 7, d. h. mit der Gruppe H,’. 

Die Gruppe G, ist das Product der Gruppen G,|H, und H,, d. h. 
der Gruppen H, und H,. Der vorliegende Fall ist der denkbar ein- 
fachste der Productbildung, indem die Operationen der beiden product- 
bildenden Gruppen zugleich dem Product angehéren und als ver- 
tauschbar und von einander unabhingig erscheinen. Es wiirde vielleicht 
niitzlich sein, fiir diesen Fall einen Ausdruck zu besitzen und ein 
solehes Product etwa das directe zu nennen. Das directe Product ist 
durch seine beiden Factoren eindeutig bestimmt, dabei kommt es auch 
auf die Reihenfolge der Factoren nicht an. Der Begriff des directen “4 ( 
Products kann sofort auf den Fall mehrerer Factoren ausgedehnt 
werden. Herr Dyck*) nennt eine Gruppe, welche so beschaffen ist 
wie im vorliegenden Fall G,, eine ,,eigentlich zerfallende“. 


am tte Th oe ae 


Press 


§ 9. 

Die zuletzt ausgefiihrte Eintheilung der Operationen der Gruppe G, 
in Classen ist nichts Anderes als eine Kintheilung der friiher ein- 
gefiihrten Classen in Classen zweiter Art. Diese neue Eintheilung 
hatte auch mit einem Schritt gemacht werden kénnen. 

Bedeuten C und C, zwei Operationen der urspriinglichen Gruppe G, : i 
so werden dieselben dann einer und derselben Classe zweiter Art zu- 
zuweisen sein, wenn das Product C—' C, einer derjenigen Classen erster 
Art angehért, aus welchen die Gruppe H, besteht, d. h. also dann, 
wenn C-'C, eine Operation der Gruppe H ist. 

Demnach ist die Gruppe G|H identisch mit der Gruppe G,|H,, 
von welcher letzteren bewiesen ist, dass sie mit der Gruppe H,’,, d. h. 
mit H’|[, holoedrisch isomorph ist. 

Es kann somit das Resultat so ausgesprochen werden: Wenn 
eine Gruppe G zwei verschiedene ausgezeichnete Maximaluntergruppen H | 
und H’ besitet, und die diesen beiden letateren Gruppen gemeinschaftliche 
Gruppe mit T bezeichnet wird, so sind die Gruppen G|H und H'|T und 


*) Vergl. Dyck: Ueber regulir verzweigte Riemann’sche Fliichen ete. 
p. 40 und Mat Ann. Bd. 17, p. 482. 








Nh i ae he, 
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ebenso die Gruppen G|H' und H|T holoedrisch isomorph; die Gruppe 
G|T ist das directe Product der Gruppen H|T und H'|T. 

Aus der Einfachheit der Gruppen G{H und G|H’ folgt zugleich 
auch die Einfachheit der Gruppen H’|f und H{I; es ist also [ eine 
ausgezeichnete Maximaluntergruppe von H und H’. 


§ 10, 
Beweis der eindeutigen Bestimmtheit der Factorgruppen. 


Jetzt soll der Beweis dafiir gefiihrt werden, dass jene Factor- 
gruppen vollstindig bestimmt sind. Fiir die kleinsten Ordnungen ist 
der Satz selbstverstindlich. Es wird desshalb vorausgesetzt, dass der 
Satz richtig ist fiir Gruppen, deren Ordnung kleiner oder gleich n 
ist, und gezeigt, dass er dann auch gelten muss fiir Gruppen deren 
Ordnung die Zahl 2n nicht tibersteigt. 

Zu diesem Zweck nehme man an, dass die Gruppe G, deren 
Ordnung < 2m ist, mehrere Reihen der Zusammensetzung zulasse, 
darunter die beiden folgenden: 


hh Bick 
2) G,H,K,... i 


Von den Gruppen H und H’ mége zuniichst angenommen werden, dass 
sie verschieden seien; die denselben gemeinsame Gruppe, mdge [ 
heissen. Man kann dann die Reihen 


8) G,H F,... JZ, 
4) G,H,0,...7 


bilden, welche von dem mit [ bezeichneten Glied an iibereinstimmen 
und welche beide Reihen der Zusammensetzung fiir die Gruppe G 
sind. Die Reihen 3) und 4) geben vermége des zuletzt bewiesenen 
Satzes dieselben Factoren. Weil aber die Reihen 


Re 
Soe 


zugleich Reihen der Zusammensetzung fiir die Gruppe H sind, deren 
Ordnung <~% ist, so miissen nach Voraussetzung die beiden letzten 
Reihen, und also auch die Reihen 1) und 3) dieselben Factorgruppen 
liefern. Dasselbe gilt fiir 2) und 4) und desshalb ergeben auch die 
Reihen 1) und 2) abgesehen von der Reihenfolge dieselben Gruppen. 
Sollten die Gruppen H und H’ zusammenfallen, so wirde die Ueber- 
einstimmung der aus den Reihen 1) und 2) sich ergebenden Factor- 
gruppen daraus unmittelbar folgen, dass der Satz fiir die Gruppe H 
schon als bewiesen zu betrachten ist. Damit ist aber alles gezeigt. 
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Es kann natiirlich auch eine und dieselbe Gruppe mehrmals auf- 
treten, sie muss dann in beiden Reihen gleich oft vorkommen. 

Die definirten einfachen Factorgruppen sind also in der That als 
wesentliche Bestandtheile der Gruppe anzusehen. 


§ 11. 


Die hier entwickelte Auffassung lisst noch andere Sitze in einem 
neuen Licht erscheinen. Ausser der Reihe der Zusammensetzung 
definiren die Herren Jordan und Netto noch die Hauptreihe: 


o, Gy Ge... & 
Dieselbe ist durch folgende Bestimmungen gegeben: 


1) Jede Gruppe der Reihe ist ein Theil der vorangehenden und 
zugleich in der Gesammtgruppe ausgezeichnet enthalten. 


2) Es ist nicht méglich zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
Gruppen eine neue so einzuschieben, dass dieselbe eine Untergruppe 
der vorangehenden ist, die folgende enthilt und in der Gesammt- 
gruppe ausgezeichnet enthalten ist. 

3) Die letzte Gruppe besteht nur aus der identischen Operation. 

Wofern nun @, “,, &,---, 1 die Ordnungen der Gruppen be- 
deuten, so hat Herr C. Jordan auch fiir die Quotienten Se, a, . 

1 2 
welche ganze Zahlen sind, bewiesen, dass dieselben abgesehen von 
der Reihenfolge vollkommen bestimmt sind, trotzdem man die Haupt- 


reihe unter Umstiinden auf mehrere Arten bilden kann. Auch der 
Satz von der Constanz dieser Zahlfactoren lasst sich auf die Gruppen 


GIG, GlG,, ... 


o%, 


iibertragen. 


Aus einer Hauptreihe kann nun eine Reihe der Zusammensetzung 
abgeleitet werden, indem man zwischen den Gruppen der ersteren 
nothigenfalls weitere Gruppen einschiebt. Wenn auf diese Weise 
eine der Zahlen ra =, -++ in ein Product zerlegt wird, so wird 

i 
dieselbe, wie Herr C, Jordan bewiesen hat*), in ein Product gleicher 
Factoren zerlegt. 
Dieser Satz kann nunmehr so ausgesprochen werden: 
Jede der aus der Hauptreihe abgeleiteten Gruppen 
G|G,, G,|G.,..,, 


welche nicht einfach ist, stellt sich als directes Product von mehreren 
unter einander holoedrisch isomorphen einfachen Gruppen dar. 


*) Traité des substitutions etc, p, 48. 
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Fiir die letzte von den erwihnten Gruppen ist dieser Satz in 
anderer Form in dem Werke des Herrn Netto*) ausgesprochen. 

Die zuletzt ohne Beweis ausgesprochenen Siitze werden im 
Folgenden nicht gebraucht werden. 


If. Algebraischer Theil. 
§ 12. 
Die constituirenden Eigenschaften der Gleichungsgruppe. 
Es sei eine Gleichung 
F(z) =0 
vom ne" Grad vorgelegt. Kin gegebener Rationalitiitsbereich (r) bilde 
fiir das Folgende die Grundlage; es miissen demselben natiirlich die 
Coefficienten der Gleichung angehéren. Die Wurzeln der Gleichung 
mégen §, &,... §& genannt werden. Diese Grdssen € sollen alle 
von einander verschieden sein, wihrend im Uebrigen die Gleichung 
keiner Beschrinkung unterliegt, insbesondere auch reducibel sein darf. 

Es existirt nun immer eine Gruppe [ von Vertauschungen der 
Gréssen §, so dass der folgende Satz gilt: 

Eine rationale Function von &,, &,... & hat dann und nur 
dann einen rationalen Werth, wenn sie bei den Vertauschungen der 
Gruppe T numerisch unverdndert bleibt. 

Was als rational zu betrachten ist, wird durch den gegebenen 
Bereich (r) bestimmt, dem auch die Coefficienten der rationalen Func- 
tionen von &,, &,... &  angehdren miissen. 

Die Gruppe [ ist die der Gleichung F(z) = 0 zugehdérende 
Galois’sche Gruppe**). 


§ 13. 


Eine Vertauschung S, welche jede rationale Function von &,, &,...&, 
mit rationalem Werth numerisch ungeindert laisst, muss der Galois’schen 
Gruppe [ angehéren. 


Man kann nimlich rationale Functionen der Gréssen § bilden, 
die bei einer beliebig gegebenen Substitutionsgruppe unveriindert 
bleiben und bei allen anderen Vertauschungen sich indern. Bildet 
man nun eine Function, welche nur fiir die Substitutionen von [ in- 
variant ist, so muss diese einen rationalen Werth haben, sie kann 


*) Vergl. p. 95, Lehrsatz XXI, Zusatz IV. 

**) Galois Werke p. 37. Es ist zu bemerken dass a. a, 0. die Permu- 
tationen zur Darstellung benutzt sind und daselbst nicht gezeigt ist, dass die 
zugehdrigen Substitutionen eine Gruppe bilden. Vergl. in dieser Hinsicht C, Jor- 
dan, Traité des substitutions etc, p. 258. 
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also auch durch die Substitution S nicht geindert werden. Somit 
muss diese Vertauschung S auch der Galois’schen Gruppe an- 
gehéren.*) 

Durch dieses Verhalten sind also die Substitutionen der Gruppe [ 
bestimmt. Die Gruppe selbst ist somit durch thre charakteristische 
Eiigenschaft eindeutig definirt. 


§ 14. 
Ueber numerische Unverdnderlichkeit im Gegensatz zur formellen. 


Es handelt sich hier immer um die numerische Unverinderlichkeit 
nicht um die formelle. Wenn die rationale Function (&,, &, ..~. &n) 
numerisch unveriindert bleiben soll, falls an die Stelle von &,, &,...& 
dieselben Gréssen in der neuen Reihenfolge §,, &,,...&, gesetzt 


werden, so besagt diess, dass vermidge der Werthe der Wurzeln & die 
Gleichung 


9 (§, é.; see g.) — 9 (Ei, &,.. cee g..) 
besteht. Dabei muss man sich fiir die Function m einen ganz be- 
stimmten Ausdruck gegeben denken. Wenn die Vertauschung 


ere) 


eine beliebige ist, so gilt keineswegs fiir jeden dem Ausdruck  (&,,&,,...§,) 


numerisch gleichen, aber formell von demselben verschiedenen Aus- 
druck p(&,, &,...&,) die entsprechende Gleichung 
(és, & eee En) = w (&i,, é., see é..)- 
Dagegen kann das letztere allerdings behauptet werden, wenn die in 
Frage stehende Vertauschung der Gréssen § der Galois’schen Gruppe 
der Gleichung angehdrt. 
Angenommen nimlich, dass fiir irgend zwei Functionen » und » 


die Differenz 
(8s, bo, + Ex) — WCE, bo, --- En) 
den Werth Null, also einen dem Rationalitiitsbereich angehérigen 
Werth besitzt, so wird dieselbe sich nicht indern, wenn man irgend 
eine Vertauschung der Gruppe in ihr vornimmt. 
Es ist also auch, wenn die Vertauschung der Gruppe angehort, 
9 (&:,, &,- - - &,) — H(E,, &, -- - &,) = 0. 


Wenn nun die Functionen @ bei der Vertauschung 


ng boy ++: >) 
Eur ba, --- &i, 

*) Cf, J. A. Serret, Cours d’algébre supérieure cinquiéme édition, Paris 
1885, T. II, p. 642, 
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ungeindert bleibt, so folgt, dass auch die Function » bei derselben 
Vertauschung ungeiindert bleibt. Wenn aber die Function » sich in 
eine Function z(&,, §&,...§,) mit numerisch anderem Werth indert, 
so indert sich auch die Function ~ in eine Function, die mit x den- 
selben Werth hat. 

Man kann demnach auch sagen, dass die in den Wurzeln &, ... & 
rationale Grisse m bei der Vertauschung im einen Fall unverandert 
bleibe, im andern Fall in die Grésse x tibergehe. Man kann von der 
Art der Darstellung einer in den Wurzeln rationalen Grosse abstrahiren ; 
es ist aber dann nothwendig, dass man sich auf die Vertauschungen 
der Galois’schen Gruppe der Gleichung beschrankt. 


§ 15. 


Es gehe der Ausdruck (&,, &,...&,) durch eine Vertauschung S 
in den Ausdruck 9, (&,, &,...&,) tiber, und ebenso gehe der dem 
Ausdruck g, numerisch gleiche Ausdruck w,(&,, §,...&,) durch die 
Vertauschung 7' in y,(&,, &,...&,) tiber. Die zweite Vertauschung 
T mége nun jedenfalls der Galois’schen Gruppe angehéren. Dann 
wird der Ausdruck g, durch dieselbe Vertauschung 7’ in einen dem 
Ausdruck #, numerisch gleichen Ausdruck g,(&,,&,...&,) itiber- 
gehen. Dann aber wird der letzte Ausdruck vermége der Vertauschung 
ST direct aus o(&,, &,...&,) hervorgehen. 

Dabei verstehe ich also das Zeichen SZ’ so, dass zum Zweck der 
Zusammensetzung der Vertauschungen’S und 7' die links stehende 
Vertauschung S zuerst vorgenommen wird. 

Es folgt aus dem Vorhergehenden der Satz: Wenn die in den 
Wurzeln rationale Grosse g durch die der Gleichungsgruppe angehérende 
Vertauschung S in die Grésse g, iibergeht, und die Grésse g, durch 
die gleichfalls der Gruppe angehérende Vertauschung 7’ in die Grosse g,, 
so geht die Grésse g in g, tiber durch die Vertauschung S 7. 

Man erhilt aus diesem Satz das Corollar: 

Die Gesammtheit der Vertauschungen der Galois’ schen Gruppe, 
welche eine Grésse numerisch ungeiindert lassen, bildet immer eine 
Gruppe. 

Es gilt diess durchaus nicht immer von der Gesammtheit aller 
Vertauschungen, welche eine Function numerisch ungeindert lassen *). 


*) Weil in diesem Punkt schon gefehlt worden ist, mag ein Beispiel hier 
Platz finden: Es werde die Gleichung 


a4 og? 4 ..- tot io 


betrachtet und 
2 niv 
§, am e id 
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Es ist also gestattet, mit den in den Warzeln der Gleichung 
rationalen Gréssen hinsichtlich der Vertauschungen der Gleichungs- 
gruppe ganz ebenso zu verfahren, als ob es sich um Functionen von 
unabhingigen Verinderlichen handelte. 


§ 16. 
Conjugirte Werthe. 


Insbesondere kann man die Betrachtungen tibertragen, welche bei 
Functionen von unabhiingigen Veriinderlichen iiber die ,,conjugirten“ 
Functionen angestellt werden kénnen. Es sei g, eine in den Wurzeln 
der gegebenen Gleichung /’(x) = 0 rationale Grésse, welche vermige 
der Vertauschungen der Gruppe [ der Gleichung die verschiedenen 
Werthe 

Dir Jor+++ Gu 
und nur diese anzunehmen fahig ist. Wenn nun S eine Vertauschung 
bedeutet, welche die Grésse g, numerisch unveriindert lisst, und 7 
eine Vertauschung, welche g, in g, iiberfiihrt, so wird die Vertauschung 
T-—ST die Grésse g, unveriindert lassen. Bei niherer Ueberlegung 
ergiebt sich hieraus, dass die Gruppe derjenigen Vertauschungen von I, 
welche die Grésse g, unveriindert liisst, aus der Gruppe H der Ver- 
tauschungen von [, welche g, unveriindert lisst, durch Transformation 
hervorgeht. Entsprechendes gilt von den iibrigen Gréssen g, und man 
erkennt zugleich, dass man in den Gruppen, welche g,, 93, -.+ 9x 
unverindert lassen, auch alle Gruppen besitzt, welche aus der Gruppe H 
durch Transformation erhalten werden kénnen. Die Ordnung einer 
jeden von diesen Gruppen ist der x'° Theil der Ordnung der Gruppe [. 
Jede Vertauschung der Wurzeln & der Gleichung 
F(z) =0, 

welche in der Gruppe [ der Gleichung enthalten ist, ergiebt in den 
Gréssen 9,, Jo, .--+ 9x ausgefiihrt eine Vertauschung der letzteren. 
Dabei wird das Product zweier Vertauschungen der Gréssen § dem in 
derselben Aufeinanderfolge gebildeten Product der entsprechenden Ver- 
gesetzt. Die Gesammtheit der Vertauschungen der Gréssen &,, &,... &, 1, welche 
den Ausdruck &,-&,_, numerisch ungeiindert lassen, bilden niemals eine Gruppe, 
wenn > 5 ist. 

Der von Herrn Siderberg gegebene neue Beweis fiir das Galois’sche 
Fundamentaltheorem ist falsch (vergl. Deduktion af nédviindiga och tillrickliga 
vilkoret for mdjligheten af algebraiska eqvationers solution med radikaler, Upsala 
Universitets Arsskrift 1886 und Acta Mathematica 11:3, p, 297). Der ganze 
Beweis beruht auf der stillschweigendend eingefiihrten Annahme, dass die Ge- 
sammtheit der Substitutionen, welche eine Function der Wurzeln numerisch un- 
geiindert lassen, eine Gruppe bilde. 





“i 
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tauschungen der Gréssen g entsprechen. Siammtliche Vertauschungen 
der Gréssen g, welche man auf diese Weise erhalten kann, bilden 
also eine Gruppe G. Diese Gruppe ist der Gruppe [ isomorph. Jeder 
Vertauschung von [ entspricht eine Vertauschung von G. Kiner Ver- 
tauschung der Gruppe G kénnen aber mehrere Vertauschungen der 
Gruppe [ entsprechen; in diesem Fall ist der Isomorphismus meroedrisch. 


§ 17. 


Fiir das Folgende ist der Fall von besonderer Wichtigkeit, in 
welchem die Gruppe H von Vertauschungen der Grossen &, fiir welche g, 
sich nicht andert, in der Gruppe [ ausgezeichnet enthalten ist. Es 
ist dann auch H die Gruppe der Vertauschungen von [, welche g, 
ungeiindert lassen, ebenso g,,... 9x. Jede Vertauschung der Grossen &, 
welche eine der Gréssen g ungeiindert liisst, liisst alle ungeiindert. 

Zwei Vertauschungen S und 7' der Gleichungsgruppe werden die- 
selbe Vertauschung der Gréssen g nach sich ziehen, wenn die Ver- 
tauschung S-'7' die Griéssen g ungeiindert liisst, d.h. wenn S-'7' der 
Gruppe H angehort. 

Wenn also die Vertauschungen der Gruppe [ in der friiher aus- 
gefiihrten Weise in Classen eingetheilt werden mit Hiilfe der ausge- 
zeichneten Untergruppe H, so kommen solche Vertauschungen in die- 
selbe Classe und nur solche, denen dieselbe Vertauschung der Gréssen g 
entspricht. 

Es folgt daraus, dass die Gruppe G von Vertauschungen der 
Gréssen g,, g.,-+-g» in diesem Fall mit der Gruppe [| H holoedrisch 
isomorph ist. Vom abstracten Standpunkte aus, sind diese Gruppen 
also als identisch zu betrachten. 


§ 18, 
Adjunction einer natirlichen Irrationalitat. 


Bis jetzt ist der in § 12 eingefiihrte Rationalitiitsbereich (r) durch- 
aus festgehalten worden. Es ist fiir die Theorie wesentlich, dass man 
in der Auffassung von dem, was als rational gelten soll, eine Aende- 
rung eintreten lassen kann. Man kann den Rationalitiitsbereich er- 
weitern, in den Rationalitiitsbereich (r’), indem man irgend welche 
Irrationalitiiten ,,adjungirt“. Es kann dann durch diese Adjunction die 
Gruppe eine andere werden. 

Zuniichst médge nun irgend eine in den Wurzeln § der Gleichung 
rationale Grésse g, adjungirt werden. Nach der Adjunction sei [’ die 
Gruppe der Gleichung. Was friiher als rational betrachtet wurde, ist 
es jetzt a fortiori, Die rationalen Functionen von &,, &,...&, deren 
Werth und deren Coefficienten dem alten Bereich (r) angehéren, miissen 
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somit alle auch bei den Vertauschungen der neuen Gruppe ungeiindert 
bleiben. Also muss (§ 13) die Gruppe [’ in der Gruppe [ enthalten sein. 

Die Grosse g, ist darstellbar durch einen in &,, §,... § rationalen 
Ausdruck, dessen Coefficienten dem Rationalititsbereich (ry) angehéren. 
Diejenigen Vertauschungen der Gruppe [, bei welchen dieser Ausdruck 
numerisch ungeindert bleibt, bilden eine nicht nothwendig ausgezeich- 
nete Untergruppe H. Da nun der Werth dieses Ausdrucks im neuen 
Rationalitiitsbereich (r’) liegt, und die Coefficienten desselben zugleich 
dem Bereich (r’) mit angehéren, so miissen die Vertauschungen der 
neuen Gruppe [’ unter den Vertauschungen von H auftreten. 

Es ist noch zu zeigen, dass auch alle Vertauschungen der Gruppe 
H in der Gruppe [’ vorkommen. Zu diesem Zweck beweist man 
(Vergl. § 13), dass jede Vertauschung von H alle Functionen der 
Wurzeln unverindert lisst, welche nunmehr einen rationalen Werth 
besitzen. In die Coefficienten dieser rationalen Functionen muss man 
aber jetzt auch die Grésse g, mit hineinnehmen, Es kénnen also die 
rationalen Functionen der Wurzeln, welche nun in Betracht kommen, 


in die Form 
4913 Ei §, ae ih En) 


gesetzt werden, wo jetzt die Coefficienten der Function x dem alten 
Rationalitiitsbereich (r) angehéren. Soll der Werth der Function im 
neuen Rationalitatsbereich (r’) liegen, so ist 


U(913 Ss G2, -- + Sn) = (9), 

wo jetzt alle Coefficienten dem Bereich (r) angehéren. In dieser Glei- 
chung darf nun zwischen den Gréssen § (Vergl. § 14) jede Vertauschung 
der Gruppe [ vorgenommen werden; diese Vertauschung ist aber auch 
innerhalb der Grésse g, auszufiihren. Ich mache jetzt eine der Gruppe 
H angehérende Vertauschung. Diese aindert die Grésse g, nicht. Es 
iindert sich also die rechte Seite der letzten Gleichung gar nicht, und 
auf der linken Seite wird dasselbe Resultat erhalten, wie wenn man 
die Gréssen &,, &,... § mur in so weit unter einander vertauscht hitte, 
als sie explicite im Ausdruck auftreten. Es ist damit gezeigt, dass ein 
in den Wurzeln rationaler Ausdruck, dessen Werth rational ist und 
dessen Coefficienten rational sind, niemals durch eine Substitution der 
Gruppe H geiindert werden kann, wobei der Begriff des Rationalen 
jetzt durch den Bereich (r’) fixirt ist. Es ist also die Gruppe H in 
der Gruppe [’ enthalten und es folgt daraus in Verbindung mit dem 
friiher bewiesenen, dass diese beiden Gruppen identisch sind, 

Durch die Adjunction der in den Wurzeln der Gleichung rationalen 
Grosse g, wird also die Gruppe der Gleichung auf denjenigen Theil 
ihrer Substitutionen reducirt, welcher die Grisse g, wngedndert lisst*). 


*) Cf, C. Jordan Traité des substitutions etc. p. 261. 
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Wenn also die Grosse g, nicht dem urspriinglichen Rationalitiits- 
bereich angehért, so wird nach der Adjunction die Ordnung der 
Gruppe wirklich kleiner sein, somit die Gleichung ein einfacheres Pro- 
blem darstellen. 


§ 19. 
Die Gleichung fir die adjungirte Irrationalitat. 


Ks fragt sich aber, durch was fiir eine Gleichung nun die Grésse 
g, bestimmt wird. Die Werthe, welche diese Grésse vermége der Ver- 
tauschungen der Gruppe [ annimmt, seien 
91> Jor+ ++ Gu. 
Es wird dann die Gleichung 
(%@ — 91) (@ — go) - + -(@ — Ox) = 9, 

welche zur Abkiirzung mit 

f(“) =90 
hezeichnet werden mége, durch die Grésse g, befriedigt werden. Die 
Coefficienten der Gleichung sind rationale Functionen der Groéssen & 
und werden durch die Vertauschungen der Gruppe [ nicht geindert, 
sind also Gréssen des Bereichs (r). Die Gleichung ist auch irredu- 
cibel. Wenn nimlich irgend eine Function /,(2), deren Coefficienten 
dem Bereich (r) angehéren, fiir 2 = g, verschwindet, so kann man in 
der Gleichung 

f.(9:) = 9 


die Substitutionen der Gruppe [ ausfiihren, woraus dann folgt, dass 
auch 

fo (92) = + ++ = fo(Gx) = 9 

ist. 


Um die Gruppe der Gleichung 
f(“) = 0 
zu finden, betrachte man eine rationale Function der Gréssen 
I> Jor + ++ Gu 

Diese Function ist zugleich eine rationale Function von &,, &,... &3 
die Coefficienten gehéren in beiden Fallen dem urspriinglichen Rationa- 
litiitsbereich an. Die fragliche Function wird nun einen rationalen 
Werth haben oder nicht, je nachdem die Substitutionen der Gruppe [ 
sie unverindert lassen oder nicht. Die Wirkung jeder dieser Substi- 
tutionen der Gréssen § auf die Function kommt einer Vertauschung 
der Gréssen g gleich. Die Gesammtheit der so entstehenden Ver- 
tauschungen der Gréssen g,, 9.,-- +9» bildet die friiher mit G bezeich- 
nete Gruppe. Diese Gruppe wird somit die der Gleichung f(z) = 0 
zugehorige sein. *) 


*) Vergl. z. B. F, Klein Vorlesungen iiber das Ikosaeder etc. pag. 88. 
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Wenn insbesondere die Vertauschungen der Gruppe [, welche die 
Grésse g, nicht aindern, eine ausgezeichnete Untergruppe H der Gruppe 
r bilden, so ist die Gruppe der Gleichung f(x) = 0 holoedrisch iso- 
morph mit der mit dem Symbol [|H bezeichneten Gruppe. 


§ 20. 
Ueber die Reduction einer Gleichung mit zusammengesetzter Gruppe. 


Die Aufgabe, die Wurzeln einer Gleichung von der Gruppe [ zu 
bestimmen, kann also in zwei Schritte zerlegt werden, wenn die 
Gruppe eine ausgezeichnete Untergruppe H besitzt. Es ist zuerst eine 
Gleichung von der Gruppe [|H zu bilden, und indem man nun eine 
Wurzel der letzteren Gleichung als rational bekannt annimmt, hat man 
zur Bestimmung der gesuchten Wurzeln noch die urspriingliche Glei- 
chung, welche jetzt die Gruppe H besitzt. 

Ich betrachte noch den speciellen Fall, in welchem die Gruppe [ 
als das directe Product der Gruppen [|H und H sich darstellt. Man 
kann in diesem Fall (Vergl. § 8) aus den einzelnen Classen der Sub- 
stitutionen von [, welche die Gruppe [|H constituiren, je eine Sub- 
stitution so auswihlen, dass die Gesammtheit der ausgewihlten Sub- 
stitutionen eine in [ ausgezeichnete Untergruppe H’ bildet. Die Gruppen 
H und H’ haben dann ausser der Identitit keine Substitution gemein. 

Man kann nun in diesem Fall ausser der Grosse g,, welche bei 
den Substitutionen der Gruppe H ungeiindert bleibt, eine zweite in den 
Gleichungswurzeln rationale Grésse g’ einfiihren, welche bei den Sub- 
stitutionen der Gruppe H’ und nur bei diesen ungeiindert bleibt. Aus 
den Gréssen g, und g kann man jetzt eine neue 


ag, + bg’ 
linear zusammensetzen, welche die Eigenschaft hat durch jede Substi- 
tution der Gruppe [, ausser der identischen, geiindert zu werden. Die 
Adjunction dieser linearen Function reducirt die Gruppe der urspriing- 
lichen Gleichung auf die Identitét. Die Wurzeln der vorgegebenen 
Gleichung sind also in g, und g’ rational. *) 

Man hat also in diesem besonderen Fall eine Wurzel einer Glei- 
chung von der Gruppe [|H oder H’ zu bestimmen, dann, unter Fest- 
haltung des urspriinglichen Rationalititsbereichs, eine Wurzel einer 
Gleichung von der Gruppe [|H’ oder H zu bestimmen; aus den beiden 
so gewonnenen Irrationalititen kann man dann die Wurzeln der ge- 
gebenen Gleichung unmittelbar zusammensetzen. 

Fiir eine Gleichung mit beliebiger Gruppe [ gewinnt man durch 








*) Hinsichtlich des Verhiiltnisses der drei Irrationalitiiten g,, g’ und ag, + bg’ 
vergl. auch Kneser, Math. Ann, Bd. 30 p. 179. 
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Wiederholung des am Anfang dieses Paragraphens auseinandergesetzten 
Verfahrens das Resultat: Jede Gleichung lisst sich auf eine Kette von 
Gleichungen mit einfachen Gruppen zuriickfiihren. Die dabei auftre- 
tenden Gruppen sind die friiher definirten Factorgruppen der Gruppe [. 
Die Wurzeln der Hiilfsgleichungen sind rational in den Wurzeln der 
urspriinglichen Gleichung. 


§ 21. 
Adjunction accessorischer Irrationalitaten. 


Die wesentlichste Aufgabe ist jetzt die, zu beweisen, dass diese 
einfachen Gruppen unvermeidlich*) sind und sich auch nicht umgehen 
lassen, wenn man als Hiilfsgréssen ,,accessorische“ Irrationalitiiten ein- 
fiihrt, d. h. solche, welche sich nicht aus den Wurzeln der gegebenen 
Gleichung rational zusammensetzen. 

Zu diesem Ziel fiihrt der schon einmal citirte Satz von Herrn C. 
Jordan*™). Ich reproducire denselben hier mit sammt dem Beweise, 
indem ich ihn zugleich in der Richtung vervollstiindige, welche durch 
den friiher gewonnenen gruppentheoretischen Begriff gegeben ist: 

Wenn die Gruppe G einer Gleichung F(x) = bei der Adjunction 
der stimmtlichen Wurzeln einer sweiten Gleichung §(«) = 0 sich auf die 
Gruppe G’ reducirt, so reducirt sich auch die Gruppe G der eweiten 
Gleichung bei der Adjunction der stimmtlichen Wurzeln der ersten Glei- 
chung auf eine Gruppe '; G’ und G&’ sind ausgezeichnete Untergruppen 
von G besiehungsweise GS. Dabei sind die durch die Symbole G | G’ und 
(§ | G’ dargestellten Gruppen holoedrisch isomorph. 

Der [utionalititsbereich fiir die beiden Gleichungen F(x) = 0 und 
(x) = O wird urspriinglich als ein und derselbe vorausgesetzt. 


§ 22. 

Zum Beweis bilde man eine rationale Function g, der Wurzeln 
£,,&,...& der ersten Gleichung, so dass diese Function bei den 
Vertauschungen der Gruppe G’ sich nicht iindert und bei allen anderen 
Vertauschungen eine Aenderung ihres Werths erfaihrt. Die Coefficienten 
der Function sollen dem urspriinglichen Rationalitiitsbereich angehéren, 
der wieder mit (r) bezeichnet werden mdge. Es ist dann nach Vor- 
aussetzung 


*) Dies ist auch die Verallgemeinerung der von Galois ausgesprochenen 
Thatsache, dass eine Gleichung mit einfacher Gruppe durch Transformation nicht 
auf Gleichungen mit kleineren Gruppen reducirt werden kann. Vergl. den be- 
rihmten Brief an Chevalier in den Galois’schen Werken p. 25: ,,on aura 
beau transformer cette équation“ etc. 

**) Traité des subst, etc. pg. 269, 270. 
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J: = Pr(M1> Mey ++ = Mm), 
wenn 4, %,--+ %m die Wurzeln der Gleichung § — 0 bedeuten. Nun 


sollen g,,9,.++9x die siimmtlichen numerisch verschiedenen Werthe 
bedeuten, welche die Grosse g, durch die in der Gruppe G enthaltenen 
Vertauschungen der Gréssen & erhalten kann. Die Gruppe G’ enthiilt 
also den x'*® Theil der Substitutionen der Gruppe G. Ferner seien 
1, Po, +--+ Y die simmtlichen numerisch verschiedenen Werthe, welche 
die Grésse m, vermége der Gruppe & von Vertauschungen der Gréssen 
y erhilt. Sowohl die x Gréssen g, als auch die / Gréssen sind 
Wurzeln einer irreducibeln Gleichung. Diese beiden irreducibeln Glei- 
chungen haben die eine Wurzel g, = gy, jedenfalls gemeinsam, die- 
selben miissen also vollstiindig iibereinstimmen. Es werden also die 
Grossen 9,,9,..-gx mit den Gréssen g,, 9.,... g, abgesehen von 
der Ordnung zusammenfallen, woraus zugleich folgt, dass x = ist. 

Die Gréssen g,, 9, -- + Q sind rationale Functionen der Gréssen 
M1» %2,+++%m und der Gréssen des Bereichs (r). Es sind also die 
Gréssen g,,9,--- 9» alle rational, nachdem man der ersten Gleichung 
die simmtlichen Gréssen y adjungirt hat. Es folgt daraus, dass die 
Gréssen g, aufgefasst als Functionen der Gréssen §, bei den Ver- 
tauschungen der Gruppe ungeiindert bleiben, welche nach der Adjunc- 
tion der Gleichung F’(x) = 0 zugehort, d. h. bei den Vertauschungen 
der Gruppe G’, Andererseits bildet die Gesammtheit der Substitutionen 
der Gruppe G, welche die Grosse g, numerisch ungeiindert lassen, eine 
Gruppe, welche aus G’ durch Transformation hervorgeht, welche also 
auch mit G’ dieselbe Ordnung haben muss. Diese transformirte Gruppe 
muss zugleich die Gruppe G’ selbst enthalten, ist also mit der letz- 
teren identisch. Dasselbe gilt fiir die Gruppen, welche die tbrigen 
Gréssen g ungeindert lassen, woraus folgt, dass G’ eine ausgezeichnete 
Untergruppe der Gruppe G ist. 

Die Gruppe der irreducibeln Gleichung f(z) 0, welcher die 
Grosse g, geniigt, ist also (s. § 19) mit der Gruppe G| G’ holoedrisch 
isomorph. 

Nun sei § die Gesammtheit der in der Gruppe  enthaltenen Ver- 
tauschungen der Gréssen 9, welche die Function 

Pi (M1 Nos» - + Nm) | 
ungeiindert lassen. Da die Grésse gm, Wurzel einer irreducibeln Glei- 
chung vom x‘ (/'") Grad ist, wird nach § 16 und § 19 die Gruppe 
den x'** Theil der Substitutionen der Gruppe G enthalten. Die Ad- 
junction der Grosse m, oder, was dasselbe ist, g, wird also die Gruppe 
der Gleichung § = 0 auf den x' Theil ihrer Substitutionen redu- 
ciren (§ 18). 

Die Grésse g, ist in den Gréssen §,, ,...&, rational. Wenn 
man also die letzteren Gréssen der Gleichung ¥ = 0 adjungirt, so wird 
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dieselbe eine Gruppe erhalten, welche eine Untergruppe der Gruppe § 
ist, falls sie nicht mit dieser zusammenfillt. Die Gruppe G’ ist also 
in der Gruppe § enthalten. 

Man hat also das Resultat: Die Gruppe der Gleichung § = 0 wird 
durch die Adjunction der siimmtlichen Wurzeln der Gleichung F = 0 
mindestens auf den x‘ Theil reducirt, wenn die Gruppe der Gleichung 
F =0 durch die Adjunction der Wurzeln der anderen genau auf den 
x" Theil reducirt wird. Dieser Schluss kann aber umgekehrt werden, 
indem man die Gleichungen F = 0 und ¥ = 0 in dem Ausspruch des- 
selben vertauscht. Es folgt daraus, dass auch die Gruppe der Gleichung 
* = 0 durch die Adjunction der Wurzeln der andern genau auf den 
x" Theil reducirt wird. Nach der Adjunction ist G’ die Gruppe, diese 
muss also mit , d, h. mit der Gesammtheit der Substitutionen von G, 
welche die Function @,(4;, 42, - ++ %m) unverandert lassen, vollstiindig 
zusammenfallen. 

Die Gruppe G’ ist nun eine ausgezeichnete Untergruppe von & 
aus demselben Grund, aus dem G@’ in G ausgezeichnet enthalten ist. 
Die irreducible Gleichung, welcher die Grosse g, geniigt, hat also nach 
§ 19 eine Gruppe, welche der mit dem Symbol G| G’ bezeichneten 
holoedrisch isomorph ist. 

Diese Gleichung ist aber mit der Gleichung f(x) = 0 identisch. 
Die Gruppen G|G@’ und |G’ sind demnach holoedrisch isomorph. 

Wenn insbesondere die Gruppe G einfach ist, so muss bei der Ad- 
junction, falls tiberhaupt eine Reduction der Gruppen eintreten soll, 
die Gruppe & sich auf die Identitit reduciren. Es ist dann die Gruppe 
G|G’ mit der Gruppe © selbst holoedrisch isomorph. Die siimmtlichen 
Wurzeln der zweiten Gleichung (x) = 0 sind in diesem Fall rational 
in den Wurzeln der ersten Gleichnng F(a”) = 0.*) 


§ 23. 
Lisung des im Eingang gestellten Problems. 


Nun kann man zur Beantwortung der in der Einleitung aufge- 
worfenen Frage schreiten; dieselbe soll gleich etwas allgemeiner gefasst 
werden. 

Es sei eine Gleichung F(x) = 0 vorgelegt, deren Coefficienten 
einem gegebenen Rationalititsbereich (r) angehdren. Statt nun die 
Wurzeln der vorgelegten Gleichung direct zu bestimmen, kann man 
folgendermassen verfahren: Man stellt zuerst eine Hiilfsgleichung 
F(z) = 0 auf, deren Coefficienten auch dem Rationalitiitsbereich (r) 
angehéren, und von welcher eine oder mehrere Wurzeln spiiter als 


*) Vgl. C. Jordan a, a. O. p. 270, Nr, 380 Corollaire II. 
Mathematische Annalen, XXXIV. 4 
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Hiilfsgréssen gebraucht werden. Dann stellt man eine zweite Hiilfs- 
gleichung F’,(~) = 0 auf, deren Coefficienten in den eingefiihrten Hiilfs- 
gréssen rational sind und nimmt eine oder mehrere Wurzeln dieser 
neuen Hiilfsgleichung zu den Hiilfsgréssen hinzu. So faihrt man fort; 
schliesslich soll es méglich sein, die simmtlichen Wurzeln der vorge- 
legten Gleichung F'—O in den allmahlig eingefiihrten Hiilfsgréssen 
rational auszudriicken. 

Es ist zu bemerken, dass die Gréssen des urspriinglichen Rationali- 
tiitsbereichs (r) mit in die Ausdriicke eingehen, ohne dass dies iiberall 
besonders hinzugefiigt ist. 

Von den Hiilfsgleichungen midge jetzt gar nichts weiter voraus- 
gesetzt werden, als dass dieselben keine mehrfachen Wurzeln besitzen. 
Dasselbe werde auch von der Gleichung F'(x)—O selbst ange- 
nommen. 


§ 24, 


Die Gruppe der gegebenen Gleichung F(x) = 0 werde mit [ be- 
zeichnet. Dabei wird der gegebene Rationalitatsbereich (r) zu Grund 
gelegt. Hinsichtlich der fiir die Hiilfsgleichungen zu Grund zu legenden 
Rationalitatsbereiche ist noch eine gewisse Willkiirlichkeit vorhanden. 
Die Coefficienten der Gleichung F’,(z) = 0 sollen nimlich in gewissen 
von den Wurzeln der Gleichung F’, (x) = 0 rational sein, und man kann 
nun zum Zweck der Betrachtung der Gleichung F’, = 0 entweder nur 
diese Wurzeln oder alle Wurzeln der Gleichung fF’, = 0 adjungiren. 
Es ist aber auch nicht ausgeschlossen, dass die Coefficienten der Glei- 
chung F, = 0 noch dem Bereich (r) selbst angehéren, und dass die 
durch die Gleichung F’, = 0 eingefiihrten Hiilfsgréssen erst spiater ge- 
braucht werden, In diesem Fall ist fir die Betrachtung der Gleichung 
F’, = 0 zunichst keine Erweiterung des Rationalititsbereichs erforder- 
lich. Die allgemeinste Auffassung wird desshalb die im Folgenden ge- 
wahlte sein. 

Fiir jede Hiilfsgleichung F, (~) = 0 werde irgend ein Rationalitiits- 
bereich (r,) besonders eingefiihrt, nur so, dass die simmtlichen Gréssen 
des Bereichs (r,) rational sind in den Gréssen des Bereichs (r) und den 
Wurzeln der Hiilfsgleichungen, welche der Gleichung F’, = 0 voran- 
gehen; natiirlich muss der Bereich (r,) die Coefficienten von F’, um- 
fassen, und es wird ausserdem angenommen, dass die urspriinglich als 
rational betrachteten Gréssen des Bereichs (r) siimmtlich im Bereich 
(r,) enthalten seien. 


§ 25. 
Unter dieser Voraussetzung mégen die Gruppen 
r,,0..05,-- 




















Zur Reduction der algebraischen Gleichungen. 


den Gleichungen 


F,=0, F, =0, Fy =—0,... 
zugehoren, 

Jede dieser Gleichungen, welche keine einfache Gruppe hat, wird 
in der friiher angegebenen Weise (§ 20) durch eine Kette von einfachen 
Gleichungen ersetzt. Man erhiilt dadurch eine neue Folge von Glei- 
chungen 

f,=9, h=9, fy =90,..-fo=9, 
welche zusammen mit der Reihe der zugeordneten Rationalitiitsbereiche 
(Vgl. § 19 und § 20) dieselben Eigenschaften aufweist wie die voran- 
gehende Reihe, wobei aber die den letzten Gleichungen zugehdrigen 
Gruppen 
G,, Gey Gy, -.. Be 
alle einfach sind. Die friiheren Gleichungen F’, = 0 treten unter diesen 
Gleichungen /, = 0 mit auf, nur erscheinen sie jetzt als mit neuen 
Rationalitiitsbereichen versehen. 
Die einfachen Gruppen 
G,, Ge, Ge, ..- Be 
sind nichts Anderes als die Gesammtheit der Factorgruppen des Ag- 
gregats 
Fee Tea Vee. 
Es kann dabei eine der Gruppen auch mehrmals vorkommen, dieselbe 
muss dann unter den Gruppen G,, G,, ... Go genau ebenso oft auf- 
treten, als sie in dem Aggregat 
’ Tes Ves Gay 0's 
als Factor enthalten ist. 


§ 26. 

Jetzt médge in der Festlegung der Rationalitiitsbereiche eine Aen- 
derung eintreten: 

Rationalitiitsbereich fiir die erste Gleichung /, = 0 ist und bleibt 
der Bereich (r). Der zweiten Gleichung f, = 0 sollen aber jetzt die 
simmtlichen Wurzeln der Gleichung /, = 0 adjungirt werden, wofern 
diese Wurzeln nicht iiberhaupt schon alle zum Rationalititsbereich der 
zweiten Gleichung gehéren. Es kann nun der Satz angewendet werden, 
dass bei der Adjunction der simmtlichen Wurzeln einer Gleichung die 
Gruppe sich auf eine ausgezeichnete Untergruppe reducirt (Vgl. § 21 
und § 22). Allerdings war friiher vorausgesetzt worden, dass der Ra- 
tionalitiitsbereich der Gleichung, deren Wurzeln adjungirt werden, tiber- 
einstimme mit dem Rationalititsbereich der Gleichung, welcher jene 
Wurzeln adjungirt werden. Es hat jedoch keine Schwierigkeit, fiir den 
Augenblick den der Gleichung /, = 0 zugehdrigen Rationalitiitsbereich 
4* 
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auch als Bereich fiir die Gleichung /, = 0 anzusehen, denn die Coeffi- 
cienten von /, gehéren zum Bereich (r) und sind desshalb auch in dem 
andern Rationalitiitsbereich enthalten. Wenn also die Gruppe G, der 
Gleichung f, = 0 sich durch die gemachte Adjunction iiberhaupt redu- 
cirt, so reducirt sie sich auf eine ausgezeichnete Untergruppe; die 
Gruppe G, sollte aber einfach sein, dieselbe reducirt sich also in dem 
angenommenen Fall auf die Identitit. Es sind also dann alle Wurzeln 
der Gleichung /, = 0 rational in den Gréssen des Bereichs (r) und in 
den Wurzeln der ersten Gleichung /, = 0; man kann also die Glei- 
chung /,—=0 unbeschadet der Eigenschaften des Gleichungssystems 
weglassen. 

Ganz in derselben Weise kann man nun die siimmtlichen Wurzeln 
der Gleichung /, = 0 der Reihe nach jeder der Gleichungen 


fy =0,f,=09,... 


adjungiren. Es gilt dabei immer der Satz, dass eine solche Adjunction 
die Gruppe der betreffenden Gleichung entweder unveriindert lisst, oder 
auf die Identitiéit reducirt. Ist letzteres z. B. bei der Gleichung /, = 0 
der Fall, so sind deren Wurzeln Gréssen des so erweiterten Rationa- 
litiitsbereichs der Gleichung, diese Wurzeln sind also jedenfalls rational 
in den Gréssen des Bereichs (r) und in den Wurzeln der Gleichungen 
7=0, wotr—1,2,...¥—1. Man kann in diesem Fall die Glei- 
chung f, = 0 unbeschadet der Kigenschaften des Gleichungssystems 
weglassen. 
Man findet so eine Reihe von Gleichungen 


f,(#) = 0, fu, (%) =m=(Q,... 


Gi, Gis «ess 

Dabei bestehen dieselben Eigenschaften wie vorher, nur ist in dieser 
Reihe der Rationalitiitsbereich der zweiten Gleichung durch die siimmt- 
lichen Gréssen gebildet, welche aus den Gréssen des Bereichs (r) und 
den Wurzeln der ersten Gleichung rational zusammengesetzt werden 
kénnen, und dieser Rationalititsbereich ist auch in den andern, den 
nachfolgenden Gleichungen zugehdrigen Rationalitiitsbereichen mit ent- 
halten. Die neue Reihe entstand aus der Reihe 


f=, 4=9, h=90,...fe=90 


durch Aenderung der Rationalitiitsbereiche und eventuelle Weglassung 
einzelner Gleichungen. 


mit den Gruppen 


§ 27. 
Nun adjungire man die simmtlichen Wuarzeln der Gleichung 
fus(2) = 0 
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den simmtlichen Gleichungen der gefundenen neuen Reihe von der 
dritten an und wiederhole genau dieselbe Betrachtung. - 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhilt man schliesslich eine 
Gleichungskette 


fi(®) = 9, fu(%) = 9, fu,(%) = 90, ... fu, () = 0 
von folgenden Kigenschaften: 

Der Rationalititsbereich der ersten Gleichung ist der Bereich (r). 
Der Rationalititsbereich jeder anderen Gleichung ist durch die Ge- 
sammtheit der Gréssen gegeben, welche in den Wurzeln der voran- 
gehenden Gleichungen und den Gréssen des Bereichs (r) rational sind, 


Die Gruppen 
Gis Gay Gan + Gy, 


der Gleichungen sind alle einfach. Mit Hiilfe der siimmtlichen Wur- 
zeln aller dieser Gleichungen lassen sich die simmtlichen Wurzeln der 
urspriinglich gegebenen Gleichung F(x) = 0 rational ausdriicken. 
Dabei bilden die Gleichungen dieser letzten Kette einen Theil der 
Gleichungen 
fi=9,f,=90,f,=90,...f.=0. 


§ 28. 

Es mégen jetzt der Gleichung /’(~) = 0, welcher urspriinglich der 
Rationalitiitsbereich (r) zukommt, die siimmtlichen Wurzéln der Glei- 
chung /, = 0 adjungirt werden. Die Gruppe der Gleichung F = 0 
war [; nach der Adjunction sei dieselbe [’. Entweder ist nun T’ mit 
[ identisch, oder, wenn wirklich eine Reduction eintritt, ist die mit 
[|f° bezeichnete Gruppe holoedrisch isomorph mit der Gruppe G, der 
Gleichung /, = 0 (Vgl. den Schluss von § 22), so dass also die Gruppe [ 
sich im abstracten Sinne als Product der Gruppen G, und [’ darstellt. 
In diesem Fall sind die simmtlichen Wurzeln der Gleichung /, = 0 
rational in den Wurzeln der Gleichung F(x) = 0. 

Nachdem diese Adjunction vollzogen ist, sollen alle Wurzeln der 
Gleichung /,,,(%) = 0 noch ausserdem der Gleichung F(x) = 0 adjun- 
girt werden. Nach dieser Adjunction sei [” die Gruppe. Es ist dann 
entweder [” mit [’ identisch, oder es stellt sich die Gruppe [’ dar als 
Product der Gruppen G,, und [”, in welchem Fall die Wurzeln der 
Gleichung /,, = alle rational sind in den Wurzeln der Gleichung 
F = 0 und denen der Gleichung /, = 0. 

Man adjungirt jetzt ausserdem noch die siimmtlichen Wurzeln der 
Gleichung /,, = 0 und fahrt so fort. Es gilt allgemein: Wenn bei der 
Adjunction der Wurzeln der Gleichung /,, = 0 eine Reduction der 


Gruppe eintritt, so sind die Wurzeln dieser Gleichung rational in den 
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Wurzeln der Gleichung F(z) = 0 und den Wurzeln der Gleichungen 
fu, = 9, welche der Gleichung fu, = 0 vorangehen; zugleich spaltet sich 
in diesem Fall die Gruppe, welche der Gleichung F = 0 vor dieser 
Adjunction zukam, in ein Product, dessen erster Factor der Gruppe 
der Gleichung /,, = holoedrisch isomorph ist, und dessen zweiter 
Factor die Gruppe ist, die nach der Adjunction der Gleichung F' = 0 
zugehort. 

Da man durch die genannte Folge von Adjunctionen schliesslich 
dazu gelangen muss, die Wurzeln der Gleichung / = 0 rational aus- 
zudriicken, so muss die Gruppe dieser Gleichung schliesslich auf die 
Identitit reducirt werden. 

Es folgt daraus, dass die Gruppe [ als Product eines Theils der 
Gruppen 

Gi, Gury Guns -- > Gu, 
darstellbar ist. 

Wenn somit og die Anzahl der einfachen Factorgruppen der Gruppe 
[ bedeutet, so ist 

r>e. 
Es kann nur dann 

reg 
sein, wenn bei jeder der in diesem Paragraphen erwihnten Adjunc- 
tionen wirklich eine Reduction der Gruppe eintritt. Wie eine genauere 
Ueberlegung zeigt, sind dann alle Wurzeln der siimmtlichen Glei- 
chungen /,, = 0 rational in den Wurzeln der urspriinglich gegebenen 
Gleichung. 


§ 29. 
Ich gehe jetzt zu den Gleichungen 
F,(2) =0, Fy(z) =0, ... 
zuriick. Zur Gleichung I’, = 0 gehérte die Gruppe [,. Die simmt- 
lichen Gruppen [,,T,,... geben zusammen die einfachen Factoren 
G,, Ga, --- Ge. 
Ein Theil dieser letzteren Gruppen constituirt die Reihe 
Gy, Grgy Giusy oe + Gu, 

Die Gesammtheit der @ einfachen Factoren der der Gleichung F(x) = 0 
zugehérigen Gruppe [ muss in der letzten Reihe enthalten sein. Es 
miissen also auch die simmtlichen einfachen Factoren der Gruppe [ 
in der Gesammtheit der einfachen Factoren des Aggregats [,, [,, T, . 
enthalten sein. 

Zwischen den Zahlen 6,7, @ besteht die Beziehung 


6>r>o. 
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Ich betrachte jetzt den Fall 6 = @, d. h. den Fall, in welchem 
die einfachen Factoren der Gruppe [ mit den einfachen Factoren des 
Aggregats [,, [,,,... abgesehen von der Ordnung iibereinstimmen. 
Die Annahme 6 = @ zieht die beiden Folgerungen nach sich, dass 
r=g und 6 =r, ist. Die erste dieser Bedingungen bringt es mit sich, 
dass die Wurzeln der mit f,, = 0 bezeichneten Gleichungen (Vgl. § 28) 
in den Wurzeln der Gleichung / = 0 rational sind. Aus der Glei- 
chung 6 =r folgt, dass bei den in § 26 und § 27 vorgenommenen 
Aenderungen der Rationalititsbereiche keine einzige von den mit 


fi =9, fi, =9, -++ fo =0 


bezeichneten Gleichungen in Wegfall kommen darf. Das System der 
letzteren Gleichungen ist also in diesem Fall identisch mit dem System 


f, =9, fu, = 9, fu = 9, Ys fu, = 9. 
In diesem System treten also auch die Gleichungen 
F,=0, F,=0,... 


auf, denn diese miissen nach § 25 in dem andern System auftreten. 
Also sind auch die Wurzeln der Gleichungen F', = 0 im angenomme- 
nen Fall alle rational in denen der Gleichung F' = 0, 


§ 30. 
Schlussergebniss. 


Ich fasse jetzt das Resultat zusammen: 

Als gegeben wird vorausgesetzt eine Gleichung F’(x) = 0 und dazu 
ein Rationalitiitsbereich (rv), dem die Coefficienten der Gleichung an- 
gehéren. Die der Gleichung zugehérige Gruppe heisse [. Die Glei- 
chung sei jetzt auf eine Kette von Hiilfsgleichungen 

F,=0, F,=0, F,=—0,... 

zurtickgefiihrt, so dass also die siimmtlichen Wurzeln der Gleichung 
F(x) =0 sich aus den Gréssen des Bereichs (ry) und den Wurzeln der 
Hiilfsgleichungen von der ersten bis zur letzten rational zusammen- 
setzen. Die Hiilfsgleichungen bilden eine Kette, sofern die Coefficienten 
einer jeden rational sind in den Wurzeln der vorangehenden Hiilfs- 
gleichungen und den Grossen des Bereichs (r). Der Rationalitiitsbereich 
der Gleichung F, = 0 ist der Bereich (r). Der Rationalitiitsbereich 
fiir die Gleichung F, = 0 enthilt deren Coefficienten, umfasst den Be- 
reich (r) und ist in dem Rationalitiitsbereich enthalten, der aus dem 
Bereich (r) und den Wurzeln der Gleichungen 


F, =0, F, = 0, eee F,_; = 0 














56 O. Hétver. Zur Reduction der algebraischen Gleichungen. 


zusammengesetzt werden kann; im Uebrigen darf derselbe beliebig ge- 
wahlt werden. 

Unter diesen Voraussetzungen kann der folgende Satz ausgesprochen 
werden. 

Die Gruppen der Hiilfsgleichungen enthalten in ihrer Gesammtheit 
das Aggregat der @ einfachen Factorgruppen der Gruppe f. Fiir die 
Zahl der einfachen Factoren, welche die Gruppen der Hiilfsgleichungen 
zusammen aufweisen, ist also damit ein Minimum gegeben. Wenn 
ferner jene Zahl das Minimum e nicht iibertrifft, so sind die simmt- 
lichen Wurzeln aller Hiilfsgleichungen rational in den Wurzeln der 
gegebenen Gleichung F(x) =O und den Grdéssen des Bereichs (r). 

Setzt man von Anfang an voraus, dass die Hiilfsgleichungen ein- 
fache Gruppen besitzen, so ist g@ die Minimalzahl der nothwendigen 
Hiilfsgleichungen. Wenn ausserdem die Zahl der Hiilfsgleichungen die 
Minimalzahl nicht itibertrifft, so sind die Wurzeln derselben siimmtlich 
natiirliche Irrationalititen. 

Man kann einen ibnlichen, nicht ganz so einfachen Satz formu- 
liren, falls durch die Kette der Hiilfsgleichungen nur eine einzige 
Wurzel der Gleichung F(x) = 0 bestimmt werden soll. 


Stuttgart, den 10. October 1888. 
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Dritter Theil. 


\- Der vorliegende Theil meiner Untersuchungen tiber die Zusammen- 
e setzung der Transformationsgruppen stellt sich die Aufgabe, die Zu- 
sammensetzung aller derjenigen Gruppen zu finden, welche ihre eigenen 
Hauptuntergruppen sind, oder fiir welche die durch die (X,X,) be- 
stimmte Gruppe mit der durch die X,f bestimmten identisch ist; der- 
selbe schliesst sich eng an die vorangehenden Theile an und stitzt 
sich wesentlich auf die darin gewonnenen Resultate, setzt aber auch 
die Ergebnisse derselben und in mancher Beziehung ihre Beweis- 
methoden voraus. Das Ergebniss meiner Untersuchungen ist ein 
iiberraschend einfaches, indem sich zeigt, wie alle zusammengesetzten 
Gruppen, welche der genannten Forderung geniigen, sich ganz zwanglos 
. und natiirlich auf einfache Gruppen zuriickfiihren. Um das Resultat recht 
einfach aussprechen zu kénnen, hat man die Gruppen einzutheilen in 
zerfallende und nicht zerfallende; enthilt nimlich eine Gruppe G die 
Untergruppen G, ... G,... G,... Gn, gehért jede Transformation von 
G einer und mit Ausnahme der identischen nur einer dieser Unter- 
gruppen an, und ist dann jede Transformation von G, mit jeder von 
G, vertauschbar, so sage ich, G zerfalle in G,...G,. Wenn nun 
eine r-gliedrige Gruppe ihre eigene Hauptuntergruppe ist, ohne zu 
zerfallen, so kann man die sie bestimmenden r inf. Transformationen 
X,...X, so wihlen, dass die ersten r, Transformationen X, ... X,, 
eine einfache Gruppe bestimmen, wihrend die Transformationen 
X,,4:...+ X, eine Gruppe vom Range null ergeben, welche fiir die 
r-gliedrige Gruppe eine invariante Untergruppe ist; zudem gelingt es, 
die Coefficienten ¢ wenigstens zum gréssten Theile ohne jede Rechnung 
hinzuschreiben, so dass fiir die explicite Darstellung nur wenig mehr 
hinzuzufiigen ist. Wofern aber eine solche Gruppe zerfillt, hat man 
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erst die Zerfallung vorzunehmen, und dann kommt jeder Theilgruppe 
die genannte Eigenschaft zu. 

Dem Beweise liegen dieselben Betrachtungen zu Grunde, aus 
denen sich die Resultate in den beiden ersten Theilen ergeben haben, 
Die Herleitung wiirde sehr einfach sein, wenn man annehmen kénnte, 
dass die nicht verschwindenden Wurzeln der charakteristischen Glei- 
chung simmtlich einfache Wurzeln waren. Aber wiihrend man bei 
vielen Untersuchungen, wo es sich um die Wurzeln einer Gleichung 
handelt, nur einfache Wurzeln zu betrachten braucht und dann durch 
stetige Uebergiinge den Fall gleicher Wurzeln abmachen kann, ist 
das fiir die charakteristische Gleichung der Gruppen deshalb nicht 
moglich, weil immer ganz bestimmte Relationen zwischen den Wurzelu 
bestehen. Es kann aber nicht geleugnet werden, dass die Betrachtung 
der mehrfachen Wurzeln manches Liastige mit sich fiihrt, da es noth- 
wendig wird, verschiedene Fille zu untersuchen, welche sich nicht 
leicht auf einen einheitlichen Typus zuriickfiihren lassen. Bei der 
Nothwendigkeit, stets mehrere Fille zu unterscheiden, liegt die Be- 
fiirchtung ausserordentlich nahe, dass ich eine Méglichkeit kénnte 
iibersehen haben. Schon aus diesem Grunde verhehle ich mir nicht, 
dass es wiinschenswerth wire, die von mir gewonnenen Ergebnisse 
auf einem directeren oder, vielleicht besser gesagt, einem einheitlicheren 
Wege zu erweisen. Kin solcher diirfte sich in der Betrachtung der 


Determinante 
> Neer , > NeCert | 
a NeCeir °° > Neerr 


darbieten, und zwar scheint es angemessen, die Werthe der Unter- 
determinante zuniichst zu berechnen, wenn die ¢,,g nur der Bedingung 
unterliegen ¢.x¢ + Cxco = 0, und dann erst die aus der Jacobi’schen 
Identitiit*) fliessenden Beziehungen hinzuzunehmen, Meine hierauf 





*) Das Bestreben, mich den Bezeichnungen des Herrn Lie, sobald ich mit 
dessen Arbeiten bekannt geworden war, vollstiindig anzuschliessen, hat mich 
mehreremals zu kicinen Irrthiimern verleitet; konnte doch die erste Durchsicht 
seiner Arbeiten nur eine oberfliichliche sein, da mein Streben hauptsiichlich darauf 
gerichtet war, zu erkennen, wo mir Herr Lie in seinen Entdeckungen zuvor- 
gekommen war. Hierbei habe ich z, B. Jacobi’sche Identitit mit Jacobi’scher 
Relation verwechselt und geglaubt, Herr Lie habe eine fiir die Gruppentheorie 
wichtige Gleichung mit letzterem Namen belegt (wozu er als erster Entdecker 
ein Recht hatte), um ihre Beziehung zu Jacobi’s bekannter Entdeckung hervor- 
zuheben; da ich jetzt sehe, dass Herr Lie den Namen Jacobi'sche Identitiit vor- 
zieht, habe ich keinen Grund, den andern Namen beizubehalten. Auch zeigt 
mir sein Werk, dass mehrere Bezeichnungen und Zuordnungen Herrn Lie allein 
gehéren, wiihrend ich bei Abfassung des ersten Theiles der vorliegenden Unter- 
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beziiglichen Untersuchungen sind bis jetzt nicht zu einem geniigenden 
Abschluss gelangt. 

Ein zweiter Mangel der Arbeit liegt darin, dass die Zahl der- 
jenigen von einander unabhingigen Transformationen, welche mit 
einer ganz allgemeinen Transformation vertauschbar sind, jedesmal 
den Ausgangspunkt der Untersuchung bildet. Dass diese Zahl (in der 
Arbeit mit k bezeichnet) fiir die Gruppe sehr wichtig ist, zeigen viele 
Siitze, welche sich leicht ergeben, ohne im Folgenden mitgetheilt zu 
sein; aber weit wichtiger ist die Zahl 1, welche angiebt, wie viele 
unter den Coefficienten der charakteristischen Gleichung von einander 
unabhingig sind. Es wiirde aber ein wesentlicher Fortschritt sein, 
wenn man die letztere Zahl direct der Untersuchung zu Grunde legen 
kénnte, 


§ 19. 
Weitere Untersuchungen iiber verschwindende Wurzeln. 
Wenn in der charakteristischen Gleichung 


wo” — wo” ~' , (4) + @-* p(y) — --- =0 

die letzten k Coefficienten ,(y), p,—1() . . - Pr—v4i() identisch ver- 
schwinden, so muss jede beliebige Transformation, wie wir in § 10 
gesehen haben, einer k-gliedrigen Untergruppe vom Range null an- 
gehéren. Indem also X,/ in der r-gliedrigen Gruppe als ganz all- 
gemeine inf, Transformation vorausgesetzt wird, kénnen k — 1 weitere 
inf. Transformationen X,:/, X,-2/... Xr—zp1f nach § 9 so gewahlt 
werden, dass ist: 

(1) (X,X,- 1) =, X,- 2 (X,X,- 2) = ly Xs" re (X,X,- ka) = Opa Xp_kpty 

(X,X, e441) — 0, 

wo alle Coefficienten a, ... a2 gleich eins oder gleich null voraus- 
gesetzt werden diirfen. Die inf. Transformation X,; kann in der 
k- gliedrigen Untergruppe ganz beliebig, nur mit Ausschluss besonderer 


Lagen, gewihlt werden; dann bestimmen die Gleichungen (1) die 
X,2... X, v4, vollstiindig, wofern ay, der erste verschwindende 








suchungen nicht wusste, ob nicht Herr Engel daran mitbetheiligt sei und des- 
halb von der Bezeichnung (u. dgl.) der Herren Lie und Engel sprach. Ebenso 
diirfte die in der Einleitung zum ersten Theile (Bd. 31, S. 255 u. 256) angegebene 
Bemerkung tiber die Gruppen, in denen keine Kegelschnittsgruppen vorkommen, 
dem Verdienst des Herrn Lie nicht vdllig gerecht werden und das des Herrn 
Engel zu sehr hervorheben, Auch einige andere derartige Notizen in jener 
Arbeit sind, wie ich aus seinem Werke tiber Transformationsgruppen sehe, nicht 
ganz genau, gleichwie ich an einer andern Stelle den ganzen Inhalt der §§ 3 u, 4 
meiner Abhandlung: ,,Erweiterung des Raumbegriffs“‘, Herrn Lie zuschrieb, ob- 
wohl einige darin enthaltene kleinere Einzelheiten zuerst von mir angegeben sind. 
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Coefficient ist. X,_, ist wiederum willkiirlich bis auf eine lineare 
Function von X,,... X,x41 u. 8. w. 

Um die Entwicklung recht iibersichtlich zu gestalten und den- 
jenigen Fall zuniichst zu erdrtern, wo alle Formeln sich vollstiindig 
hineinschreiben lassen, machen wir vorliufig die beiden Voraus- 
setzungen : 

a) die Coefficienten a,...aj-2 in (1) sollen simmtlich gleich 
eins sein; 

b) fiir jede nicht verschwindende Wurzel @,, welche die charak- 
teristische Gleichung bei 4, =, —=—-+-—=—y1—0, 4,=1 hat, 
sollen nicht die siimmtlichen Unterdeterminanten + — 1' Grades der 
Determinante |¢,,.— 0.,@.| verschwinden. 

Dann gehéren zu jeder (A + 1)-fachen Wurzel w, gerade 4 + 1 
inf. Transformationen X¢,, Xo,...X,,, so dass ist: 


(2) (X, Xa.) = @aXa,, (Xr Xa.) = Wa Xa, + Crayay Xayy ++ + 
(X,X,,) my X., + Cray ay_4 Xa + ae + Cr a a Xa 
WO Cra,ay Cra,a,++ + Craga,_, VOn null verschieden sind. 
Aus (r, r—k-+1, a) folgt zuniichst, dass im Ausdruck fiir 
(X,-ap1 Xo,) mur Xo, Xe,... Xe,, aber nicht X, Xa, vor- 
kommen kénnen, und zugleich ergiebt sich: 


as 


C(r—k-1) 0; a; = Cr—b41) @;_ 5 @j@_, = OE"), 

Nun bildet man die Relationen (r, r —k +-2, a), (r,r —k-+-2, @,)... 
und zeigt zuniichst, dass (X,-,;2Xq,) ausser X,,...X,, nur noch 
Xaiss enthalten kann. Der Coefficient von X,,, liefert dann die 
Gleichungen : 

OED = Crop ce, Cr—R+2) a 04 » 


a1) = Craz a, C(r—k-+-2) @, & ~~ Cra, & Cr ~k--2) &, a, 9 


durch deren Addition sich ergiebt: 
OEY = 0,  Cr—242) ava “= Cr—R+2) qa, = +++ = 0, 


Jetzt kann man dieselbe Untersuchung fiir X,~:42, X,-245... 
anstellen und daraus die entsprechenden Gesetze fiir (X,_i+2 . + or 
(X,—2 Xq,;) herleiten. Fiir (X,; Xa,) ergeben sich aus (r, r—1, a)... 
(r, r—2, o) natiirlich andere Ausdriicke, aber wie in friiheren 
Fallen muss auch hier die charakteristische Gleichung fiir X,_,; die- 
selbe Zahl mehrfacher Wurzeln haben, wie fiir X,. Indem wir diess 
beriicksichtigen, erhalten wir folgende Formeln: 
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(> a> A) ara > reer Ars 
(X, _2 Xa,) = 0 = Ss eee (Xp—ap1 Xa) — 0, 
(3) 4 (X,-2 ats) = Cir—2) a, a Xa,» (Xs Xa,) on es ae (Xpagi Xa,) _— 0, 
(X,-» Xo) — [eu Our rs % a], 

(Xp—» Xa,) = Cir») a, Xa,; (X,_» X, 
fiir positive Werthe von pw, v, @, »—@, wobei die eckige Klammer 


eine homogene lineare Function der mit den entsprechenden Marken 
versehenen Xq,..- bezeichnet. 





)=0 


vo ty 


Wie in § 8 zeigt sich auch hier unter Anwendung von (r, @,,{,)..., 
dass die Operation (X_,X,,) nur dann zu den inf. Transformationen 
X,... X,—z4: fiihrt, wenn die zugehérigen Wurzeln @, und ag ent- 
gegengesetzt gleich sind. Indem wir wieder annehmen, dass zu den 
Marken @ und a’ entgegengesetzt gleiche Wurzeln w, und — @, ge- 
héren, folgt unter Bildung von (7, @, a) aus dem Umstande, dass 
X, nur mit X,_;4: vertauschbar ist, die Gleichung: 

(4) (Xa, Xa.) = Cay a’ (r—k+1) x, —k-+1- 

Wir verfolgen jetzt die Voraussetzung, dass der Coefficient ¢, «,' (r—x4-1) 
nicht verschwindet, und bilden die Relationen (r, a, «,’). Indem wir 
in denselben nur den Coefficienten des mit der héchsten Marke ver- 
sehenen X,_¢ beriicksichtigen, und die Abkiirzungen einfiihren: 


Cray — Cray dy _1 Cray_yay9 + ** Creu ty bad 


- ’ (fiir v > t), 


’ Ie ’ U , 
Cray ay Crayay_4 Cray _1 @y—9 eee Cray 41 ae 


(5) 
erhalten wir: 


6 Cag ay (r—kr1) = Cra’, a Cag ay (r—k+1) » 
( ) Ca, ag (r- ker) = Cray +a Coy ay (r—k-+1) . 
Diese beiden Gleichungen gelten auch fiir » =k — 2; dagegen 
folgt fir »—k— 1: 
Crap_yap_g = 9, Cray app = 9, 
* 

oder @, und —@, kénnen unter den gemachten Voraussetzungen 
keine k-fachen Wurzeln sein. 

Wir gehen jetzt iiber zu den Relationen (a, «,', 7) und (a,, @,’, 7), 
welche in entsprechender Weise liefern: 
(2) Cary cx: (r Rp v2) = (VE 1) Cray ce, Cray’ ap! Cayce! (r— b+) 9 


Ca, a,’ (r—k-+-v-+2) os (v -f- 1) Cra, a Cray! a Coe, xo! (r—k+1) + 


Diese Gleichungen behalten ihre Giiltigkeit fiir » = k — 3; aber 
die Relation (r, a, , @—2) liefert: 





62 W. Krona. 


Cra, a, Casa, 9 (r—1) + Cray gaps Cae, (r—1) = 0 
oder 
(k — 1) Ga, a, Crap _ go! Caya,’ (r—k-+1) = 0, 

80 dass Ca, >a, , gleich null sein muss, und —@, keine (k—1)-fache 
Wurzel sein kann, und ebensowenig @,. 

Indem wir in entsprechender Weise weitergehen, kommen wir 
zu der Gleichung: 
ety 

u 


) Cy Oy Go Cr ay ae Cory cre! (r—k-+-1) » 


(8) Ca, ay’ (r—ktetot+) = ( 
welche noch fiir u =k — v— 2 gilt. Suchen wir aber den Coeffi- 
cienten von X,; in (7, @_,-1, &), so folgt: 


k—1 
( Vv Cr ap _y—1 "Wo Cr cey’ +++ e49 Cory ore! (r—k) = 0. 


Kommt also eine (v + 1)-fache Wurzel — @, vor, so darf keine 
(k — v)-fache Wurzel @, vorkommen, und umgekehrt. Demnach 
kénnen X, und X,_, fiir jedes Paar entgegengesetzt gleicher Wurzeln 
héchstens einmal vorkommen; entweder nimlich in dem Ausdruck fiir 
(Xa, _, Xe’), wobei — @q keine mehrfache Wurzel ist, oder in dem 
Ausdruck fiir (Xo,_,Xa,’), wobei — we keine dreifache Wurzel sein 
kann u.s. w. Dabei ergeben sich gewisse Beziehungen zwischen den 
Coefficienten Cre, ay_1 Sr—1) ey ay und den ¢—1) 9) (r—e—1), auf welche 
wir aufmerksam machen wollen, um das Material zur expliciten Dar- 
stellung der in Frage kommenden Gruppen méglichst vollstiindig 
zu bieten. 

Aus (r — 1, a, a’) folgt fir v < k — 2, unter Einsetzung der 
Werthe (6): 
(9) C(r—1) ay @y_y = Crayay_y E(r—1) (r—k+4+9-+1) (r—k+9) » 
ebenso aus (r — 1, a,, @,) fir »v << kh—3: 
(VEL) Co —ty (0-49-42) rar) SV C(r—1) (Rvp) (rE Cra) (42) Rf) 
und hieraus: 


(10) Cr—1) (rk eA) (rR) = C(r—1) (r-R+8) (rH) 
a (v<k—93). 

Dann wird auch jede Gleichung erfillt, welche man aus (r—1, @,., «,’) 
durch Einsetzung der aus (8) folgenden Werthe erhilt. In vielen 
Fallen wird man bereits hieraus schliessen kénnen, dass, wenn X, und 
X,-1 fiir mehrere Paare entgegengesetzt gleicher Wurzeln erhalten 
werden, das Verhiiltnis der Coefficienten ¢,x, und ¢x(—1) jedesmal 
dasselbe ist. 

Um dies ganz allgemein zu erkennen, beriicksichtige man die in 
§ 8 betreffs der Gleichungen (19) und (20) angestellte Untersuchung, 
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aus welcher sich ergiebt, das (X.,X,,) nur durch solche Xy, dar- 
gestellt wird, fiir welche w, -+- a; =, ist. Nun seien in 
(Xo, Xza;,) aa e Ca,, ay (r—@) X,-¢ 
die Cay ar und Cay a, (r—1) nicht beide gleich null. Wenn w>v und 
infolge dessen w > 0 ist, so bilde man die Jacobi’schen Identitiiten 
(Guy Gy’, Oy), (cu Ms (2)y) -»+. Da pw+v—k—2 ist, so ist 
((Xe; Xa,) Xa,) = 0, 
und so ergiebt sich durch Addition der erhaltenen Gleichungen: 
Cory a, Oa + Cay ay (r—1) We = 0. 

Jetzt sei mg irgend eine andere Wurzel und X,,, X;,... die zu- 
gehérigen inf. Transformationen. Man bilde die Jacobi’schen Identi- 
tiiten (a, a’, By), (Gu, %', B,)... sowie diejenigen Gleichungen, 
welche man hieraus erhilt, indem man @g durch @g-+ @, ersetzt. 
Die Addition derselben liefert 
(11) Cay ay? @ + Ca, a, (r—1) ws = 0. 

Ist nun 

(Xap Xp) = DF C68 (r—) Xr—e, 
so muss auch die Gleichung 
Cho bar 8 FH CAA, (r—1) ap = 0 
bestehen , so dass sich 

Rebar Xx, + Co Big (r—1) X,-, und Cayayr X; -- Ca,, ay (r—1) Xt 
nur durch einen constanten Factor unterscheiden. 

Wir machen jetzt die Annahme, (X,, Xz,)... und alle (X,, X25) 
seien Null, fiir welche 9 +6 <i ist, dagegen gebe es einen nicht 
verschwindenden Ausdruck (X,,Xoe;_,). Dann wird derselbe durch 
X,—x41 allein dargestellt, und fir g@—0...¢ werden alle (Xa, Xoo)» 
wofern X,, und X,’_, beide vorkommen, sich nur durch einen con- 
stanten Factor unterscheiden. Man hat jetzt wiederum, wie bei der 
Herleitung der Gleichungen (6) — (8) die Identitiiten (r, «,, a) zu 
bilden und in jeder den Coefficienten des héchsten X,,4. zu suchen. 
Dies liefert folgende Gleichungen: 


(Caray (r—k-+-9+1) = Crazpy™ a; Ca,a; (r—k-+1) ? 


v 1 ’ ’ , ’ 
Ca, 4 y (7942) = ( t ) Cr aa, Craity oe Oy Caya; (r—k+1) + Crajsy Fa | 


* Cava; (r—k+1)9 


aad ; 


Ca yay (ke r—i41) —( u Paty Mo Cray a; Cay a; (r—k+1) + 





t-+- V2 
+(' per Cray  @y Gra, oo ayy Ca,a;_4 (r—k-1) wit il 











W. Kruve. 
Hiernach ergiebt sich, wie im vorigen Falle: 


Cras po a; [(&k — 1) Cra,a, Cara’; (r—k41) Cra; ay, Cayay_, (r—ept)] = 9, 


k—1 
( u Cray + @o Crepgi—p—t oe a; Ca, ce; (r—k+1) 
k i ind 1 , , , 
+ u Se 1 Cray: a Craps in —1°" @%.1 Ca, 4 (r—k+1) 


k—1 
+(,= QD ) Cray cy Craps; y—1~0j_9 Cap ag_o (rk) ++ + =O. 


Daraus erkennt man, dass die Zahl der Transformationen, welche 
Zu @, und — @, gehdren, nicht beliebig gross sein kann. Sollte das 
nimlich der Fall sein, so miissten die simmtlichen Determinanten 
verschwinden, welche durch irgend i-+-1 auf einander folgende Vertical- 
reihen der Matrix gebildet werden: 


Cr) CF) C5907 CF): 
(a VC7) C3) C=) OF) 
elias 


Chae 
Von diesen Determinanten kann aber keine einzige verschwinden; 

denn wenn man mit der v'" Verticalreihe beginnt und diese mit den 

folgenden «4 zu einer Determinante vereinigt, so ist deren Werth 

gleich: 

G+é—2)! (k-+s— 9)! -(k+i—»)! of it -- (@— 1)! 








(& — 2)! (k — 3)! - =o v—1)! ~~ @+1)! C+2 2)1---@ 4a)! 

Somit kénnen auch hier X, und X,, nur in einem einzigen 
Ausdruck (Xo, Xo’) fiir jedes Paar entgegengesetzt gleicher Wurzeln 
vorkommen. Die weitere Entwicklung unterscheidet sich nicht von 
der vorhin durchgefiihrten; in (9) und (10) andern sich nur die Grenzen 
fiir », und (11) bleibt bestehen, somit auch die daraus gezogene 
Folgerung, dass das Verhiiltniss Ca,a,r 2U Ca, a,(r—1) immer dasselbe ist. 

Sehen wir jetzt von der Voraussetzung ab, welche wir betreffs 
der Wurzeln gemacht haben, so erleidet die Herleitung der Formeln 
(3) eine kleine Aenderung, wenn zu einer Wurzel @« noch eine zweite, 


dritte... Reihe Xy,, Xa, --- Xa» . gehért. Aber der Umstand, 
dass X,f als ganz allgemeine inf. Transformation vorausgesetzt wurde, 





las 
ten 
al- 


D 
len 
rth 


en 
aln 
on 
en. 
ne 
ist. 
ffs 
ain 
te, 


id, 


de, 








~ 





Zusam t, 
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sowie die Hinzunahme der Identitiiten (r,r—g, aj), (r, r—@, a) aly? 
fir g@=—k—1...1 lisst leicht erkennen, dass das Ergebniss un- 
geiindert bleibt. Die Herleitung der weiteren Formeln indert sich 
fast gar nicht. 

Wir haben demnach folgenden Satz bewiesen: 

Wenn in der charakteristischen Gleichung: 


a” — a! p(y) + w* p(n) —+-- = 90 


die leteten k (> 2) Coefficienten o,(y), pr-1(y) - . » Pr—aqa() tdentisch 
verschwinden, ohne dass alle Unterdeterminanten r — 2'" Grades der 


Determinante >? No Corx| tdentisch gleich Null sind, so gehirt jede 
allgemeine Transformation der Gruppe einer k-gliedrigen Untergruppe 
vom Range Null an, und die diese Untergruppe bestimmenden inf. 
Transformationen X,, X,1.-- Xr—-ep1 kinnen so gewdhlt werden, 
dass ist: 

(X, X,-1) — X,—2 si hn (X,. X,_a+2) —_ Xp—a41) (X, X,—2-41) == (). 


Soll die Haupt-Untergruppe mehr als r —2 Glieder haben, so 
muss die charakteristische Gleichung entgegengesetet gleiche Wurzeln be- 
sitzen und die zu ihnen gehirigen Transformationen diirfen nicht 
stimmtlich vertauschbar sein. Aber auch in diesem Falle hat die Haupt- 
Untergruppe hichstens r — 1 Glieder, und zugleich enthilt die Gruppe 
stets eine ausgezeichnete Untergruppe, d. h. eine solche, welche mit allen 
Transformationen der Gruppe vertauschbar ist. 

Fiir die weitere Zusammenseteung der Gruppe dienen die Glei- 
chungen (3) — (13). 

Es eriibrigt noch, die Aenderungen anzugeben, welche eintreten, 
wenn in der k-gliedrigen Untergruppe nicht eine eingliedrige, sondern 
eine mehrgliedrige ausgezeichnete Untergruppe enthalten ist. Die 
durch die Gleichungen (1) bezeichnete Operation fiihre (bei nicht 
specieller Annahme von X” und X,_;) zum ersten Male fiir X,~:,41 
zu der Relation: (X,X,—z41) = 0; dann sei X,;, nach den Fest- 
setzungen des § 9 gewahlt, und man gelange wieder fiir X,;,4: zu 
(X,X,—a,41) = 0, u.s.w. Liisst man dann in den Formeln (3) die 
Marke v kleiner als k, sein, so bleiben dieselben ungeiindert; bei 
der Uebertragung derselben auf ein zwischen k, und k, gelegenes v 
hat man zu beriicksichtigen, welche lineare Function von X,;...X,-2,41 
bei der Wahl von X,_;, hinzugenommen ist. Unter Anwendung der 
eckigen Klammern zur Bezeichnung einer linearen Function der mit 
den entsprechenden Marken versehenen X ergiebt sich: 


(Xa, Xa) = [r —ky +1, r—hk,+1-+-r—Kk+ 1). 
Wendet man dann wieder (r, a, a)... (17, @, @) an, so gelten den 
Mathematische Annalen. XXXIV. 5 
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Formeln (5) — (8) entsprechende Formeln, so lange man fiir kein 
kei1 auf ky gelangt; sobald das geschieht, ist wieder die bei der 
Bildung von X,;, benutzte lineare Function in Betracht zu ziehen. 
So kénnen im Ausdruck fiir ¢a,, «}(r—aytutots), wenn w+ v — ky < kes 
ist, die Co,a)(r—kgy 141) Casa’ (r—kgt1) +++ Vorkommen. Indessen bleibt 
das Wesen des Beweises ungeiindert, wonach zunichst Beziehungen 
zwischen den Cre, a1 raya,» und den Cais} (r—Ky +1) bestehen; diese 
Beziehungen gestatten nicht, dass mehrere Ausdriicke (X,, Xu) fiir 
dasselbe Paar entgegengesetzt gleicher Wurzeln die X,, X,1, Xx, 
X,-x,.-. enthalten. Ganz entsprechend zeigt sich aber fiir irgend 
zusammengehorige Wurzeln Os ©, cot) . ++) dass ist: 


Cay a,yr Os - Cay a, (r—1) 8 4 Cay a, (r—k,) at) oe cc; mz 0. 
Wenngleich wir demnach hier auf einen expliciten Ausdruck verzichten 
miissen, sind wir doch zu folgendem Resultate gelangt: 

Wenn fiir eine r-gliedrige Gruppe die k leteten Coefficienten 
9r(), Pr—i(y) - - + Pr—nga(y) der charakteristischen Gleichung identisch 
verschwinden, ohne dass die siimmtlichen Unterdeterminanten r—k-- 1 
Grades der Determinante >? Ne Cerx| identisch gleich Null sind, so 


ist die Gliederzahl der Haupt-Untergruppe kleiner als r und die Gruppe 
selbst enthiilt eine ausgezeichnete Untergruppe. 





Die Umkehrung lisst sich in folgender Weise aussprechen: 


Soll eine r-gliedrige Gruppe, in deren charakteristischer Gleichung 
die letaten k Coefficienten identisch verschwinden, ihre eigene Haupt- 
Untergruppe sein, so miissen auch alle Unterdeterminanten r —k -+- 1! 


Grades von > Ne Cgex 


gehirt also einer k-gliedrigen Untergruppe an, deren Transformationen 
stimmtlich mit einander vertauschbar sind. 


identisch verschwinden; jede Transformation 





§ 20. 
Verallgemeinerung einiger friiher gewonnenen Resultate. 


Da das Ergebniss des vorigen Paragraphen iiber das des § 10 
hinausgeht, so bediirfen einige Bemerkungen der §§ 11 u. 12 einer 
kleinen Verinderung. Namentlich ist es nicht néthig, neben die 
Forderung, dass die Gruppe ihre eigene Haupt-Untergruppe sei, noch 
die weitere Forderung zu stellen, dass in derselben keine ausgezeichnete 
Untergruppe enthalten sei; denn die letztere Forderung hat an der 
bezeichneten Stelle nur den Zweck, zu erreichen, dass mit dem Ver- 
schwinden von q,(y). ~~. Pr—sis(y) auch alle Unterdeterminanten 
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(r —k-+1)" Grades verschwinden, was nach dem vorigen Paragraphen 
schon eine Folge der ersten Forderung ist. 

Andererseits haben wir in den §§ 11 und 12 betreffs der nicht 
verschwindenden Wurzeln einige besondere Voraussetzungen gemacht, 
und es diirfte nothwendig sein, unsere Untersuchung von diesen Be- 
schrinkungen zu befreien. 

Wir setzen wiederum X,f als ganz allgemeine inf. Transformation 
voraus und suchen die nicht verschwindenden Wurzeln der Gleichung 
\Crex— @O,x |= 0. Wenn wy eine einfache Wurzel dieser Gleichung 
ist, so lisst sich eine und nur eine inf. Transformation X,f so be- 
stimmen, dass (X;Xq) = @ Xf ist. Wenn aber @, eine (A+ 1)-fache 
Wurzel ist, ohne dass alle Unterdeterminanten » — 1" Grades von 
| Crex — @e0.x| verschwinden, so giebt es 4 -+ 1 inf. Transformationen 
Xa,+ ++ Xa,, Xa, 80 dass ist: 


(X,Xa,) aaah. Xa, (X;Xa,) = @, Xa, + Cra, a Xa, em 
(XX) —= @, Xz, + Craga,_4 Xaz_, + ste 


wo keiner der Coefficienten ¢,a,,) Cra,a,*** Craga,_, verschwindet, 

Um den Zusammenhang der Wurzeln mit gewissen inf. Trans- 
formationen ganz allgemein zu tibersehen, wenden wir fiir die Deter- 
minante |¢,.x — 0,.@| den Weierstrass’schen Begriff des Elementar- 
theilers an. Wir denken uns nimlich diese Determinante in Factoren 
@ — @, zerlegt. Wenn ein Factor @ — mg in der Determinante s-mal, 
in allen Unterdeterminanten » — 1'" Grades mindestens s’-mal, in 
denen (r— 2)" Grades mindestens s’-mal verkommt u. s, w., so sind 
(a—,)*-", (@—@,)*—*' +++ die Elementartheiler der Determinante. 
Ist nun eine der Zahlen s¢) — s¢t+) —A-+ 1, so kénnen wir dem 
Elementartheiler (@ — @,)*+' gerade 4-+ 1 inf. Transformationen 
Xq,*++* Xe, in der Weise zuordnen, dass ist: 


(1) (X,Xaz) = Wa Xa, + Xa, (Xr Xuz_,) = Ga Xay_, + Xaz_y--- 
... (X,Xe,) = @a Xe, + Xa,; (X,.Xe,) = Wa Xe,» 
Wenn ein zweiter Elementartheiler die » + 1' Potenz desselben 


linearen Factors @ — @, ist, so gelten fiir u + 1 weitere inf. Trans- 
formationen die Gleichungen: : 


(1a) (X,Xa,) = @aXa, + Xay 41 (Xr Xayy) = Oa Kay 1+ Xay_g ++ 

Wenn die vorstehenden Gleichungen bestehen, so sollen Xu, Xq,-.- 
als erste zur Wurzel wa gehdrige Transformationen oder als solche 
erster Ordnung bezeichnet werden, ebenso Xe,, Xa,... als eweite gu- 
gehirige ...Xq, Xa,.. +. als (A+1)* eugehdrige Transformationen. 


Die durch die Gleichungen (1) resp. (la) gegebene Definition kann 
5* 
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auch durch die folgende ersetzt werden. Wenn X,,, Xq,... durch 
die Definition 
(2) (X,Xa,) = @a Xo, , (X-Xa,) = We Xa, (Xp Xa,) = Wa Xa. 


als erste zugehérige Transformationen bestimmt sind, so werden 


X.,, Xa,... zugehérige Transformationen zweiter Ordnung sein, wo- 
fern die Gleichungen bestehen: 
(3) (X,Xa,) = Wa Xa, + [ey %, &...], 

(X, Xa,) —_ Wa Xq, + [%, &o, G, 7? J *.%9 


wo keine der linearen Functionen [a,, &, @ .. .] identisch verschwindet. 
Wie schon friiher bemerkt, braucht der Coefficient von X., im Aus- 


druck fiir (X,X,,) nicht gleich dem von X,, in (X,X,.,) zu sein. 


Ebenso werden die dritten zugehérigen Transformationen Xz,, Xu,..- 
durch die Gleichungen definirt : 


(4) (X, Xo,) = Wa Xa, + [a,, a, &, &...], 
(X,Xu,) = Xa, + [4 , My, %, %,~.|.--, 


wo die Coefficienten von Xe,, Xe,... in keinem[.. .] saémmtlich ver- 
schwinden diirfen. 

Dieser Weg fiihrt zur Definition auch der zugehérigen Wurzeln 
hdherer Ordnung. 

So angemessen die Darstellung (1) ist, wofern man es nur mit 
einem X, zu thun hat, wird man doch die den Gleichungen (2)—(4) 
entsprechende Darstellung nicht entbehren kénnen, sobald man zu 
X, eine weitere inf, Transformation hinzunimmt und hierfiir eine aihn- 
liche Darstellung sucht. Wenn alle Unterdeterminanten (r—k--1)'* 


Ordnung von | >} Ne“eex 


weitere Transformationen X,_;...X,-x41, welche mit X, und unter 
einander vertauschbar sind. Wird X,_, in der k-gliedrigen Unter- 
gruppe als allgemein vorausgesetzt, so hat jeder Elementartheiler der 
fiir X,. gebildeten Determinante | ¢—1).x— @0,x| denselben Grad 
wie fiir X,, und beidemal werden entsprechende Elementartheiler 
Potenzen gleicher linearer Ausdriicke sein. Wendet man jetzt die 
Jacobi'schen Identititen (r, r—1, a), (r, r—1, @%)..-(7, r—1, @,)... 
an und verbindet damit einfache Stetigkeitsbetrachtungen, so bleibt 
die Darstellung (2)—(4) im wesentlichen ungeiindert, so dass ist: 


(XnaXe) = 05 Xe,, (Xa Xe,) = 2X, + [tity + -], 
(Xp-1 Xa.) = Wa Xa, + [ey My & %~..). 
Man kann auch wieder die Darstellung (1) benutzen, aber dann 
gelangt man zu einer andern Reihe X,,_,...3; 0 ist: 





identisch verschwinden, so giebt es k — 1 
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(X41 Xa.) = 0, Xa, + Xea-1 ? (X--1 a1) — Wa Xey_1 + pe 


aber im Ausdruck fiir X,,_, kénnen nicht bloss die durch (1) definirten 
Xa,_,+++Xa,, sondern auch Xz, .«. Xq, U. 8S. W. vorkommen. 


Sind @,, @, und @_-++ @, Wurzeln der charakteristischen Glei- 
chung fiir X,f, so mégen die zu @, + @, gehdrigen inf. Transforma- 
tionen die Marke « + £ erhalten, und zwar entsprechend der Gleichung 


(2) die Marken: (a+), (7+ 8))..., und wenn die Gleichung (3) 
besteht, die Marken (a+ ),, (a+); ...; ebenso bei Geltung der 
Gleichung (4): («+ ),, (a+ 82... u. s. w. Die Entwicklungen des 


§ 8 lehren in diesem Falle: 
(Xa, X;,) — [(@+8)p, (a+ B)o, (a+ B)o *'e J ’ 
(Xa, Xp.) =[(@+ 8), (@+B),-..(C@ +B), (a+ B)o..-], 


©) ) (Xa, Xp) =[le+B)e, (@FA2-(@+B)» FB 
| .+(@+B)y, (@F8B)y.-.]. 








Hierzu treten noch, wenn 2@, eine Wurzel ist und zu ihr die 


Transformationen Xjeq,, X(2a),-- + Xiea,, Xa), - -- gehdren, folgende 
Gleichungen: 


(Xa, Xu.) = [(2a),, (2c), as ‘|; 
(6) (Xa, Xe,) = [(2e),, (2a), . ‘] ? 
(Xa, Xa) = [(2e),, (2a), +++(2@)q, (Fa), ih | . 


Nach diesen Festsetzungen iibersieht man unmittelbar, wie sich 
die am Schluss von § 11 zusammengestellten Resultate auf den all- 
gemeinen Fall tibertragen. 

Jetzt seien w, und @, zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln, und 
zu ihnen mégen die Trausformationen X,,f und X,,;f gehéren, so dass 
ist: (X,X,,) = @, X,,f, (XX) = — @, Xf. Zugleich sei 


k—1 
(X.,, X.,’) = > e”) X,-+f; 
0 


wo die Coefficienten ¢,” nicht simmtlich verschwinden. Dann bleiben 
die Entwicklungen des § 12 im wesentlichen ungeiindert. Namentlich 
bestehen die Gleichungen: 


(7) > €) @_") = > (Cra,8 C3 e'a, — Cr’a,8 Chea)» 
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@) res (2e4" + dao”) = 0, 


WO dq, eine ganze Zahl ist. 
Um die Formel (8) herzuleiten, miissen wir alle diejenigen Jacobi’- 
schen Identititen 


(4 » 40» %o)» (los 40» Ho)» (toy My» By) °° (s,, toy (a+1)o) ’ (40 tos (a+ -«)o) aes 
benutzen, fiir welche sich aus einer Wurzel , durch Addition oder 
Subtraction von @, eine neue Wurzel ergiebt. Indem wir dann an 
tgs 49» % +++ die Marke Null weglassen, wird das erste Glied der 
rechten Seite von (7) fiir (t9, to, a): 


Cra (ate) Catia + Ce (ae) Ca) 'a + ee 
und entsprechend fiir (tg, ty’, &): 


C.F (ett) Cats)t'a + C3 (a+) Cay.) va + > a 
woraus dasselbe fiir (1), 4), &)) unmittelbar ersichtlich ist. Das zweite 
Glied der rechten Seite von (7) fiir (to, bes (a-+)o) wird: 


— Cu (at a “alate, ~ “(ape “@e(ate) 
und fiir (+03 his (e+ to): 
~ & Fi) a ale) — &e (@F)a “eelef) —**" 

Sobald also alle entsprechenden Gleichungen gebildet werden, hebt 
sich die Summe der ersten Glieder gegen die Summe der zweiten 
Glieder weg, so dass der in § 12 gefiihrte Beweis keiner weiteren 
Veriinderung bedarf. 

Gehért zu einer Wurzel @, eine Transformation X,, als (4+ 1)' 


in dem durch die Gleichungen (1)—(4) bezeichneten Sinne, so besteht 
die Gleichung: 


>; e.”) a_) om >} (C0, C3 ina, —— is ad C8.) . 


Damit aber einer der Ausdriicke (Xj X,;) und (XjX.,) die Xq,f ent- 


halt, muss Xyf eine (4+ 1) Transformation sein, welche zu der 
Wurzel . + @, resp. @, — @, gehért. Demnach muss fiir zusammen- 
gehérige Wurzeln auch der Grad der Zugehdrigkeit von Transforma- 
tionen auf dieselbe Zahl steigen. 

Wie im vorigen Theile sollen auch im vorliegenden nur solche 
Gruppen untersucht werden, fiir welche pvr ist. Wenn dann X,f 
eine ganz allgemeine Transformation ist und wenn mit ihr die k—1 
Transformationen X,_;f-+-+ X,-x4:f vertauschbar sind, so sollen auch 
die tibrigen r — k inf. Transformationen, welche die Gruppe bestim- 
men, so gewiihlt werden, dass sie zu den r — k nicht verschwindenden 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung fiir X,f gehéren. Damit 
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nun p =r wird, miissen mindestens & Paare der letzten r — k Trans- 
formationen, durch die bekannte Operation (X, X,) zusammengesetzt, 
zu Ausdriicken fihren, welche X, --- X,—44: enthalten. Es liegt jetzt 
zuniichst die Annahme nahe, dass alle diese als erste Transformationen 
zu den betreffenden Wurzeln gehéren, dass also & Tripel von Glei- 
chungen bestehen: 


(9) (X,X,, = X.f; (X, X.,) ay X.f, 
(X, X,) = D>! ek Xf. 


Damit sollen zwei weitere Voraussetzungen verbunden werden, 
niimlich 


1) dass > ec”) a) + 0, 
und 2) dass die Determinante |@,|, wenn ¢ die k den Gleichungen 
(9) entsprechenden Werthe und v die Werthe 0,1... — 1 annimnt, 
nicht verschwindet. 

Wir wissen, dass der Rang 7 der Gruppe héchstens gleich & ist; 
bei den hier gemachten Annahmen erreicht 7 diesen Werth, wie 
sogleich gezeigt werden soll. Dagegen wird eine spiitere Untersuchung 
lehren, dass nur die gemachten Voraussetzungen k =] sein lassen, so 
dass bei jeder anderen Annahme alle Unterdeterminanten (7 — 1)‘ 


Grades von | D>? Ne“e# 


Resultat hier bereits als richtig voraussetzen, kénnen, wir die Be- 
dingungen, denen die zuniichst zu untersuchenden Gruppen geniigen 
sollen, in folgender Weise aussprechen: 

1) die Gruppe soll ihre eigene Hauptuntergruppe sein, 

2) wenn der Rang der Gruppe gleich | ist, so soll der Coefficient 
¥,—1(y) von w! in der charakteristischen Gleichung nicht identisch ver- 
schwinden. 

Hier mége darauf aufmerksam gemacht werden, dass jedes a, 
wie es den Gleichungen (9) entspricht, eine einfache Wurzel ist. Denn 
gehdrt zu @, noch eine weitere inf. Transformation X,f als erste, so 
wiirden die Gleichungen (7) und (8) die Folgerung nach sich ziehen, 
dass mehr als 7 Wurzeln gleich Null sind. Gehérte aber X,,f als 
Transformation zweiter Ordnung zu @,, so miisste ¢,,,.,4= 0 sein, was 
mit der Relation (r, 1,, 4) oder der Gleichung 


Cr eye (Xs, Xi’) = O 


identisch verschwinden. Indem wir dies 





nicht vereinbar ist. 

Nun ist durch die vorangehenden Entwicklungen bereits der Weg 
vollstiindig angegeben, welcher die Uebertragung des Schlussresultates 
von § 12 auf diesen allgemeineren Fall liefert. Es geniige also, das 
Resultat hinzuschreiben. 
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Unter den beiden angegebenen Bedingungen lassen sich alle r —1 
nicht verschwindenden Wurzeln der fiir ein allgemeines System (n) ge- 
nommenen charakteristischen Gleichung durch | unter ihnen homogen 
linear darstellen; die Coefficienten sind rationale Zahlen und von der 
Wahl der », ...%, ganze unabhingig. 

Jedes w,, fiir welches die drei Gleichwngen (9) bestehen, ist eine 
einfache Wurzel. Ist a. irgend eine andere Wurzel und gehiren zu ihr 
in Folge des durch die Gleichung (8) definirten Coefficienten a, weitere 
Wurzeln o,-+a@_ hinzu, so steigt die Ordnung, in welcher zu 
jeder von ihnen in dem durch die Gleichungen (1)—(4) definirten Sinne 
inf. Transformationen gehiren, fiir alle diese auf dieselbe Zahl. 


§ 21. 
Die einfachen und die halbeinfachen Gruppen. 


Indem wir 7? Marken ¢,x..., fiir welche die Gleichungen (9) des 
vorigen Paragraphen bestehen, mit 1...] bezeichnen, erhalten wir 
vermittelst der Gleichung (8) § 20 ? ganzzahlige Coefficienten a,, fiir 
t,*%=1---l, wo a, = — 2 ist. Diese Systeme sind in den $§ 13—15 
vollstiindig untersucht, so dass es méglich ist, bei gegebenem / alle 
endlichen Systeme unmittelbar hinzuschreiben. 

Jedes von Null verschiedene a,, verlangt, dass ausser den Wurzeln 
@, und @, noch mindestens eine weitere Wurzel vorkommt, und die 
niichstliegende Annahme besteht darin, dass ausser den 21 Wurzeln 
,;, — @,, @., — @),...@, — @, nur diejenigen vorkommen sollen, 
welche durch die a,, gefordert sind. Dann sind alle nicht verschwin- 
denden Wurzeln ungleich, und wir kénnen daher die Untermarke Null 
an jedem 4, weglassen. 

Zuniichst soll das System der Coefficienten a,, selbst einfach sein. 
Dann ist, wie bereits in § 16 hervorgehoben wurde, die Gruppe selbst 
einfach, d. h. sie besitzt keine invariante Untergruppe. Ks ist vielleicht 
gut, nochmals auf den Beweis einzugehen und einen Punkt naher zu 
erliutern. Zunichst ersieht man unmittelbar, dass die Transformation 
Nr Xe Mp1 Xp-1 ++ + rus X--141 keimer invarianten Unter- 


gruppe angehéren kann. Ebenso ist sofort klar, dass wenn De yo Xf 
1 
einer invarianten Untergruppe angehért, derselben auch eine Trans- 
r—t 
formation >¥ ny Xof angehéren muss, wo die Summation sich nur auf 
i 


die Zahlen 1---r — 7] erstreckt. Kommt aber die Transformation 
NaXa + yg3Xp+---+ 4X. vor, wo a,B,...e m Nummern aus 
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der Reihe 1---r—ZJ sind, so muss dieselbe invariante Untergruppe 
auch die ‘Transformation 


(X,, Na Xa +g Xp +++ Ye Xs) = (Naa Xa pg Xp +--+ 4,0, X.)f 
enthalten. Kine Gruppe aber, welche sowohl y_ Xe-+-3 Xs-+-----+ 9. X 
als Ya Wa Xa + ygm@g Xp-+--+-+ y,0,X, enthilt, hat nothwendig auch 
(wegen der Ungleichheit von @,, wg---) eine Transformation 
np Xpt+--- +X 

Man kann daher die Zahl m immer kleiner werden lassen. Somit 
miisste jede etwa vorkommende invariante Untergruppe eine inf. 
Transformation X,f enthalten, was wegen der Kinfachheit des Systems 
der a,, nicht méglich ist. 

An zweiter Stelle soll das System a,, zusammengesetzt sein und 
es sollen nur die durch das System geforderten Wurzeln vorkommen, 
so dass auch eine andere Wahl der 7 ersten Wurzeln kein einfaches 
System liefert. Indem wir die Marken passend ordnen, soll das System 
a.» fiir 1.x —1---1], einfach sein; ebenso je das System der a,, fiir 
(1, -+-1,1,+2---1,), 0, +1,1,42---1,)---(4,4+1,,+2---D. Dabei ist 
der Fall nicht auszuschliessen, dass z. B. 1, = 1 oder 1, = 1, + 1 ist. 
Zu den Wurzeln o, -- +, nehmen wir die entgegengesetzt gleichen 
nebst allen denjenigen hinzu, welche durch das einfache System der 
(x fiir «, x==1,---1, gefordert werden. Die Ausdriicke (X, X,/), 
(X, X,) +--+ (X,X_y) werden dargestellt durch 7, von einander unab- 
hingige lineare Functionen von X,f +--+ X,-i4:f. Die Jacobi’sche 
Identitit («, %, (¢-++x)), namlich die Gleichung: 

Cox(e-+x) Xt») X+x)’) + Cx (ex)! (Xv x.) + Cepny' ex (Xe X,) =0 
lehrt, dass wenn mit @,, , auch @,-+ , eine Wurzel ist, der Aus- 
druck fiir (X(4) X(+x)) sich linear homogen durch (X, Xv) und 
(X,X,) darstellt, Wenn daher irgend eine Wurzel w, sich vermittelst 
@, +--+, linear darstellen lisst und eine Folge des zwischen diesen 
bestehenden Constantensystems ist, so ist auch (X, Xq,) nothwendig 
von Null verschieden und eine homogene lineare Function von 

(X,Xy), (XX)... (XX). 
Die 1, Ausdriicke ae X,»f fiir i—1---1, bestimmen also mit 
X,-++X,, X,---X, und den weiteren hierdurch geforderten X,f 
eine einfache ease des Ranges 1,, welche eine or der 
gegebenen Gruppe ist. 

Ebenso bestimmen die 1, — J, Ausdriicke fiir 

(Xi41 Xiutay) +++ (MX, Xy) nebst Xi4i--- Xp, Xeqy +++ Ky, 


und denjenigen inf. Transformationen, welche zu den durch die 
@41+++@,, nach dem Systeme der a,, fir +,x=—1,+1---1, ge 
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forderten weiteren Wurzeln gehéren, eine einfache Gruppe des Ranges 
I, — 1, u. s. w. 

Wenn nun @, zu den Wurzeln @, ---@,, oder zu den durch sie 
geforderten Wurzeln gehért, und w, entsprechend durch a4; - + - a, 
darstellbar ist, so ist offenbar (X,X,) = 0. Zugleich ist auch 


(> an X,-4, Xs) =0, 
> ec af? = 0 


ist. Demnach ist jede Transformation der ersten Gruppe mit jeder 
der zweiten vertauschbar. Dasselbe gilt umgekehrt, sowie tiberhaupt 
von je zwei Transformationen der bezeichneten Untergruppen. Somit 
ist jede eine invariante Untergruppe, und zwar eine solche, deren 
Transformationen nicht mit einander vertauschbar sind, sondern geradezu 
eine einfache Gruppe bilden. 

Die Zusammensetzung der vorliegenden Gruppe kénnen wir also 
in folgender Weise charakterisiren: wir stellen mehrere einfache 
Gruppen, welche ausser der identischen keine Transformation gemein- 
schaftlich haben, neben einander, und setzen fest, dass je zwei Trans- 
formationen aus verschiédenen Gruppen mit einander vertauschbar sein 
sollen. Eine jede auf diese Weise gebildete Gruppe hat manche 
Eigenschaften mit den einfachen Gruppen gemeinschaftlich. Solange 
ein besserer Name fehlt, mége es gestattet sein, eine solche als eine 
halbeinfache zu bezeichnen. Wir stellen folgende Definitionen zu- 
sammen : 

Sind G, und G, zwei Gruppen wnd ist jede Transformation von 
Ge mit jeder von Go vertauschbar, so heissen die beiden Gruppen selbst 
mit einander vertauschbar. 

Wir sagen von einer Gruppe, dass sie in die Gruppen G,, G,- ++ Gu 
zerfallt, wenn 

1) jede Transformation der Gruppe einer und (mit Ausschluss der 
identischen Transformation) nur einer der Gruppen G,--++ G,, an- 
gehort, und 

2) je ewet der Gruppen G,, G, +--+ Gn mit einander vertausch- 
bar sind. 

In diesem Falle werden wir zuweilen auch den Ausdruck gebrauchen, 
die Hauptgruppe sei durch Nebeneinanderstellung der Untergruppen 
gebildet. 

Eine Gruppe heisst halbeinfach, wenn sie in lauter einfache Gruppen 
eerfallt. 

Eine halbeinfache Gruppe ist die Gruppe der starren Bewegungen 
eines dreidimensionalen Riemann’schen Raumes, oder was fiir die 
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Zusammensetzung keinen Unterschied macht, die Gruppe der all- 
gemeinen Transformationen einer Ebene, welche Kreise in Kreise ver- 
wandeln. Dieser Charakter tritt am deutlichsten bei der Darstellung 
hervor, welche Herr Lie von derselben gegeben hat;*) dann sieht 
man, dass die Gruppe in zwei Kegelschnittsgruppen zerfillt. Ganz 
entsprechend lasse man X,f---X,f nach Art der allgemeinen pro- 
jectiven Gruppe der zweidimensionalen Ebene, und lasse X,f, Xjof, 
X,,f eine Kegelschnittsgruppe bestimmen, deren Transformationen mit 
denen der ersten vertauschbar sind. 

Es mége darauf aufmerksam gemacht werden, dass man die 
Eigenschaft einer Gruppe, zu zerfallen, nicht bei jeder Darstellung 
derselben unmittelbar tibersieht. So kann man die so eben angefiihrte 
sechsgliedrige Gruppe auch in folgender Weise darstellen. Man wihle 
fiir +, x = 1---4 sechs inf. Transformationen X,,/, indem man fest- 
setzt, dass Xx ++ X,; = 0, (Xiz, Xiz) = Xzafy (Xix, Xiu) =O sein 
soll. Hier scheint die Gruppe gleichgebildet mit einfachen Gruppen; 
denn wenn die Zahl der Marken gleich 3 oder grésser als 4 angenom- 
men wird, gelangt man bei dieser Bildung immer auf einfache Gruppen. 
Die Zerfillbarkeit tritt za Tage, wenn man 

Xin + Xyy = Yi, ++, Xi. -- X= ¥,+°: 
setzt. 

Das Ergebniss der vorangehenden Untersuchung lisst sich in 
folgender Weise zusammenfassen: 

Wenn fiir eine Gruppe vom Range 1 die charakteristische Gleichung 
im allgemeinen | verschwindende und + —1 nicht verschwindende Wurzeln 
besitet, und wenn dann die sdimmtlichen nicht verschwindenden Wurzeln 
sich ergeben als eine Folge des zwischen | Wurzeln bestehenden Systems 
von Coefficienten a.x, so ist die Gruppe entweder einfach oder halbein- 
fach; ersteres, wenn das System der a,» selbst einfach, leteteres, wenn 
dasselbe zusammengesetat ist. 

Was die charakteristische Gleichung anbetrifft, so versteht es sich 
von selbst, dass, wenigstens fiir p = 7, zu einer irreducibeln Gleichung 
nothwendig eine einfache Gruppe gehért; dagegen ist die charakte- 
ristische Gleichung nicht fiir jede einfache Gruppe irreducibel. Zerfillt 
aber die Gleichung fiir eine einfache Gruppe, so sind die Coefficienten 
von @ in dem einen Factor durch die des andern Factors darstellbar. 
Fiir eine halbeinfache Gruppe zerfillt die charakteristische Gleichung 
nothwendig, und die Zahl der von einander unabhingigen Factoren ist 
gleich der Zahl der in der Gruppe enthaltenen einfachen invarianten 
Untergruppen. 


*) Diese Annalen Bd, XVI, S. 624, drittletzte Gruppe unter C). 
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§ 22. 


Bestimmung aller Gruppen, welche den beiden aufgestellten 
Bedingungen geniigen. 


Die charakteristische Gleichung muss fiir eine Gruppe vom Range 
1, welche ihre eigene Hauptuntergruppe ist, unter Zugrundelegung 
einer allgemeinen Transformation, mindestens 27 nicht verschwindende 
Wurzeln haben; zudem miissen alle diejenigen Wurzeln vorkommen, 
welche durch das System der a,, gefordert sind, Alle diese Wurzeln 
sollen als die Hauptwurzeln der Gleichung bezeichnet werden. Jede 
weitere Wurzel ist nicht mehr willkiirlich, sondern durch ein System 
von / ganzen Zahlen in der Weise bestimmt, welche am Ende von 
§ 12 angegeben ist. Sobald aber irgend eine weitere Wurzel an- 
genommen ist, miissen noch weitere Wurzeln vorkommen. Sollten 
zwei soleche Wurzeln entgegengesetzt gleich sein und gehérten zu 
diesen als erste Transformationen die X,f und X,'/, so muss noth- 
wendig (X, X,)=0 sein. Denn entweder wird dies durch die 
Jacobi’schen Relationen gefordert, oder man kann die Wurzeln a, -- - a, 
und die zwischen ihnen bestehenden Coefficienten a,, so wihlen, dass 
auch die neue Wurzel zu den Hauptwurzeln gehdért. Alle weiteren 
Warzeln der charakteristischen Gleichung sollen als Nebenwurzeln 
bezeichnet werden. Es wird sich zeigen, dass keine Nebenwurzel einer 
Hauptwurzel gleich werden darf, wenn die Gruppe den beiden am 
Schluss von § 20 aufgestellten Bedingungen geniigen soll. Ebenso 
gestatten diese Bedingungen nicht, dass die Summe zweier Neben- 
wurzeln einer dritten Nebenwurzel gleich werde. 

Die Frage nach der Zusammengehirigkeit der Nebenwurzeln soll 
uns an einer spiitern Stelle genauer beschiftigen. Hier erinnern wir 
nur an eines: fiir jede Wurzel m, miissen ganze Zahlen de1, dae +++ Gai 
existiren, so dass die Gleichung (8) § 20 erfiillt ist; und dann miissen 
auch @q + G,1@,, @e + @g2@,--+ neue Wurzeln sein, und wenn hier 
dq, von Null und Eins verschieden ist, so muss fiir ein zwischen Null 
und @_, gelegenes a auch @, + am, eine Wurzel sein. So sahen wir 
in § 8, dass wenn fiir eine Gruppe vom Range Eins die Hauptwurzeln 
+ 2 sind, eine Nebenwurzel fiir ein ganzes positives m gleich 2m-+1 
gewahlt werden kann; dann miissen auch 2m — 1, 2m—3.---3,1 
und die entgegengesetzt gleichen Zahlen Wurzeln sein. 

Zuvérderst machen wir die Voraussetzung, dass das die Haupt- 
wurzeln bestimmende System der a,, einfach ist und dass auch alle 
Nebenwurzeln einfach sind und durch eine einzige bestimmt werden. 
Wir bezeichnen die Hauptwurzeln mit @,, @,---, die Nebenwurzeln 
mit @,, @3, @,--++ und durch entsprechende Marken die zugehérigen 
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inf. Transformationen. Gehen wir von einer beliebig gewihlten a, 
aus und bilden die Summe @, + @,, indem wir o, der Reihe nach 
gleich allen Hauptwurzeln setzen, so miissen wir mindestens zu einer 
weiteren Nebenwurzel wg gelangen (ohne aber zu einer Wurzel , 
gelangen zu kénnen). Zu jedem so erlangten wg addiren wir alle 
Hauptwurzeln und behalten nur diejenigen Summen, welche Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung sind. Indem wir so fortfahren, ge- 
langen wir zu allen Nebenwurzeln. Zugleich lehrt die Gleichung (7) 
§ 20, dass, wenn @ + @, = ag ist, (XqX,) nicht verschwinden kann. 
Bringt man also ein beliebiges X,f mit allen X,f durch die Operation 
(X_.X.) zusammen und fahrt damit betreffs der erlangten X, u. s. w. 
fort, so gelangt man zu allen einer Nebenwurzel zugeordneten inf. 
Transformationen. 

Ferner ist jedes (X_¢ Xs) = 0. Denn zuniichst kann @, + a, 
nicht gleich ws sein. Ist aber @, + @; = 0, so kann (X, Xz) nicht 
durch X,f--- X,~.41/ dargestellt werden, weil sonst @. zu den Haupt- 
wurzeln iin wiirde. Wenn aber @, + @; =, ist, so miisste 
(Xa Xp) = Cag. X.f sein; hier verlangt aber die Jacobi’eche Identitiit 
fiir (aBc'), dass cag, = 0 ist. 

Somit bilden die zu den Nebenwurzeln gehérigen inf. Transforma- 
tionen Xaf, Xsf, X,f--- eine invariante Untergruppe, deren Trans- 
formationen mit duiete vertauschbar sind. Zugleich ist dies die 
einzige invariante Untergruppe, welche in der Gruppe vorkommt. 
Denn wie im vorangehenden Paragraphen zeigen wir, dass jede in- 
variante Untergruppe eine einzige der inf. Transformationen X, /--- X,f 
enthalten muss. Diese zerfallen aber in die X,f und die Xf Durch 
Verbindung einer beliebigen X,f mit allen Transformationen der Gruppe 
gelangt man aber allmihlich zu allen Transformationen, so dass eine 
solche keiner invarianten Untergruppe angehdrt; dagegen bilden die 
simmtlichen X,f mit X,/f--+- X,14:f eine einfache Gruppe desselben 
Ranges. 

Um jetzt eine weitere Méglichkeit zu tibersehen, setzen wir 
wiederum das System a,, als einfach voraus, nehmen aber ausser den 
Hauptwurzeln noch zwei verschiedene Nebenwurzeln an, mit deren 
jeder weitere Wurzeln nothwendig verbunden sind. Zuniichst kénnen 
nicht nur die gegebenen Wurzeln, sondern auch alle damit verbun- 
denen ungleich sein. (Um ein Beispiel anzufiihren, mégen fiir | = 2 
die + @,, +@,, + (@, —@,) Hauptwurzeln sein;\ damit kann man 
einmal — ; (@, : @.), 5 2a, — @,), ; (— @, + 2@,), und ferner 


; (@, + @,), — = ; 20, — @,), — ; (— w, + 2@,) als Nebenwurzeln 


verbinden). Wir aibihiihe die Wurzeln dadurch, dass wir der 
einen Reihe die Marken «@, @,, @,..., der andern die Marken 8, B,, B,... 
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geben; ebenso sollen die zugehdrigen inf. Transformationen bezeichnet 
werden. Dann ist jede Transformation X,, Xe,, X«, +--+ mit jeder 
Transformation Xs, X,,, X,,--- vertauschbar. Denn sollte die Summe 
@q + ws, entweder Null oder eine neue Wurzel w, ergeben, welche in 
diesem Falle zu den Hauptwurzeln gehéren miisste, so wiirde, wie 
bereits nachgewiesen, im ersten Falle ¢ggr, Cegir—1) - +, im letzten 
Cag. gleich Null sein. Somit bilden sowohl die X,., Xo,, Xa,..-, wie 
die Xs, Xs,, Xs,... je eine invariante Untergruppe. Es ist selbst- 
verstiandlich , dass auch die Gesammtheit beider eine invariante Unter- 
gruppe bildet; aber eine weitere existirt nicht, wie man im Anschluss 
an die im vorigen Paragraphen durchgefiihrte Betrachtung ersieht. 

Ferner kann die zweite Wurzel durch die erste mitbestimmt sein, 
ohne dass dies auch umgekehrt gilt. Soll dann nicht der schon be- 
trachtete Fall eintreten, dass alle Nebenwurzeln durch eine einzige 
bestimmt sind, so haben wir vorauszusetzen, dass alle mit der zweiten 
verbundene Wurzeln Doppelwurzeln sind. Zum Beispiel seien fiir 
l—=1, r = 13 die Hauptwurzeln + 2, daneben sollen + 5 und — 5 
einfache, + 3, +1, —1, — 3 je doppelte Wurzeln sein; fiir] = 2, 
ry = 17 seien + @,, + @,, + (@, — @,) die Hauptwurzeln, 


; (a, + @,), ; (— 2a, + @,), ; (@, — 3) 


seien einfache, 
1 1 1 
—z@+o), ZF (2@, — @,), 3 (— 9 + 2a,) 


seien Doppelwurzeln, Wir bezeichnen die einfachen Wurzeln mit 
@~, @g, @y..-, die Doppelwurzeln mit @,,... Fiir jedes @, miissen 
dann die Unterdeterminanten r — 1'" Grades von | ¢,.. — 0.%@| ver- 
schwinden. Somit wird durch die Gleichung (X,X,.) = @gXef das 
X,f eindeutig bestimmt, aber es besteht fiir unbestimmte y, und 7H, 
die Gleichung (X,, 47.X-. + eX.) = @e(Ne Xe + He Xz) ff. 

Um nun X, und X, passend zu wihlen, nehmen wir @, als eine 
solche einfache Wurzel an, fiir welche man durch Addition von @, zu 
einer Doppelwurzel gelangt; durch weitere Addition von @, gelange 
man zuniichst ebenfalls zu Doppelwurzeln , + 2@,-+-+@¢ + am; 
dann muss @, + (a-+ 1)@, wiederum eine einfache Wurzel sein. Dann 
setze man (X,X,) bis auf einen constanten Factor gleich X(a4,.)/, 
ebenso (X, X(a4. = Clete) (a+2.) Xap2yf u. 8s. w. Dann lehrt die 
Jacobi’sche Identitiit fiir (0, @ + 2), dass ¢ +4.) (@4+22) Ca420¢ @ja) = O 
ist; entsprechendes gilt fiir (¢,v’,a@-—-+-2c)---. Man kann also den 
simmtlichen Doppelwurzeln @, je eine Transformation X,f so zuordnen, 
dass die Zusammenstellung mit ganz bestimmten X,f und X,/ in der 
gewihlten Reihe bleibt, zu welcher die simmtlichen X,f gehéren. 
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Kann man aber zu @, einmal durch Addition einer Hauptwurzel @, zu 
o, und dann durch Addition einer andern Hauptwurzel @, zu @, ge- 
langen, ist also a,+@.=—@, und @, + @;=—@,, so zeigt die 
Jacobi’sche Identitat fiir (x, B, c’) und (c, «, x’), dass man beidemal zu 
derselben Transformation X,f gelangt. 

Um jetzt die zweiten Transformationen, welche zu den @, - -- 
gehéren, passend zu bestimmen, setzen wir fest, dass sein soll 


(X., Xa+a:) = 0, (X,, Xo+(a—1).) = Xetal : oy 
Dieselben Jacobi'schen Identitiaten, welche soeben durchgefiihrt wurden, 
lassen sich dann wiederum anwenden, und zeigen, dass auch die X,f 
eine invariante Untergruppe bestimmen. In dem betrachteten Falle 
gehéren also der Gruppe zwei invariante Untergruppen an. 

Wir betrachten jetzt den Fall, dass siimmtliche Nebenwurzeln 
Doppelwurzeln sind, und zwar untersuchen wir die Gruppe zuniichst 
unter der Bedingung, dass fiir eine Wurzel , (und damit fiir jede) 
alle Unterdeterminanten x» — 1" Grades von |¢,.x — O.x@q| ver- 
schwinden. Dann gehéren zu jeder Wurzel w_ zwei Transformationen 
X.f und X,f, so dass ist: 

(X,Xu) = @eXef, (XX) = wo, Xaf. 

Nimmt man hier X,/ willkiirlich, so kann man fiir a. + O, = Os 
das X,f dadurch bestimmen, dass (X,X,) nur durch Xf dargestellt 
wird. Ebenso wihle man X,/ willkiirlich und leite hieraus die Xf 
in derselben Weise her, wie X;f sich aus X,f ergab. Man hat also 
wieder dieselbe Betrachtung anzustellen wie vorher und gelangt zu 
dem Satze, dass sowohl die X,f, Xsf--++ wie die X.f, Xsf+++ eine 
invariante Untergruppe bestimmen. Nun ergeben sich die ¢q.(¢4:) und 
Cz, (aq, Je aus denselben Gleichungen. _ 

Man kann also die Coefficienten in beiden Fiillen gleich wiihlen, 
und somit bilden auch 1X, + 7X2, yXs-+ 4 X,--+ eine invariante 
Untergruppe. Die Gruppe hat also eine einfach unendliche Schaar von 
invarianten Untergruppen. 

Wir wollen jetzt nachweisen, dass alle iiberhaupt méglichen Fiille 
auf einen der aufgeziihlten hinauskommen, dass also Elementartheiler 
hdherer Ordnung nicht vorkommen kénnen. Angenommen, die 
charakteristische Gleichung besitze einen Elementartheiler 4 -+- 1‘ 
Ordnung und zu @¢ gehéren die inf. Transformationen Xo,, Xa,-+- Xe, 
in der durch die Gleichungen 


(1) (X, Xo) = Ge Xa, + Cra, aj_y%Xa_y $v, 
as (X,Xe,) = We Xa, + Crests Mims (X, Xa.) = @ « Xa, 
bestimmten Weise, so ist bereits in § 8 (B. 31, 8. 282) bewiesen, dass 
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alle Wurzeln a3, welche mit , nothwendig verbunden sind, auch zu 
gleich hohen Elementartheilern gehéren. Ist nun @, irgend eine 
Hauptwurzel, so muss, wofern weder @,-+ @, noch , — @, eine 


Wurzel ist, sein: 
> Cue’ (r—v) (X+ Xa.) 72 0, 


7 Cod (r—v) C(r—v) ag 24 = 0. 


Wenn aber diese Bedingung nicht erfiillt ist, so bilden wir alle die- 
jenigen Wurzeln, welche aus . durch wiederholte Addition und Sub- 
traction von , erhalten werden. Betrachten wir etwa diejenige a., 
fir welche @2 + @, keine Wurzel ist, wohl aber a, — a. Indem wir 


also speciell 


die X,,_, mit passenden Factoren multipliciren, kénnen wir bewirken, 
dass ist: 


(2) Crap (a—edg = Cv ag_y(a—dg_y > Cx(a—dgay = (egy ayy U- 8. W. 
Aus der Jacobi’schen Identitat fiir (7, «’, «,) folgt: 

(3) Cra Dy (@—y—1 = Cray ay 4 

und der Coefficient von X, 


@,—1 in (,e, a,) liefert: 


> Cua’ (r--9) C(r—v) «2 @g_4 = Ce’ ay (a—t)g Cla—t)ge aa 


ae Ce aa (a@—0)g_4 Cia- 1)ea@)_} ? 


wahrend entsprechend aus (:, vy (a— tx) folgt: 


> Cue’ (r—v) Cir—v} (a—t)g (a—«)3_5 = Cr(a—t)g @ Cay e(@—«)g_4 + 
+e (@—«)gag_ Cag_y 0’ (@—0)g_4> 
Da aber infolge von (3) die linken Seiten gleich und infolge von 
(2) die rechten entgegengesetzt gleich sind, so ergiebt sich: 


(4) > Cre’ (r—v) C(r—v) eg a _) = 0. 


Diese Gleichung ist allerdings nur unter den Voraussetzungen 
bewiesen, dass 1) @, -+ @, keine Wurzel sei, und dass 2) nicht noch 
mehrere gleiche Elementartheiler vorhanden sind. Die Unabhingigkeit 
des Resultats von der ersten Annahme folgt aus der Gleichung (3), 
und dass die zweite Annahme keinen Einfluss auf das Resultat hat, 
lasst sich leicht zeigen. Betrachtet man also ¢,¢,¢, ,°* * C(ra+1)aga,_ 


als Unbekannte, so gilt fiir dieselben ganz allgemein das System der 


l Gleichungen: 
> Coe’ (rv) Cir—v) ag @g_) = 0, 


Meas (em C(r—v) a2 a2) = 0 
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wo die aus den Coefficienten gebildete Determinante nicht verschwindet. 
Folglich miissen alle ¢y_»)a,«,_, verschwinden uud w, kann nur einem 
Elementartheiler erster Ordnung angehéren. Somit folgt der Satz: 
Wenn fiir eine Gruppe, welche ihre eigene Hauptuntergruppe ist, 
die Zahl der identisch verschwindenden Coefficienten w,(y) «+ + ¥p—141() 
nicht grisser ist als der Rang | der Gruppe, so hat die Determinante 


| >? NeCore — Oxo (t. x= 1--+74r) 


nur Elementartheiler ersten Grades. Sobald also in diesem Falle a, 
eine i-fache Wurzel der charakteristischen Gleichung ist, miissen auch 


alle Determinanten verschwinden, welche man aus | > Nolorx — 9x We 


durch Weglassung von i—1 Horizontal- und ebensovielen Vertical- 
rethen erhdilt- 

Bei diesem Ausspruch ist vorausgesetzt, dass ein am Schluss von 
§ 20 angegebener Satz bereits bewiesen sei. Die Voraussetzungen, aus 
denen der Satz unmittelbar hergeleitet ist, sind: 

a) fiir 7 Paare von Transformationen X, und X,, welche je als 
erste zu zwei entgegengesetzt gleichen Wurzeln @, und — o, gehdren, 
bestehen die Gleichungen: 


(X, X,) = > e”) Xir—»)} 


b) die 7 auf der rechten Seite stehenden inf. Transformationen 
sind von einander unabhingig; 


c) es ist 
> e” a. + 0, 


d) die Determinante der @,) verschwindet nicht. 

Diese Voraussetzungen haben wir also zuniichst dem vorangehen- 
den Satze zu Grunde zu legen. Wir kénnen aber auch, gestiitzt auf 
die durchgefiihrten Untersuchungen, die Zusammensetzung aller Gruppen 
charakterisiren, welche den angegebenen Bedingungen geniigen und 
demnach folgenden Satz aussprechen: 

Wenn man in allgemeinster Weise eine Gruppe des Ranges 1 be- 
stimmen soll, welche den soeben angegebenen Bedingungen geniigt, so 
kann man folgenden Weg einschlagen: 

Man setze fest, dass die X,f eine ganz allgemeine inf. Transfor- 
mation sein soll und dass dann X,if +++ X,-141f mit thr vertauschbar 
sind. Die charakteristische Gleichung fiir X,f hat dann 1 verschwin- 
dende und r — 1 nicht verschwindende Wurzeln. Von lelzteren wiihle 
man | willkiirlich, setze zwischen ihnen ein System von a,, fest und bestimme 
mittelst desselben alle Hauptwurzeln der charakteristischen Gleichung. 


Mathematische Annalen. XXXIV. 6 
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Jeder Hauptwurzel w, ordne man eine inf. Transformation X,f zu nach 
der Gleichung: 
(X, X,) = OW, Xf. 

Man wihle jetzt eine Nebenwurzel 4, welche mit den Hauptwurzeln 
nach dem Schlusssatz von § 12 vereinbar ist, und suche alle weiteren 
Wurzeln, welche mit derselben nothwendig verbunden sind. Die Wahl 
ist so gu treffen, dass man hierbei zu keiner verschwindenden Wurzel 
gelangt. Jeder dieser Wurzeln ordne man eine Transformation Xq zu, 
vermittelst der Gleichung: 

(X, Xa) = Wa Xaf. 

Soll die Gruppe mehr Glieder enthalten als hierdurch bestimmt 
sind, so wihle man in entsprechender Weise eine Nebenwurzel ap, 
suche alle mit thr verbundenen Wurzeln und ordne jeder nach der ge- 
gebenen Gleichung eine inf. Transformation zu. 

In gleicher Weise fahre man beliebig fort. 

Fiir die so bestimmte Gruppe ist die aus den X,-+ + X,~141 nebst 
den stimmtlichen X,f gebildete Gruppe eine (einfache oder halbeinfache) 
Untergruppe desselben Ranges. Alle diejenigen Transformationen, welche 
zu den Nebenwurzeln gehiren, bilden eine invariante Untergruppe, deren 
Transformationen mit einander vertauschbar sind. Die Gruppe ist also 
susammengesetzt aus einer einfachen oder halbeinfachen Gruppe mit 
einer invarianten Untergruppe, deren Transformationen mit einander 
vertauschbar sind. 

Die angegebene invariante Untergruppe wird nur dann nicht in 
mehrere invariante Untergruppen zerfallen, wenn alle Nebenwurzeln 
sich aus einer einzigen vermittelst der entwickelten Beziehungen ergeben. 
Die Gruppe kann sogar eine unendliche Schaar von invarianten Unter- 
gruppen besitzen. Dieser Fall tritt 2. B. ein, wenn die Gesammtheit 
der Wurzeln , mit der Gesammtheit der Wurzeln w, identisch ist. 

Da X,f eine ganz beliebige Transformation ist, bei der nur 
specielle Lagen ausgeschlossen sind, so folgt: 

Jede allgemeine Transformation einer Gruppe der angegebenen Art 
gehirt einer, und zwar einer einzigen, einfachen oder halbeinfachen 
Untergruppe desselben Ranges an, durch deren Zusammensetzung mit 
der invarianten Untergruppe die gegebene Gruppe erzeugt wird. Besteht 
die gegebene Gruppe aus r, diejenige einfache oder halbeinfache Unter- 
gruppe, aus der sie gebildet ist, aus r Gliedern, so enthilt sie eine 
(r—r')-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit solcher Untergruppen. Be- 
stimmt man fiir eine allgemeine Transformation die hindurchgehenden 
zweigliedrigen Untergruppen ohne vertauschbare Elemente, so wird von 
deren Hauptelementen stets dieselbe Zahl der invarianten Untergruppe 
angehiren; die iibrigen Hauptelemente liegen mit der gegebenen Trans- 
formation in derselben einfachen oder halbeinfachen Untergruppe. 
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Die in § 12 gestellte Aufgabe, eine Gruppe zu bestimmen, fiir 
welche die r — 1 nicht verschwindenden Wurzeln siimmtlich ungleich 
sind, kann als eine naturgemiisse Aufgabe nicht bezeichnet werden, 
da ihre Lésungen keinen charakteristischen Unterschied von denen 
verwandter Aufgaben zeigen. Eine Gruppe, welche dieser Bedingung 
geniigt, kann zerfallen, und sie kann mehrere invariante Untergruppen 
mit vertauschbaren Elementen enthalten; die Zahl der letzteren kann, 
soweit sie von einander unabhiingig sind, héchstens 7 betragen, und 
niemals zu einer unendlichen Schaar solcher Untergruppen fihren. 

Jede Gruppe, welche den beiden aufgestellten Bedingungen geniigt, 
muss, wenn sie nicht einfach ist, invariante Untergruppen enthalten; 
soll sie nur eine einzige invariante Untergruppe besitzen, so miissen 
alle Hauptwurzeln der charakteristischen Gleichung vermittelst eines 
einfachen Systems a,, zusammenhiingen, und alle Nebenwurzeln miissen 
sich aus einer einzigen unter ihnen herleiten lassen. 

Um zu iibersehen, welche Schritte zur expliciten Darstellung der 
gesuchten Gruppen jetzt noch zu thun sind, beachten wir zuvorderst 
den Fall, dass das System der a,, zusammengesetzt ist. Dieser Fall 
fiihrt sich sofort auf den Fall eines einfachen Systems zuriick, da 
offenbar der Satz gilt: 

Wenn fiir eine Gruppe, welche den gestellten Bedingungen geniigt, 
das System a,, zusammengesetat ist, so zerfillt die Gruppe nothwendig 
in Bestandtheile, deren jeder nach den angegebenen Regeln zu bilden ist. 

Lassen wir aber das System a,, einfach sein, so ist die Aufgabe, 
die entsprechende einfache Gruppe zu finden, in den §§ 17 und 18 
gelist. Dadurch wird die Beziehung zwischen den X, --+ X, 141, 
X., X,-++ angegeben. Die gestellte Aufgabe ist also auf folgende 
zwei Aufgaben zuriickgefiihrt: 

I. Nachdem eine einfache Gruppe gegeben ist, diejenigen Wurzeln 
zu bestimmen, welche mit den Wurzeln der einfachen Gruppe als 
Nebenwurzeln vereinbar sind, und welche aus einer einzigen sich her- 
leiten lassen. 

II. Wenn X,--- X, 141 mit X,, X,+-+ eine gegebene einfache 
Gruppe bestimmen, @,, @s +++ weitere damit vereinbare Wurzeln 
sind, welche sich aus einer einzigen ergeben und auf keine verschwin- 
dende Wurzeln fiihren, und wenn dann jeder der letzteren Wurzein eine 
inf. Transformation zugeordnet ist, durch die Gleichung: 

(X, Xa) = We Xa, 
so sollen fiir die durch diese inf. Transformationen gegebenen Gruppen 
die Coefficienten ¢Ce(a4.) bestimmt werden. 

Unter Zugrundelegung der wichtigsten einfachen Gruppen soll uns 
die erstere Aufgabe in § 25, die zweite in § 26 beschiiftigen. Fir 
l= 1 sind beide Aufgaben bereits in § 7 gelést. Die in § 8 (Bd. 31, 8.282) 

6* 
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angegebene Bildung ist dahin abzuiindern, dass die Zahlen 4, 4’.-- 
jedesmal gleich Null zu setzen sind. 

Die bisherige Untersuchung beruhte auf den Voraussetzungen, dass 
die charakteristische Gleichung im allgemeinen k& verschwindende 
Wurzeln hat, und dass, wenn zu den entgegengesetzt gleichen Wurzeln 
@, und — @, die inf. Transformationen nach der Formel 


(X,X.) = @,X,, (X,Xy) = — aX, 
gehéren, & von Null verschiedene und unter einander unabhiingige 
Ausdriicke (X, X,) vorkommen. Bisher sind, nach der am Schluss 


von § 20 getroffenen Festsetzung, noch die beiden Fiille ausgeschlossen, 
dass 


a) 7 ; Cer’ (v—») a, = 0 


ist, und dass 
b) die Determinante 


aeore i-1 
@, @, @,—!) 


Qe Ga °°: @*-) 
2 2 2 
e Me = 0 


@, oo, on 60,—-)) 
ist. 

Wir wollen diese beiden Fille jetzt ebenfalls behandeln und zu- 
niichst zeigen, dass sie auf dasselbe hinauskommen. Wenn also etwa 
der zweite Fall eintritt, so giebt es gewisse Constanten mu, --- “,, 80 
dass fiir jedes » ist: 


, a, + {ty @,'”) -{- o<«s + ft, @,'”) = (), 
Bilden wir nun die Gleichungen: 


> C1’ (r—») (2@, + a,,@,”) = 0, 
> Cr (r—») (2, + a,,@,")) = O---, 


multipliciren die erste mit w,, die zweite mit w,--- und addiren, 


so folgt: 
Darrow” =, 


weun nicht speciell die Gleichung besteht: 


— 26 + Ay, + Ay y +--+ am =O. 
Allgemein wird entweder 


Z Cre (r—v) 4") = 0) 


> fy ay, = 0 


oder 
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sein miissen, Damit die letztere Gleichung fiir 1 = 1 --- J besteht, 
muss die Determinante der a,, gleich Null sein. Nun sind die Unter- 
suchungen des § 13 unabhiingig von der iiber die Determinante |,” 
gemachten Voraussetzung; der dort bewiesene Satz, dass die Deter- 
minante | a,.,|=+- 0 sein muss, gilt also auch in unserem Falle. Daher 
muss im Falle des Verschwindens von | @,‘”| mindestens ein Ausdruck 


> eeu» 4 gleich Null sein. 


Umgekehrt muss aber mit 


Mevenn o,) == 0, 


auch fiir jedes andere x sein: 


. , Cue’ (r—») Oy) ~— 0, 


und daraus folgt das Verschwinden der Determinante | @,”) 


Die Voraussetzung 
7 ; Cue’ (r—v) ,'”) = (0 


kann offenbar nicht fiir jedes »y gemacht werden, weil sonst die Gruppe 
ihre eigene Hauptuntergruppe nicht sein kaun. Es seien also 


(X, Xv); (X, X,’) eee 


1 Paare, durch welche / von einander unabhiingige Ausdriicke 


2 ; Cee’ (r—v) Xir-») 


geliefert werden, und wo ist: 


4 Cre’ (r—v) == 0, y} Crux’ (r—v) Oy") == Q - eee 
Hierzu méyen k — / von einander unabhiingige Paare 


(XeXu), (XpXp) >=: 


7 Caa' (r—v) X,-» 


die Cawry Caa (r—1)*** Caa’(r—k+1) nicht simmtlich verschwinden und 
zugleich ist: 


> Can’ (r—r) Oa” = 0, > Cap iran Og”) = O-- + 


Hierbei bleibt es, wie friiher, unentschieden, ob noch weitere 
Paare der ersten und der zweiten Art vorkommen. 
Wir setzen etwa: 
(Xa X«') = X,-K+415 (X,y X¥) “= Gr—)h43 °° °° 
Dann folgt fiir jede Wurzel ay: 





. 


treten, fiir welche in 


a fe») — ask) mee ee oe a =), 
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Ebenso mégen der Einfachheit wegen die (X,X,), (X,Xy)--- 
nur durch X,, X,1-- + X,—.41 ausgedriickt werden. Zwischen je zwei 
Wurzeln , und @, miissen, entsprechend den friihern Siitzen, Coef- 
ficienten a,, bestehen, und demnach sind mit @,, @, --- noch weitere 
Wurzeln hinzuzunehmen, wenn nicht alle Coefficienten a,, fiir tSx 
verschwinden. Somit ist durch X, +--+ X,.4, und die simmtlichen 
X,-+-+ eine einfache oder halbeinfache Gruppe bestimmt. 

Aus der Jacobi’schen Identitit (, o’, 0) folgt, dass alle Wurzeln 


der charakteristischen Gleichung sich durch die o,, @, ++ - linear 
homogen vermittelst rationaler Coefficienten darstellen lassen. Hierher 
gehéren auch die @,, @g---+, welche in Bezug auf die ,, @,--- den 


Charakter von Nebenwurzeln haben. Auch muss die Wahl der be- 
treffenden ganzen Zahlen so geschehen , dass man durch Addition einer 
Haupt- und einer Nebenwurzel nicht zu einer Hauptwurzel gelangt. 
Demnach bleibt auch die Bestimmung der weiteren Coefficienten 
Cateta), Cd+d) Ungeindert; dagegen wird ¢a(a4.'y = 0 und tiberhaupt, 
wenn @, und @, irgend zwei Nebenwurzeln sind, so muss (Xj X,) = 0 
sein mit Ausnahme der (X, Xq), (XsXy)-- >: 

Aber auch die Annahme der letzteren ist nicht ganz willkiirlich, 
wie die Relation (:, a, (+a) unter der Annahme, dass @, + @, eine 
neue Wurzel ist, unmittelbar zeigt. Diese Relation, welche die Gestalt 
annimmt: 

Caleta) (X(+a) Xpay) = Ce(etay'a’ (Xa Xa) ; 

lehrt, dass wenn (X,X,) von Null verschieden ist, dasselbe auch fiir 
jedes (X(.40)X(+e)) der Fall sein muss, und dass diese sich nur durch 
einen constanten Factor unterscheiden. Sollen also die Ausdriicke 
(Xa Xa) und (Xs;Xy) von einander unabhiingig sein, so miissen die 
Wurzeln @, und wg ebenfalls in dem oben bezeichneten Sinne von 
einander unabhiingig sein, so dass weder m, durch @g noch wg durch 
@, gefordert wird; der Fall der Gleichheit ist natiirlich nicht aus- 
geschlosseu. 

Somit ergiebt sich: 

Den beiden Vorausseteungen, dass 

1) die charakteristische Gleichung im allgemeinen k verschwindende 
Wurzeln hat, und 

2) k Paare von Transformationen, welche je als Transformationen 
erster Ordnung zu entgegengesetat gleichen Wurzeln gehiren, durch thre 
Combination k von einander unabhingige Ausdriicke liefern, geniigt man 
ausser durch die oben gebildeten Gruppen noch auf folgende Weise: 

Man gehe von einer einfachen oder halbeinfachen Gruppe des Ranges 
l aus, stelle fiir dieselbe die charakteristische Gleichung auf und wdahle 
eine weitere Wurzel so, dass sie a) mit den gegebenen Wurzeln vereinbar 
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ist, und b) keine Hauptwurzel nach sich zieht. Dieser Wurzel fiige 
man alle weiteren Wurzeln bei, welche durch dieselbe gefordert werden. 
Wenn nicht die entgegengesetzt gleiche hierunter vorkommt, so ist diese 
(sammt den weiter geforderten) hinzuzunehmen. Jeder solchen Wurzel 
ordne man eine inf. Transformation als solche erster Ordnung bei. 
Wenn hiernach die Transformationen Xq, Xa+. ++ + hinzugefiigt werden, 
so gehorcht die Combination dieser mit jeder Transformation der ur- 
spriinglich gegebenen Gruppe ganz den friiheren Gesetzen; man wiihle 
jetet noch (XaXqw) als neue, von den friihern unabhiingige inf. Trans- 
formation, und setze fest, dass sie mit allen Transformationen der 
Gruppe vertauschbar sein soll. 

Jetzt kann man eine weitere Nebenwurzel @; und alle dadurch 
geforderten (nebst entgegengesetet gleichen) hinzufiigen, thnen weitere 
Transformationen Xz, Xi +--+ suordnen und (XX) als neue Trans- 
formation festsetzen. U. s. w. 

Weitere Nebenwurzeln kinnen ganz wie vorhin hinzugefiigt werden. 

Unter den nach dieser Vorschrift gebildeten Gruppen erwiihne ich 
die beiden von Herrn Lie gefundenen Gruppen fiir drei Variabele: 


r, «r+ Bp, yr — Bp, xq, zp—yq, yp 


und 
r, P,Q, 7, yr, Hq, Hp — yq, yp. 
§ 23. 
Bestimmung weiterer Gruppen, welche ihre eigenen Hauptuntergruppen 
sind. 


Dass die in den beiden vorangehenden Paragraphen angegebenen 
Bildungen von Gruppen, welche ihre eignen Hauptuntergruppen sind, 
nicht alle derartigen Gruppen erschdpfen, hat sich fiir 1 = 1 bereits 
in den §§ 7 und 8 gezeigt und kann fiir ein grésseres J leicht erkannt 
werden. Um die allgemeine Lésung vorzubereiten, diirfte es sich 
empfehlen zuniichst eine Annahme zu verfolgen, welche sich nach 
Ausschluss der bisher zu Grunde liegenden, als die einfachste darstellt. 

Wir gehen also wieder von einer ganz allgemeinen inf. Trans- 
formation X,f aus und stellen fiir dieselbe die charakteristische Glei- 
chung auf. Wenn dieselbe & verschwindende Wurzeln hat, so lehrt 
§ 19, dass der Gruppe noch & — 1 von X, und von einander unab- 
hiingige Transformationen X,_, - - + X,-x4: angehéren, welche mit 
X, und unter einander vertauscht werden kénnen. Weitere r — k 
von den X,--+ X,-x41 und von einander unabhiingige inf. Trans- 
formationen werden dann durch die nicht verschwindenden Wurzeln 
bestimmt und mégen durch Doppelmarken «, %¢--- bezeichnet wer- 
den, Jetzt miissen & von einander unabhiingige Ausdriicke ( X,, X,,) 
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die X,... X,-x41 enthalten. Das ist nur mdglich, wenn die zu- 
gehérigen Wurzeln @, und @, entgegengesetzt gleich sind. Indem 
wir zu — , die X,, zuordnen, haben wir bisher angenommen, dass 
gerade k Ausdriicke (X,,X,,) [von Null verschieden und] von einander 
unabhiingig sind. Wir verfolgen jetzt die Annahme, dass (X,, X,,) = 9, 
aber (X,, X,) von Null verschieden ist. Dann folgt aus (r, t&, ¢,), 
naimlich aus der Gleichung: 


Cr a! ty (X,, X..) — 0, 


dass (@ — @,)* kein Elementartheiler ist. 


Es sei also 
vr 


(1) (X,, X.,) = 0, (X,, X,,) = "Cour v) Bonof, 


0 


wo die Coefficienten ¢,,..;-,) nicht simmtlich verschwinden diirfen. 

Unter den Vielfachen von — @, mégen als Wurzeln der charakte- 
ristischen Gleichung vorkommen: — @,, —2@,+-+-—m@o,. Wir 
setzen der Kiirze wegen 


> Corr”) = M, 


und wollen zuniichst annehmen, jede der angegebenen Wurzeln gehére 
nur zu einem einzigen EKlementartheiler der Determinante. Ist nun 
a irgend eine der Zahlen 1... m, so bilde man die Jacobi’sche Iden- 


titit fiir (+0, bs (as)y'), welche zu den beiden Gleichungen fiihrt: 


(2) aM = Cus (ae)o' (atte) C(arbede’ to (aee’ ot. 
Ht Cu (aede' (aeteds’ Claetehy toad — Ceg(aede! (@e— ey’ C(at—e)e! 4 (ae)! » 
(2 "7 0= Cay Cadel (aeeeds’ O(a eee’ to (ae)y’ — Ceo(aedy’ (ae—ooi C(ae—a)! ey (ae! * 


Setzen wir in dieser Gleichung zuniichst 4 = m, so wird M nur dann 
nicht verschwinden, wenn C(m.—.'./(mo;) = 0 ist. Beriicksichtigen wir 
dies und wihlen dann a der Reihe nach gleich m—1, m—2..., 
so verlangt die Bedingung M= 0, dass allgemein ¢@.—~.,'1"(a9 = 0 
ist. Addiren wir jetzt die Gleichungen (2) fiir a—=m, m—1...1, 
so folgt M = 0. 

Wenn mehrere Elementartheiler der Determinante gleich o + aa, 
sind, wenn also die Wurzel —- aw, zu mehreren Reihen von inf. 
Transformationen fiihrt, so iindern sich die rechten Seiten von (2) 
und (2*), aber das Resultat bleibt ungeiindert, wofern man auch die 
Relationen (to bs (ae),’) ..+ bildet. Somit folgt aus den gemachten 
Voraussetzungen die Gleichung: 


(3) > Coutir-v) 20) = 0. 








— 
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In gleicher Weise setzen wir jetzt fiir den Augenblick der Kirze 


wegen 
(*) = 
> Cosy’ (r-¥) a” = N, 


wo @, eine beliebige Wurzel der charakteristischen Gleichung fiir 
X,f und @® die entsprechende Wurzel fiir X,_,f ist. Die Jacobi’sche 
Identitiit (ty, ¢;', @) liefert, wofern zu jeder Wurzel nur eine Reihe 
von Transformationen gehdért, die beiden Gleichungen: 

(4) N= Cra(apeyy Caters ay — Cry ao(@—t)y (a—tototy — Cry’ as(a—t), Cla )ytya09 
(4) 0 = Can (ate, Ce$i\oy'a, — Cy’ a(a-), Cat), ays 

Man suche alle Wurzeln, welche aus @, durch Addition und Sub- 
traction eines Vielfachen von @, gewonnen werden. Unter diesen giebt 
es eine, fiir welche man durch Addition, aber nicht durch Subtraction 
von @, eine neue Wurzel erhilt. Giebt man @, gerade diesen Werth, 
so muss, damit N nicht verschwindet, ¢j.40),:¢, = 0 sein. Jetzt er- 
setzen wir in (4) und (4*) @, durch @,-+ @,, wobei die linke Seite 
von (4) ungeiindert bleibt, und finden: ¢e42.,2/ (¢+., = 9, wofern N 
nicht verschwindet. In derselben Weise fahren wir fort und addiren 
schliesslich die so erhaltenen Gleichungen (4), woraus sich ergiebt: 
N=0. 

Es diirfte gut sein, die siimmtlichen Voraussetzungen, auf denen 
das gewonnene Resultat beruht, in folgenden Lehrsatz zusammen- 
zufassen : 

In einer Gruppe sei X, eine allgemeine inf. Transformation, 
X,-1-.. Xr agi seien mit X, und mit einander vertauschbar; die 
charakteristische Gleichung habe unter anderen die Wurzeln @,, —@. @q, 
denen fiir X,-» die Wurzeln @, - ow), @) entsprechen. Ferner 
soll sein: 

(X,X,,) =a, X,, (XB )=—O, Xi, (Xp Xi) — , Kay + Cry yy Xe 
(XX, )=O, (XX) = > Cyu'(r—v) Xr—v} 


dann besteht die Gleichung: 


(5) 3 Curr») Of!) = 0. 


Diese Gileichung bleibt auch giiltig, wenn man @ durch @) ersetat. 


Die Gleichung (5) ist an sich bemerkenswerth, sie wird aber be- 
sonders wichtig durch mehrere Folgerungen, welche sich unmittelbar 
aus derselben ergeben. Verbinden wir niimlich mit (2) die Gleichung 
(Xx, Xx’) 4-0, wo (X,X,) =a, X,, (X,Xx) = — oxXx ist, so 
zeigt die Gl. (5) unmittelbar, dass die Gruppe zerfiillt. Wollen wir 
also zu einer nicht zerfallenden Gruppe gelangen, so diirfen wir mit 
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der Voraussetzung (X,,X,;)=0, (X,,X,,) +0 nicht (X,, X,/) 4+ 0 
verbinden. Auf dieselbe Weise zeigt sich, dass fiir eine nicht zer- 
fallende Gruppe mit (X,, X,;) = 0, (X,,X.) +0 nicht zugleich die 
Beziehungen (X,, Xx) = 0, (Xx, Xx) = 0, (Xx, Xx) += 0 bestehen 
kénnen. Ebensowenig geniigt es, wenn p= rr sein soll, weitere 
(X,, Xx) als von Null verschieden vorauszusetzen. Zuniichst miissen 
wir, wie wir hier — @, als mehrfache Wurzel vorausgesetzt haben, 
auch die entgegengesetzt gleiche Wurzel @, als zweifache Wurzel an- 
nehmen. Dann ist, wie bereits bemerkt: 


(6) Crue! ill C(r—v) ay" to a (X,, X,,) 5 
Crest, Cr) 16 (X,, X.,) 

Zugleich muss (X,,X,,) als von Null verschieden und von siimmtlichen 
(X,, Xx,) unabhingig angenommen werden. Endlich ergiebt sich, 
dass nicht nur kein X,,, Xx,..., sondern auch kein X;.4,), vorkommen 
kann; man hat nur (r, (ce + x),, (¢-+x),’) zu bilden. 

In der Jacobi’schen Ideuntitiit (r, ¢,, %,) 
(7) Cran, (X,, Xx) + Cr x, x, (X,, X;,) = Cr (x) (9), Cran (Ob) Xi+x), 
beachten wir den Coefficienten von X;.4,), und verbinden damit die 
aus (7, t), *,) und (r, t,, *)) folgenden Gleichungen, von denen die 
erstere ist: 








Crt, Hy Cty Hy ($e) = Cage (exe), Cr (eH) (4H )0 9 
so ergiebt sich: 


(8) Crxs(e+Hh = 9,  Cyx, (ete), = O- 
Aus der Jacobi’schen Identitit fiir (c,, «,', a): 
(9) > Cu, «| (r—yv) @\”) = Cy a, (a-+-e), C(ae+-t),, t1' — Cu,’ a, (a@ Do Ca—t),, 4 
leiten wir in der schon dfters angegebenen Weise her: 
(10) > Cue’ (r—v) (2a + Qe ca”) = 0, 
WO Gq, eine ganze (positive oder negative) Zahl mit Kinschluss der 
Null ist. Ist also > C4’ (r—») @” == 0, so muss auch fiir jede Wurzel- 
reihe @) sein: > Cyx'r—-» @® = 0. Damit die Gruppe ihre eigene 


Haupt-Untergruppe ist, miissen mindestens / Paare @, und — @, vor- 
kommen, fiir welche 


(X,, X,,) —= > Cu ey (r—v) Eo-» 


> Cu 41’ (r—v) c\”) 4+ 0 


ist. Zugleich lassen sich alle Wurzeln , als homogene lineare Func- 
tionen der w, mit rationalen Coefficienten darstellen. 


und zugleich 
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Ganz entsprechend der Gleichung (9) ist die folgende: 


(11) >: Cu ey (r-¥) a) == Cox, (ete, C(xpoae’ % A Ce’ a (e—O, Cx—dyamy's 


welche sich aus dem Coefficienten von X,, in (¢,, ¢,', x,) ergiebt. 
Jetzt leiten wir aus der Jacobi’schen Identitaét die Relationen 


(bp 8:0 Se) (4, be» (29) ... her, deren erste ist: 


¥ Coes (r—v) ©) S Cx, 4,(24), CR Dou’ — > Cu w(r—) C(r—v) tt, 


und addiren dieselben, so folgt: 


(12) > Coy (r—v) C(r—v) ty = UA Cues (r—v) ), 


wo q eine positive ganze Zahl mit Ausschluss der Null ist. Hiermit 
bringen wir noch (ty), 4’, *,) zusammen, nimlich: 


(13) > Cr. (r—W) Clr—¥) 41% = Cayas (ept)y Clepedots’ hy — Cus’ (HO, Ce Oy to Hor 
Die Gleichung (10, #,, (e+ x),'), niimlich ; 


Ce metho (Xeepny, Xeepaen’) A Oxy (ety' ey’ (Ney Me) AE cepa’ gry (Xe: Xx.) = O 
lehrt unmittelbar, dass unter den siimmtlichen (X,,X,,) héchstens 1 
von einander uhabhiingig sein kénnen, Diese Zahl wird auch jedesmal 
erreicht, wenn das System der a,, nicht dem System A) dquivalent 
ist. Denn wenn weder @,-+ @, noch o,—a@, mit , und @, eine 
neue Wurzel ist, so wird die rechte Seite von (13) verschwinden. 


Demnach muss >: Cr,u'(r-v) Cr—»),x, = 0 sein, wihrend entsprechend 
> Cty (r—») Cir—vyey Dicht gleich Null sein kann; und es kénnen 


(X,, X.) und (X,, Xx) uicht durch Multiplication mit eimem con- 
stanten Factor in einander iibergefiihrt werden. Diese specielle Voraus- 
setzung tiber die Wurzeln w, und @, kann aber immer gemacht werden, 
wenn das System der a,, nicht in A) iibergefiihrt werden kann. Als- 
dann ist also die Zahl k der verschwindenden Coefficienten %,...y,—+41 
mindestens gleich 27. Nur wenn das System a,, auf A) hinauskommt, 
miissen wir es wenigstens als méglich hinstellen, dass die simmtlichen 
(X,,X,,) auf weniger als 7 von einander unabhingige inf. Transfor- 
mationen hinauskommen. 

Man wihle jetzt 7 von einander unabhingige Hauptwurzeln 
@, @,... und stelle die 1 Gleichungen auf: 


(14) > Nr—v Cr—v) uu, = 0, > Nr—v C(r—v)x, x, = Qe+-s 


Dann bestimmen diejenigen 4, welche diesen Gleichungen geniigen, 
mindestens eine (J — 1)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit. Diess ist 
unmittelbar klar, wenn k> 21 ist. Sollte das aber nicht der Fall 
sein, so werden auch die Gleichungen (14) nicht siimmtlich von ein- 
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ander unabhingig sein. So oft von diesen Gleichungen mehrere von 
einander unabhangig sind, muss auch die Zahl der von einander un- 
abhiingigen (X,, X.), (Xx, Xx)... zunehmen. 

Um das zu beweisen, beachte man (r — v, «,, *,) und 
(r —v, «+x), x’), nimlich die Gleichungen: 


Cir—v) txt, Cox (t+) + C(r—v) x, % Ce, x (0+H), = C(r—v) (+x): (t+), Ce ey (0%) 
Chr—v) (eH) (Hhaly Cedar’ AE C(r—vy ay’ x) C$ 2h Xe! &y = Clr— 9) 1 Cees e+ 
Da der Quotient ¢—») x, x,’ ? Cr—»)x,x, Von v unabbiingig ist, so kénnen 
die vorstehenden Gleichungen nur dann von einander unabhiingig sein, 
wenn die Gleichung 

Ce, x1 (t-+%), C+x), ee Cr, %, (+2), Cex). 1 019 

sowie diejenige Gleichung besteht, welche man hieraus durch Ver- 
tauschung der Marken ¢ und x erhilt. Indem man X,, und X, mit 
passenden Factoren multiplicirt, kann man erreichen, dass 
(15) Cx, (+x), = Cu, Xo (t-+x), = Cer xy (0+), 
ist, und man kann bewirken, dass entsprechende Gleichungen fiir 
alle diejenigen Marken bestehen, zu denen man durch Addition und 
Subtraction der Wurzeln , und @, gelangt. 

Die Wurzeln , und @, seien durch die Zahlen a,, und a,, ver- 
bunden; aus @, erhalte man durch Addition und Subtraction von a, 
die Wurzeln 

Oy — AM: ++ W,y— DM, Wye-> @, + ba, 
wo b—a= az, ist; ebenso mégen die Wurzeln 
%—A@x,-++ Mees Oo +b’ a, 

vorkommen, wo b’ — a =a, sein muss. Sind fiir Xj4.%),, Xi+,), . 
constante Factoren passend gewihlt, so gelten folgende Relationen: 

C(r—v) (xe) (X42), = Clr—v) x; x + C(r—v) toa 

C(r—v) (x—e), a — Cir—v) x, %, C(r—v) ty 9 

Cr—v) (e420) (R420), = Orv) M1 Hy HF 2 CH») 6 


Indem man nun in (13) @, durch alle Wurzeln @,—a@,-+-@,+6@, 
ersetzt und addirt, erhilt man die Gleichung: 


> Cc, ty" (r—v) {2 cir») 1% + Ax. C(r—») usp =0 


und entsprechend: 


7 ¥ Cx, x,’ (r—v) {ax C(r—y) x, %, + 2 ¢(r—») 4 wt = 0. 


Da a, 24x, nicht = 4 sein kann, so miissen jedesmal, wenn die beiden 
ersten Gleichungen (14) von einander unabhangig sind, auch (X,, X,,) 
und (X,, X,,’) wesentlich verschiedene inf. Transformationen darstellen. 
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Ersetzt man in der ersten Gleichung (14) die Marke ¢ durch v’, 
so erhalt man die erste Gleichung wieder bis auf einen constanten 
Factor. Bildet man die entsprechende Gleichung fiir die Marke « + x, 
so erhilt man eine Gleichung, welche sich aus den beiden ersten 
Gleichungen (14) homogen linear zusammensetzt. Man kann also 1 


von einander unabhiingige inf. Transformationen > Yr-v Xr» 80 be- 
stimmen, dass fiir alle Marken ¢ ist: 


(16) (D> w+ X41, X,) = TX f. 


Die Gleichungen (14) findern sich nicht, wenn man X,, durch 
X., + 4. X,, ersetzt. Nimmt man jetzt X,, in der Schaar uw X, + 7X,, 
willkiirlich an, so soll zunichst 4, so gewihlt werden, dass wenn 
gesetzt wird: 


(Xap Xa bm Xe) =D? ter Xen 


fiir die Coefficienten ym, ... %-—-x41 die Gleichungen (14) bestehen. 
Diess giebt die Gleichungen: 


‘ 2 } Ce, 0’ (7-9) C(r—y) e i) + He ‘ } Cu 0! (r—9) C(r—y) eae 0, 


(17) 4 } Cue! (r ~¥) e —¥) HH + He 7 } Ce, 0 (r-9) Cr ry)xx, = 0. 


Wir haben zu beweisen, dass diese / Gleichungen auf.eine einzige 
hinauskommen. Nun haben wir bereits bewiesen, dass wenn der 
Quotient 

C(r—v) 4 ty * C(r—v) x, x 
nicht fiir alle v denselben Werth hat, dann die Gleichungen (15) und 
die entsprechenden fiir « + x u.s. w. bestehen. Wir suchen dann in 
(t,, 4, *,) den Coefficienten von X,,, welcher liefert: 


> Cou’ (rv) C(r—v) x, x, = Ce, x, (x0, Clee), an! m + Ce, ey (xe) C(x +t)y tu’ * + 
— Cr,’ x, (x-e), Cx 2.45, C. x, (x —t), Clix thy ty %* 


Daraus folgt in der bereits oben durchgefiihrten Weise: 


> } Cu, a! (r—v) (2e%,- v) #, %, + Ax « C(r—v) e, «) = (), 


Somit wird auch in diesem Falle die zweite Gleichung (17) aus der 
ersten durch einfache Multiplication mit einem constanten Factor 
erhalten. 

Man wihle iiberhaupt 7 inf. Transformationen X,,, X,,..- je 
in den betreffenden Schaaren beliebig und bestimme die X,,;, X,,,... 
so, dass die Gleichungen (17) und die entsprechenden fiir 9, 4 -. - 
erfiillt sind. Um fiir X(.4., die richtige Wahl zu treffen, lasse man 
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(Xi, Xx.) = Cex, c+), Xe4x, sein. Hierbei ist das Verfahren einzu- 
halten, welches im vorigen Paragraphen (S. 78) fiir einen iihnlichen 
Zweck eingeschlagen ist. Auch ist der Beweis, dass man hierdurch 
fiir jede Marke zu einer ganz bestimmten Transformation gelangt, 
wenn auch die zugehérige Wurzel auf mehrfachem Wege aus den / 
zuerst gewihlten Wurzeln @,, a, ... erhalten werden kann, ganz dem 


dort gelieferten Beweis gleich: man hat die Relationen (4, %, (6+ x),’) 
und (t,, *,, 4,) zu benutzen. 

Jetzt vertreten die Wurzeln @,, @,... und alle daraus vermittelst 
der Coefficienten a,, erhaltenen die friiher definirten Hauptwurzeln 
und sollen auch als solche bezeichnet werden, Zu ihnen gehdren inf. 
Transformationen X,,, Xx,..., welche in der angegebenen Weise ge- 
wihlt sein sollen. Diese bestimmen mit / inf. Transformationen 


>) w-»X,», fiir welche die Gleichungen (14) erfiillt sind, und 


welche jetzt als X,...X,-:41 bezeichnet werden sollen, eine einfache 
oder halbeinfache Gruppe. Die iibrigen inf. Transformationen, durch 
welche nach den obigen Festsetzungen die Gruppe bestimmt ist, und 
zu denen die simmtlichen X,,, sowie die (X,,X.,) gehéren, bestimmen 
eine invariante Untergruppe. 

Gleichwie bei den Voraussetzungen des vorigen Paragraphen alle 
Elementartheiler vom ersten Grade sind, so kénnen sie hier héchstens 
vom zweiten Grade sein; aber wenn auch fiir eine ganz allgemeine 
inf. Transformation ein Elementartheiler vom zweiten Grade ist, so 
wird derselbe in zwei Elementartheiler ersten Grades zerfallen, sobald 
durch die gewihlte Transformation diejenigen Bedingungen befriedigt 
werden, welche fiir X,....X,~:,1 vorausgesetzt sind. Diese Folgerungen 
ergeben sich aus den Entwicklungen des vorigen Paragraphen (S. 80). 

Indem wir jetzt dazu iibergehen, die einzelnen Classen von 
Gruppen, welche den hier aufgestellten Bedingungen geniigen, kennen 
zu lernen und niher zu charakterisiren, ist es angebracht, nur den 
Fall einer einzigen invarianten Untergruppe in’s Auge zu fassen. Wir 
haben dann zwei Fille zu unterscheiden, von denen jeder in mehrere 
Unterabtheilungen zerfillt: 1) mégen iiberhaupt nur die Wurzeln 
@,, @, ... Vvorkommen, oder es sollen doch alle weiteren Wurzeln 
aus ihnen vermittelst ganzzahliger Coefficienten gebildet sein; und 
2) es sollen ausserdem noch Wurzeln vorkommen, welche sich aus den 
Hauptwurzeln nicht vermittelst ganzzahliger Coefficienten bilden lassen. 
Im ersten Falle mégen ausser den Hauptwurzeln @,, @, ... noch 
als Nebenwurzeln vorkommen m,@,-- m,@,..., Wo die m, ganze 
Zahlen sind; jede solche soll mit @,, 3... bezeichnet werden. Wenn 
dann 20 @_ und — @,g gehéren X,,, Xo, resp. Xe, Xa’, so nehmen 
wir zuvorderst an, es sei (Xq, Xa.) = (Xa, Xa) = (Xa, Xa) = + = 0, 
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Dann gehért jede Nebenwurzel einem Elementartheiler ersten Grades 
an, und wenn nur eine einzige invariante Untergruppe vorhanden 
sein soll, so miissen die Nebenwurzeln einfache Wurzeln sein. Da 
fiir jede Nebenwurzel @, nothwendig ((X,, X.,’) X.) = 0 ist, so muss 
wegen (to, ¢,', @) auch Ce.(a+., = 9 sein, wie man erkennt, indem 
man zuniichst @, so wiihlt, dass @_ — w, keine Wurzel ist, und indem 
man dann in der angegebenen Relation die w, der Reihe nach durch 
MQ, —- @, W_—2a@,... ersetzt. Die Gleichung Ce.(c+., = 9 gilt 
auch noch, wenn @, + @, eine Hauptwurzel ist. Andererseits sei @, 
eine Nebenwurzel, zu welcher man durch Addition zweier Haupt- 
wurzeln @, und w, gelangt; dann lehrt die Jacobische Identitit fiir 
(@, ty, %') 2 Cox's, =O, Car’x, = 9. Ebenso folgt ¢a+x)a'x,=9. Die 
hier gefundene Classe von Wurzeln kann demnach in folgender Weise 
charakterisirt werden: 


Man gehe von einer einfachen (oder halbeinfachen) Gruppe G, 
vom Range / aus; in dieser wihle man X,...X,~.41 mit einander 
vertauschbar, aber sonst ganz allgemein; die Haupttransformationen 
der zweigliedrigen Untergruppen, denen X, angehdrt, bezeichnen wir 
mit X,,, X,,.... Man suche nach den Anweisungen von § 12 weitere 
Wurzeln, welche mit den gegebenen Wurzeln vereinbar sind, und 
richte die Wahl so ein, dass die Coefficienten ganzzahlig sind. Ausser- 
dem hat man eine gewisse Anzahl verschwindender Wurzeln hinzu- 
zufiigen, Jeder Nebenwurzel @, ordne man eine inf. Transformation 
X, so zu, dass (X, Xz) = @,X, ist; fiir mg —@, ersetze man X, 
durch X,. Die zu den weiteren verschwindenden Wurzeln gehérigen 
inf. Transformationen mégen mit X,_;... X44: bezeichnet werden. 
Dann bestimmen die X,_;... X,-241, X.,, Xe eine invariante Unter- 
gruppe, deren Transformationen mit einander vertauschbar sind. Wenn 
@, + @, = wg ist, so wird (X,,X_) durch Xg ausgedriickt und ¢,,a¢ 
verschwindet nicht. Hier kann @, oder ws gleich einem @, sein. 
Ganz entsprechend wird (X,,X,,) durch X,,... X-—a41 und (X,, X, 1) 
durch X,, dargestellt, ohne dass die Coefficienten verschwinden. 


Wollte man die Nebenwurzeln als einfach voraussetzen und dabei 
annehmen, dass (X_Xq') von Null verschieden ist, so miissen sich 
alle (X, X,,) durch eine einzige inf. Transformation darstellen lassen. 
Wenn auch die Nebenwurzeln zu Elementartheilern zweiten Grades 
gehéren, so hat man zu denjenigen Transformationen, durch welche 
die (X,,X.,) dargestellt werden kénnen, héchstens zwei hinzuzufiigen, 
um alle (Xo, Xu) und (X,, Xq,’) darstellen zu kénnen. In beiden 
Fillen miissen noch bestimmte weitere Bedingungen erfiillt sein; ob 
aber iiberhaupt diesen Voraussetzungen Gruppen entsprechen, kann 
ich noch nicht angeben. 
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Wir nehmen jetzt an, es kiimen auch solche Nebenwurzeln vor, 
deren Ausdruck gebrochene Coefficienten erfordert; und dabei wollen 
wir die Entwicklungen nur in dem Falle durchfiihren, wenn alle 
Nebenwurzeln diese Kigenschaft haben. Indem wir die X,... X,—241 
und die X,, in der festgesetzten Weise bestimmen, ist durch diese 
eine einfache oder halbeinfache Gruppe gegeben, in welcher alle Coeffi- 
cienten ¢ als bekannt vorauszusetzen sind. Zugleich wird durch 
diese Transformationen nebst den X, und den (X,,X,,) eine Unter- 
gruppe bestimmt. Daraus folgt, dass die (X,,X,,) sich durch / von 
einander unabhingige inf. Transformationen, aber nicht durch weniger 
darstellen lassen. Man kann also 


Co ey (r——v) Ce, og V—t—-9) Cy (r—-v) 
machen fiir »=0...1—1; ebenso 
(X,-1-» X,,) = w,”) X,, 
und fiir 
OO, + Wy = 2 ? Cex, a = Coed, = Cy xd. 

Machen wir zuerst die Voraussetzung, dass die Nebenwurzeln 
nicht nur zu Elementartheilern ersten Grades gehdéren, sondern sogar 
einfach sind, so folgt aus (¢), ¢,’, @), nimlich aus der Gleichung: 


Cu a (a1) Gat) a F Can (ate) Cats n'a =O, 

dass Ca,(e}) = ist. Die Relation («, (¢ — a), «;) lehrt, dass alle 
(X_ Xa’) sich entweder aus den (X,, X,,) allein oder mit Hinzufiigung 
einer einzigen weitern Grésse ergeben. Es eriibrigt nur noch die 
Cap. fiir @e + @; = @, zu bestimmen, worauf hier nicht niher ein- 
gegangen werden soll. Um ein Beispiel anzufiihren , bestimme man eine 
Gruppe durch die Transformationen Y,, Y,, Y_», Xo, X,,X-2, X,, X-1,Z, 
indem wir festsetzen: 


(Y,¥s)=¥,, (X,¥2)—(¥,Xs)—X, (Y¥,)——2Y,, 
(Y¥, Y-2) = 2Y-2, (Y) X,) = — 2X), (YX_2) = 2X2, 
(X, ¥,) = — 2X,, (X, Y-2) = 2X-2, (YX,) =— X,, 
(YX_1)=— X1, (Y,X:)=X,, (¥-2X,;)—= Xu, (X,X1)—Z, 


wo Z eine ausgezeichnete eingliedrige Untergruppe ist. Im _ vor- 
liegenden Falle zerfiillt die sechsgliedrige invariante Untergruppe in 
zwei dreigliedrige; ob das allgemein stattfindet, midge offen gelassen 
werden, 

Wir nehmen jetzt an, auch die Nebenwurzeln gehérten zu Ele- 
mentartheilern zweiten Grades. Indem dann zu @.« die inf. Transfor- 
mationen X,, und X,, und zu — @q die X,; und X,, zugeordnet 
werden, muss (X,, X,,)==0 sein. Wir bilden die Jacobi’sche Identitiit 
fiir (¢9, ¢,’, @,) und ersetzen @, hier der Reihe nach durch alle Wurzeln, 
zu denen man aus einer solehen durch Addition und Subtraction von 
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w, gelangt. Dann zeigt sich, dass wenn ((X,, X.,) X.,) nicht ver- 
schwindet, auch kein ¢,,c,(40), Verschwindet, wofern @, + @, eine 
neue Wurzel ist. Fiigt man hierzu eine passend gewiihlte Relation 
(to, &, %,), 80 erkennt man, dass iiberhaupt, wenn irgend einmal 
C.,a,¢-+e), VON Null verschieden ist, diess jedesmal fiir cy, ¢,¢4~, ein- 
treten muss, wofern nur @, + @g eine neue Wurzel ist. 

Ganz entsprechend zeigen wir unter Anwendung von (a), @,', t;), 
dass mit (Xq, Xa) + 0 fiir @e + @g =, auch ¢g,¢,,, vou Null ver- 
schieden sein muss, und dass umgekehrt das Nicht- Verschwinden 
eines Coefficienten ¢,,g,,, dasselbe fir (X,, Xe,) nach sich zieht. 

Man kann immer eine Hauptwurzel w, und zwei Nebenwurzeln 
@. und @g so auswiihlen, dass @,-+-@, eine neue Nebenwurzel o, 
und @, + @3 + @, eine weitere Hauptwurzel @,, dass aber @, + @~ 
keine neue Wurzel ist. Dann lehrt die Relation (tg, a, B;) ! ¢,,«,y, Cybi% =; 
dass entweder (X,, Xa,) oder (X,, Xs,) gleich Null sein muss. Somit 
werden wir hier auf zwei sich gegenseitig ausschliessende Mdglich- 
keiten gefiihrt, niimlich ob die Coefficienten ¢,,¢,(a4, oder ob die 
Ca,,, Yon Null verschieden sind. Der letztere Fall liefert allerdings 
Elementartheiler ersten Grades. 

Umgekehrt kann man aber den Fall, dass derartige Doppelwurzeln 
vorhanden sind, immer in der angeyebenen Weise behandeln, wenn 
man uur die X,, so wihlt, dass (X, X,,) stets gleich Null ist. 

In der ersten Classe bilden bereits die Xq, fiir sich eine invariante 
Untergruppe, und zwar eine solche, deren Transformationen simmtlich 
mit einander vertauschbar sind; dagegen enthilt die invariante Unter- 
gruppe fiir die zweite Classe keine invariante Untergruppe von ge- 
ringerer Gliederzahl unter sich. Wollten wir annehmen, dass sowohl 
die (Xe, Xz) wie die (X,,X.,) immer gleich Null sind, so wiirden 
wir zu vollstiindig getrennten invarianten Untergruppen gelangen. 

Jede der beiden angegebenen Méglichkeiten schliesst wieder die 
beiden Fiille ein, dass auch alle (Xu, Xu,), (Xa, Xa,) sich bereits 
durch die (X,,X,,’) darstellen lassen oder neue inf. Transformationen 
bediirfen. Im ersten Fall ist k —21, im zweiten —2/-+ 1 oder 
= 21+ 2. Es unterscheiden sich niimlich die (X,, X.,) nur durch 
einen constanten Factor, die (X_, Xa,') dagegen lassen sich durch eine 
unter ihnen und die (X, X,) ausdriicken. 

Als Beispiele fiihre ich zwei zehngliedrige Gruppen vom Range 
Eins an, von denen zehn inf. Transformationen mit X,, X,, X,’, 
Y,, ¥;, Y,, U, U’, V, V’ bezeichnet werden migen. In beiden 
Gruppen soll sein: 


(X, X,)—=—2X,, (Xp Xy) = 2X’, (KX V,)=—-2Y,, (X Y,)=2Y,, 
(X, U) =—U, (X,U’)=U', (X,V)=— VJ, (X, V')=V', 
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(YoX)=—2Y,, (YX )—2Y', (YUJ=—V, (YU )=V’, 
(X,X)=X, (¥,X))=—(XFY)=—N, 
(X/V)=—V', (XU) =—U, (X,V)=V, (XU) =U. 
Hierzu treten in dem einen Falle: 
(X,U)=V, (¥/U)——-V, (%U)—-V, (%U)=V 
(UV) =(U'V') = (UV) =(U'V) =0. 
Im zweiten Falle dagegen ist: 
(¥,0') =(¥,'U) = (¥,U) =(¥,U') =0, 
(GV)—2Y,, (U'V’)—2Y,, (UV )=—Y,, (U'V)— Y,. 
Die nicht hingeschriebenen Combinationen geben ein verschwin- 
dendes Resultat. Die erste Gruppe lisst sich in vier Variabeln 

“2, Y, u, v, wenn denselben die Differentialquotienten P, 4, 7, & ent- 

sprechen, in folgender Weise darstellen: 

X,=—p, Y¥,=—q,0=r,V=s, X,—2ap+2yq+ru+syv, 
Y,=2xq+2ys, X, = 2p + 2xeyq + (ur + vs) er + yus, 
Y/=2?q+ 2us, ‘=<ys-+ car, V’ == £38. 

Die zweite driicken wir in drei Variabeln entsprechend aus: 


X,=p, ¥,=q, U=r, V=22q, X, = 2ap + 2yq + er, 


Y, = 22q, X= ap + 2xyq + zer, 
Y,'= 27q, U’ = zr, V’ = 2x24. 
§ 24. 


Zusammensetzung aller Gruppen, welche ihre eigenen Haupt- 
untergruppen sind. 


In einer Gruppe, welche ihre eigene Haupt-Uutergruppe ist, sei 
X,f als eine inf. Transformation ganz allgemeiner Art vorausgesetzt. 
Fiir diese habe die charakteristische Gleichung k verschwindende 
Wurzeln, so dass nach einem friiher bewiesenen Satze k — 1 weitere 
Transformationen X,_,; ... X,-a;1 vorkommen miissen, welche mit 
X, und unter einander vertauschbar sind. Zu jeder nicht ver- 
schwindenden Wurzel , gehéren bestimmte Transformationen X,,... X.y 


fiir welche die Gleichungen bestehen: 
(X, X.,) = @, X,,; 
(X, X,) = O, X,, + Cr ty to see (X, X.,) = Oo, X,, -+ ee 


Die r auf diese Weise gefundenen inf. Transformationen werden der 
Untersuchung zu Grunde gelegt. Da die durch die (X,X,) bestimmte 


fo 
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Gruppe mit der gegebenen zusammenfallen soll, so miissen zu gewissen 
Wurzeln die entgegengesetzt gleichen vorkommen, und wenn X,,, X,)... 
zu —, gehdren, so miissen fiir gewisse Paare entgegengesetzt gleicher 
Wurzeln die Beziehungen bestehen: 


(1) (XX) = > Cig tg (r—») Xr») 


wo wenigstens einige der Coefficienten nicht verschwinden. Da aber 
nach den Entwicklungen, welche im Anfang des vorigen Paragraphen 
im Anschluss an die Gleichungen (2) — (4) durchgefiihrt sind und 
welche sich unmittelbar iibertragen lassen, zugleich mit der Gleichung 


>: Ciaqir—v) O” —= 0 auch >; Cx b(r—v) O2) = O 


sein muss, wo @,... a!) irgend zusammengehirige Wurzeln fiir 
X,... Xp—z41 sind, so muss es moglich sein, die @, und — w, und 
die Marken a und 6 so zu wihlen, dass 
(2) > Cu, & (r—v) oo”) = 0 
ist. 

Aus dieser Gleichung ergeben sich weitere Folgerungen. Die 
Relation (¢,, ty, 4), zu der man fiir den Fall, dass — 2@,... Wurzeln 


sind, noch (a, ty (2e),’) ... fiigt, sowie iiberhaupt die Relationen 
(ta, to, &) fir c—O...6— 1, liefern das Resultat, dass 

1) nicht alle Coefficienten ¢,,.;(-—» gleich Null sind, und dass 

2) fir c= 0... 6-1: S eden of = 0 ist. 

Ebenso diirfen, wenn > <a ist, die Coefficienten ¢,, .;(--») nicht 
simmtlich verschwinden, aber es muss B Cy (r-v) O”) == O sein, 

Die Jacobi’sche Identitiit fiir (7, &,, 4’) liefert: 

Crtgtena (Xtga Xe) $ Cree ates (Xue Xu) $e 0. 

Nimmt man hier an, (X,. , X.;)... (X., X.,) seien gleich Null, aber 
(X.,_, X.,) nicht, so folgt ¢,.....,= 0; dann kann also @, keinem 
Elementartheiler (¢ + 1)" Grades angehéren. Wenden wir diess auf 
die oben gemachte Voraussetzung an, so folgt: 

1) o, kann zu keinem (a -+ 2)-fachen Elementartheiler gehiéren; 

2) es ist (X,_, Xi) = +» = (XX) = 0. 

Ebenso folgt, dass nur (@ + @,)°*+, nicht aber (@ + @,)* ein 
Elementartheiler sein kann, und zugleich (X,, X4,_,) = --- =O ist. 

Die Jacobi’sche Identitit fiir (r, o, 4’) liefert fir c+b—b+ 1, 
wofern 6 die kleinere der Zahlen a und } ist, die Gleichung: 
ay (ag Kh) res ha (Xe, Xi_1), 


c—1 


¢ 
T be te 


7* 
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woraus sich ergiebt, dass alle (X., Xi,), fiir welche 9 + 6 =b ist, 
von Null verschieden sind und sich von (X,,X.,) nur durch einen con- 
stanten Factor unterscheiden. Hieraus folgt denn, dass in (1) und 
(2) die Nummern a und § einander gleich sind. In gleicher Weise 
sind iiberhaupt, wenn m-+n—c-+bd und 2a>c+b> a ist, die 
(Xen X..) und (X.. X.) ausser durch einen constanten, von Null ver- 
schiedenen Factor nur um solche Gréssen (X,, X,,,) verschieden, fiir 
welche 9 -+6<m-+n ist, 

Die Relationen (i), &, ta’) und (t&, ta, tq) zeigen entsprechend 
der Gl. (12) des vorigen Paragraphen, dass fiir )< ¢<a 


> Cu, ty (r—9) C(r—v) te ty = 0 
> Coot (r—*) C(r—v) ta te 


s Cr, th (r—») a”) 


ist, dass dagegen 


sich von 


nur durch einen constanten Factor unterscheidet. Daraus folgt, dass 
sich (X,,X,,) nicht durch (X,, Xi)... (X.,_, X¢,) darstellen lasst, 
dass iiberhaupt die simmlichen Ausdriicke (X,, Xi,) gerade a+ 1 
wesentlich von einander unabhingige Functionen der X,... X,—,41 sind. 

Wir fassen die vorstehenden Resultate in folgender Weise zu- 
sammen : 

Damit die Gruppe thre eigene Haupt- Untergruppe ist, muss ihre 
charakteristische Gleichung [fiir eine ganz allgemeine inf. Transformation 
mindestens ein Paar entgegengesetzt gleicher Wurzeln haben. Wenn k 
der Coefficienten w-, Wr1- ++ Wr—-nq1 tdentisch verschwinden und damit 
alle Unterdeterminanten r — k + 1%" Grades der charakteristischen 
Determinante, so migen mit der einmal angenommenen allgemeinen inf. 
Transformation X,f die weiteren X,1 .. . X+~x41 vertauschbar sein. 
Zugleich mége einer Wurzel w, fiir X, die Wurzel wo” fiir X,_, ent- 
sprechen. Zugleich migen zu @, a-+1 inf. Transformationen gehiren, 
so dass die Gleichungen erfiillt sind: 


(X, X.,) aati. X,, + Xia 
(X, Xs) = OMX + Kiy_g 6 + + (XX) = @ X,,, 
und ebenso migen zu — w, die Transformationen gehiren: 
(X, Xv) =-— @, Xi, + Xe: 
(X,Xi_,) = — a Xi_, + Xi, + + (KX) = — a X,. 
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Endlich diirfen X,, und X, nicht mit einander vertauschbar und 
soll A” Cf r-» @ von Null verschieden sein. 

Dann muss je einer der su w, und — a, gehirigen Elementar- 
theiler den Grad a+ 1, aber keiner derselben darf einen hiheren er- 
reichen. Ferner ist (X., X,) = 0, wenn 09 +6 <a ist, aber 
(X,, Xv) +9 fir eto >a; tt r+3—m+n, 80 ist bis auf 
einen von Null verschiedenen Factor das (X,,X.) gleich (X,, Xi) 
vermehrt um Ausdriicke von solchen (X, . X\,), fiir welche p+-o<m+n 
ist. Alle diese (X., Xv) stellen a -+-1 von einander unabhiingige Aus- 
driicke dar. Aber wenn 9+ 6< 2a ist, so ist 


>? Cig gir-n) Of) = 0, 


WENN a, O ... @*-Y) irgend einander entsprechende Wureeln fiir 
X,, Xr-1 -.- Xap sind, 

Wenn eine Wurzel den im voranstehenden Lehrsatze aufgeziihlten 
Bedingungen geniigt, so mége sie als Hauptwurzel bezeichnet werden. 
Dazu ist erforderlich, dass auch die entgegengesetzt gleiche Grésse 
eine Wurzel ist, und dass, wenn zur ersten die Transformationen 
X,,, X, ..-X,, gehdren, zur zweiten die X,;, X,...X/ gehdren, 
und dass diejenige Transformation, welche man durch Combination 
von X,, und X,, erhilt, mit keinem X,,...X,, vertauscht werden 
kann. Es ergiebt sich unmittelbar, dass wenn @, eine Hauptwurzel 
ist, dasselbe von — @, gilt. 

Wir suchen jetzt alle von einander unabhingigen Hauptwurzeln. 
Dabei betrachten wir mehrere Hauptwurzeln, z. B. @,, @,, @, nur 
dann als unabhingig, wenn die Gleichungen 


> (@¢,, ar”) + bex, x, (r—») + CCy.a (r—»)) a”) — 


> (ac, (r—9) + bex, x, (r—¥) -b CCy.2',(r—»)) wo? = 0, 


fiir alle Wurzeln @,., m3 ... und constante Werthe a,b,c nur dann 
erfiillt werden kénnen, wenn a, b,c gleich Null sind. Da die Gruppe 
ihre eigene Haupt-Untergruppe ist, so miissen, wenn / die Zahl der 
von einander unabhiingigen Hauptwurzeln ist, zwischen den r — k 
Wurzelreihen noch k — 1 lineare Bedingungen bestehen. Somit ist 
L gleich dem Range der Gruppe. 

Wir machen die Voraussetzung, dass alle Hauptwurzeln zu Ele- 
mentartheilern von demselben Grade gehéren, indem wir hoffen, dass 
diese Voraussetzung selbst in den Fillen, wo sie nicht nothwendig 
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ist, uns fiir die Bildung der Gruppen den néthigen Anhalt liefert. 
So seien @,, @,, @, + @, drei Hauptwurzeln und alle drei seien 
(a + 1)-fache Wurzeln im Siune der Gleichungen (1). Dann bilde 


man fiir ¢ <<a die Jacobi’sche Identitit (ta, Ma, (6+ x)): 


>" {%, ¥%q(t+*)m (Xieten Xie+n\) + Cg (+H), (Xe, X.,) + 
0 
H etm ig in (Kain Xxq)} = 0. 
Da o, und w, unabhingig sind und demnach (Xx, X,,) nicht durch 
(X,, Xu.) und solche (Xa, Xz, ) dargestellt werden kann, fiir welche 
o+6 < 2a ist, so muss 
(3) Cag (etx), = Come gx =O (fiir ¢ < a) 
sein, Ehbenso folgt fiir 6 und ¢ <a, dass ist: 
Cry (0+), ta = 0. 


Die vorstehende Entwicklung gilt auch fiir ¢ =a, wenn @, + @, 
keine Hauptwurzel ist; dann folgt: 


Cura (+H)q = 0. 
Ebenso, wenn @, — @g, @2-+ @, — @_ — w, Nebenwurzeln sind, 
zu denen etwa die Marken ¢ und > gehéren, so liefert die Relation 
(1a, O., (@ + ty’) in gleicher Weise: 
Ca-(atily i, = 0. 
Hieraus folgt der bereits friiher erwihnte Satz: 


Wenn eine r-gliedrige Gruppe des Ranges | einfach oder auch nur 
halbeinfach sein soll, so muss die charakteristische Gleichung fiir eine 
allgemeine inf. Transformation r —1 von Null verschiedene ungleiche 
Wurzeln haben, welche paarweise entgegengesetat gleich sind, und die 
zu entgegengesetat gleichen Wurzeln gehirigen Transformationen diirfen 
nicht vertauschbar sein. 


Die Jacobi’sche Identitit fiir (7, tm, %,) liefert die Gleichung: 
Crigy ty—t (Mtg —a Arey) TH rey na (egy —e Hoey) H Oren tn —3 (Xena Xe) Fo 
FOr ey yt (Xe Xena) Her *n *n—2 (Xe Xxy2) Fer *n*n—3 (Xi, Xx, _s) + 
( eo” Coy y(n (Cr (+ nen (Een —1 A pa 
Hb Cr (e+) gen (+ mpen—2 M+) men—2 F***) 
Flay eq (bmn —1 (Cr+ gen —1 OP men —2 men —2 
FOr (e420) 4 n—1 (4 mp3 mens) 


Hierin nehme man den Coefficienten von X(4»),.,,,- Iudem man 
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zunichst m-+ n =a sein lisst, wird der rechts stehende Coefficient 

gleich Null; nun setze man m=a, n =O und erhilt 
Cig_ 1 Ho (C-+%)g_1 = 0; 

mit Beriicksichtigung dieser Gleichung folgt fir m=a—1, n=—1: 
Coq 9% (t+#)q_1 = 0 

und so fahre man fort, indem man fir m+ n—a der Reihe nach 

n=2,3... sein lisst. Daraus folgt, dass fir m+nu—a—1 

der Coefficient 

: Com Xq—m—1 (t+*)g—1 = O 
sein muss. 
Jetzt setze man in dieser selben Gleichung: 


Crem maa Mm Xn mtn —1 + & ¥y*y—1 Cn ® ei Omen = 
= Com *y (F*) mtn Cr (t+) mn 4) m4-n—1 
m-+n=a—21, wodureh die rechte Seite verschwindet, und lasse 
wiederum, wie eben, n der Reihe nach die Werthe 0,1...a—1 
annehmen, woraus sich ergiebt, dass auch fir m-—+n—a—2 der 


Coefficient C2, (-+%)4, = 9 ist. So kann man beliebig fortfahren 
und erhiit allgemein: 


(5) Con ty mtn = 0. 
Indem man diese Gleichung beriicksichtigt und den Coefficienten 
von X(+x)nin-2 im (4) sucht, erhilt man die Gleichung: 


(6) Crem tm —1 Sy—1*n Om n—2 + Cr ty *n—1 Sm *y—1 (4) y4n-2 
a Cr(+-*) my tn—t (+4) n4+-n—2 Com *y C+) m4tn—1" 

Indem man in der Gleichung (6) m-+n—a-+1 setzt und der 
Reihe nach n= 1, 2,... a nimmt, dann m+n — a sein lisst us. f., 
erkennt man, dass alle ¢,,,«,(c+*)m4n-1 Gureh eine einzige dargestellt 
werden kénnen vermittelst eines nicht verschwindenden Factors. Nun 
enthalt aber (X,,X,_,) wegen der Méglichkeit, X,_, durch eine 
lineare Function von Xy,, X/_,..- Xi zu ersetzen und wegen 
der Unabhiingigkeit von (X,,X¥,) .-. (X:.X4_,) noch a —1 will- 
kiirliche Gréssen, waihrend (Xz, X,/_,) nur a— 2 willkiirliche Con- 
stanten enthilt, Folglich kann man (X,, X/_,) nicht durch (X,, X,,’) ... 
(Xx, Xx,_») und (X44 Xpx') «++ (Xetxig Kern) Vermittelst fester 
Constanten darstellen. Bildet man also (em: Ney («+ %)’) fir m+n—a 
und m > 0, n> O so folgt: 


Coon Hy t+ 8g —4 (Att edgy Aet-wl) E+ + HE ay (og (Keg Xo) Eo 
H Coto an Ma (Xing Xie) H+ = 9, 
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so dass fiir m+ n =a auch ©, «, (-+x),_, = 0 sein muss. Folglich gilt 
allgemein die Gleichung: 
(7) Con %y (+) mt n—1 —_= 0. 

Jetzt bleibt der Beweis ungeiindert. Man bestimme in (4) den 
Coefficienten von XH) ens? welcher das Resultat liefert: 


Crem tn—1 “om—1 *n (¢+*) m-n—3 + Crity Xy—1 “tm *n—1 (+%)m4n-3 — 
= Coy (mp n—2 Om n—e (tna * 


In (m Xn, (¢-+%),’) lasse man m, n> 1 und m+n—a+1 sein 
und wende wieder die vorangehende Betrachtung an. Auf diesem 
Wege kann man beliebig fortfahren und gelangt zu dem Resultat 
(8) Con tee), = 9, fir r>m+u—a, 


wihrend erst ¢,,,, x, von Null verschieden sein kann. Ordnet 


(+*) m-+-n—a 
man also jeder Hauptwurzel , die inf. Transformationen X,,...X,,_, 
zu und fiigt die entsprechende (X,,, X.,) hinzu, so erhilt man eine 
Untergruppe vom Range Null. 


Die Jacobi’sche Identitit fiir (r, r — v, «,) liefert: 
Clr—v) te tema Ortega te = Or te te 1 M1 2 
Clr—v) to toy Or tg_y W~3 4 C(r—v) te te —9 Sr t¢_9 e.g = 


(9) = Cree tea r—) 1&8 - Cr te tog Cr—v) te_2 e-3 


C(r—v) te te-1 ret + C(r—v) te (eg Or te_g + ie + C(r—v) ton Cry = 
= Cr t &—-1 Cir—yv) &—1% 4 Cre, &e—9 C(r—y) be 2% a ae +¢, te (r—v) tbo 


Solcher Gleichungen giebt es se—8. 


der unabhingig und gestatten alle c,,.,, durch ¢,,..._, +++ Criqq linear 
homogen auszudriicken, wobei die Coefficienten Functionen der ¢-_») «, « 
sind, 

Jetzt bestimme man die 9, ... x41 aus den Gleichungen: 


Dieselben sind von einan- 


k-1 k—1 k-—1 
> Nr—eCir—e) —- 0, £ Yr—e C(r—9) tq 2 = Q-:. , 8 Nr—e(r—@) q &) = 0, 
0 0 0 


(10) 


>} Nr—gCr—@) %q %q_1 0. 


Diese Gleichungen sind nicht nur mit einander vereinbar, sondern 
die 9, welche denselben geniigen, bilden mindestens eine (J — 1)-fache 
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Unendlichkeit. Wenn nimlich die vorstehenden Gleichungen alle von 
einander unabhiingig sind, so muss & mindestens gleich (a-+-1)J sein, 
und jede Verminderung der letzteren Zahl hat auch eine entsprechende 
Vergeringerung der von einander unabhingigen Gleichungen (10) zur 
Folge (man vergleiche die entsprechenden Entwickelungen des vorigen 
Paragraphen). Sobald aber die obigen Gleichungen erfiillt werden, 
bleiben sie fiir dieselben y erfiillt, wenn man X,, durch X/, oder 
durch X(.4%,..+ ersetzt, wie sich aus den Gleichungen (4) ergiebt. 
Mit der ersten Reihe (10) ist aber auch wegen (9) fiir jedes c und 5 
(c > d) die Gleichung erfiilllt: 


. } Nr—o C(r—¢) te ~ eae 0. 


Auch iindert sich das Resultat nicht, wenn man X,, ersetzt durch 
eine lineare Function von X,,... X,,, also etwa durch 


X,, + Ne + + et? + 9 e—-)) X,,. 


Indem wir also wieder die 7 Hauptwurzeln @,, @,... so bestimmen, 
dass die tibrigen Hauptwurzeln sich aus den zwischen diesen | be- 
stehenden Coefficienten a,, ergeben, denken wir X,,, Xx, ... will- 


kiirlich als eine k'* zu @,, resp. @,... gehérige inf. Transformation 
gewihlt; jetzt suchen wir a Coefficienten y, ... 4-1 80, dass fiir 


(Xi Xt may $e + WX) = D no X-¢ 


die 7,-. den obigen Gleichungen (10) geniigen. Dies giebt, wenn 


¢c=0---aq—1 genommen wird, die Gleichungen : 

( , 

> Coat (7-0) Clr—0) tg & + no-1_>? Cea tq— 107-0) Sr—0) ta +:-: 
(11) | + >? Coq te (7—@) Clr - 0) tg te = 0, 





| >} Ce (re) C(r—Q) xq X, + Ya-1 p>: Ce, tq—1 ("-@) C(r—Q) %q Xe + --+== (0, 


Hier haben wir zu zeigen, dass wenn die a Gleichungen erfiillt sind, 
welche man aus der ersten Gleichung fiir ¢—=0---a—1 erhiit, 
zugleich auch alle tibrigen Gleichungen erfiillt werden. Dieser Nach- 
weis ergiebt sich ganz entsprechend dem fiir a = 1 gefiihrten Beweise 
des entsprechenden Satzes. Daraus folgt, dass man zur Bildung der 
Gruppen folgenden Weg einschlagen kaun: 

Wenn jede Transformation einer k-gliedrigen Untergruppe angehort, 
deren Transformation mit einander vertauschbar sind, so wahle man 
in einer solchen Untergruppe / eingliedrige Untergruppen X,...X-— 141 
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dass fiir jede als a+ 1 zu einer Hauptwurzel gehérige inf, Trans- 
formation X,, die Gleichungen bestehen: 


(X,»X,,) =o X, fir v—O--.-1—1. 


Nachdem unter den Hauptwurzeln J beliebig ausgewihlt sind 
@,,@,... und ihnen X,,, X,,... ohne weitere Beschriinkung zu- 
geordnet sind, bestimme man in der Schaar 

Xi + to Xh_y Hs ty XK; 
die X, so, dass (X,, X) nur durch die 2 gewihlten inf. Transforma- 
tionen X,... X,~141 dargestellt wird; entsprechend bestimme man 
Xsi ss Wenn a, + @, eine weitere Hauptwurzel ist, so lege man 
Xi.4x, durch die Forderung fest, dass (X,,X,,) bis auf einen con- 
stanten Factor gleich X;.,,), sein soll, und fabre in gleicher Weise 
fort, bis man alle Hauptwurzeln erschépft hat. Alle diese Forderungen 
kénnen erfiillt werden und fiihren zu einer einfachen oder halbeinfachen 
Gruppe, welche eine Untergruppe der gegebenen Gruppe und mit ihr 
von demselben Range ist. Sucht man die Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung bei beiden Gruppen fiir dieselbe eingliedrige Untergruppe, 
so sind alle fiir die Untergruppe gefundenen Wurzeln auch Wurzeln 
fiir die gegebene Gruppe selbst; und alle weiteren Wurzeln fiir letztere 
Gruppe lassen sich durch die Wurzeln der ersteren linear darstellen, 
wobei die Coefficienten rationale Zahlen sind. Alle weiteren inf. Trans- 
formationen, welche die gegebene Gruppe bestimmen, sind die X,, fiir 
¢ =0---a—41, wo @, irgend eine Hauptwurzel sein soll; ferner die 
Xa,, WO Wa eine Nebenwurzel darstellt, sowie kK—J mit X,...X,—141 
und unter einander vertauschbare Transformationen X,_;... X,—~x41, 
welche den Bedingungen geniigen: (X,_;-¢ X.,) = [ta—1 «+ « by, Ug] ) WO 
@ alle Werthe von 0 bis k — 1 annimmt und die eckige Klammer eine 
lineare Function bezeichnet. Besteht also die gegebene Gruppe aus 
r, die oben angegebene einfache oder halbeinfache aus +’ Gliedern, so 
kénnen » —v? von einander und von den ¢ Transformationen der 
letzteren Gruppe unabhiingige ivf. Transformationen so gewihlt werden, 
dass sie eine invariante Untergruppe bestimmen; es sind dies die 
Xi + + KX, Ka, --- Xa,, Mrs.. + Xr_nya. Diese Untergruppe ist 
aber vom Range Null. Dies kann man einmal in derselben Weise 
zeigen, wie im vorangehenden Paragraphen geschehen, indem man 
namlich die einzelnen Méglichkeiten kurz charakterisirt. Dieser Weg 
lehrt dann unmittelbar, weun man die am Schlusse des § 22 gestellten 
Aufgaben als geliést betrachtet, eine grosse Zahl von Coefficienten c 
kennen. Man kann aber auch die charakteristische Gleichung direct 
bilden. Diejenigen inf, Transformationen, durch welche die einfache 
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oder halbeinfache Gruppe bestimmt wird, mégen die Marken 1, , A..., 
die der invarianten Untergruppe die Marken @, 6, ct... erhalten, 
withrend die Marken @, 6, y ... tiber alle Nummern 1...r ausge- 


dehnt werden sollen. Dann ist >? Ne Cag. = 0; folglich zerfallt die 


Determinante 
> Na Cupy — Spy @ | 


— (B,y=1---7r) 
in die Factoren 


| >: NaCago — Dea @ | . | >" Na Corn — dx 0| 
(96) (tx). 
Der zweite Factor ist aber, da Cox = 0 ist, identisch mit der charakte- 
ristischen Determinante fiir die einfache oder halbeinfache Gruppe. 
Die Coefficienten der verschiedenen Coefficienten von @ in dieser 
Determinante lassen sich durch / von einander unabhiingige Functionen 
P(m; Nx, Ya. - +) darstellen. Durch dieselben / Functionen miissen sich 
auch die verschiedenen Coefficienten von w in dem Factor 


| Z Na Caga — Dea @ 


ausdriicken lassen. Also sind die Coefficienten der einzelnen Potenzen 
von @ in dieser Gleichung blosse Functionen von 1, yx, ..- und 
daher hat die charakteristische Gleichung fiir die invariante Unter- 
gruppe selbst uur verschwindende Wurzeln, da man in deren Deter- 
minante die Summation « nur auf 9,6... erstrecken darf. 

Somit sind wir zu dem wichtigen Satze gelangt: 

Jede Gruppe, welche thre eigene Hauptuntergruppe ist, kann zu- 
sammengesetet werden aus einer einfachen oder halbeinfachen Gruppe 
desselben Ranges mit ciner invarianten Untergruppe vom Range Null. 

Nun haben wir freilich in § 9 gestehen miissen, dass es uns noch 
nicht moglich ist, alle Gruppen des Ranges Null in expliciter Form 
anzugeben. Aber davon wird die Darstellung der hier in Betracht 
kommenden Gruppen nicht beriihrt. Sobald die einfachen Gruppen 
angegeben und die beiden am Schluss von § 22 aufgestellten Aufgaben 
gelést sind, erfordert die explicite Darstellung aller Gruppen von der 
verlangten Beschaffenheit nur die Bestimmung von sehr wenigen Con- 
stanten, 

Die durchgefiihrten Untersuchungen zeigen, so weit diejenigen 
Gruppen in Betracht kommen, welche ihre eigenen Hauptuntergruppen 
sind, wie berechtigt es ist, nach dem Vorschlage des Herrn Lie die 
Gruppen als zusammengesetzte und einfache zu unterscheiden, jenach- 
dem sie eine invariante Untergruppe besitzen oder nicht. Zwar zeigt 








108 W. Kitune. 


sich ein wesentlicher Unterschied zwischen einfachen Gruppen und 
Primzahlen, sowie zwischen zusammengesetzten Gruppen und zusam- 
mengesetzten Zahlen, aber die Analogie tritt doch beidemal so deut- 
lich zu Tage, dass es nicht nothwendig sein diirfte, dieselbe hier noch 
im Einzelnen darzulegen. 

Nachdem durch die Entwicklungen der vier letzten Paragraphen 
alle Méglichkeiten erschépft sind, ist auch ein Satz bewiesen, der 
bereits in § 20 ausgesprochen wurde, niimlich der Satz, dass, wenn 
von den Coefficienten der charakteristischen Gleichung der letzte nicht 
verschwindende, gerade ~,_;(y) ist, wo / der Rang der Gruppe ist, 
dann alle Hauptwurzeln einfach sind; dass dann ferner unter Bei- 


behaltung der friihern Bezeichnung >? cern + 0 und die Det. 


| a,)| +- 0 ist, sowie alle Transformationen der invarianten Unter- 
gruppe vertauschbar sind. In diesem Falle, und nur in diesem, kann 
man eine Transformation, welche der einfachen Gruppe angehéren 
soll, ganz allgemein wihlen, wihrend in jedem andern Falle eine 
Transformation besondern Bedingungen geniigen muss, wenn sie der 
einfachen Gruppe angehoren soll. 


§ 25. 


Zusammenhang der Nebenwurzeln unter einander und mit den 
Hauptwurzeln. 


Wie schon éfters bemerkt, kénnen / der Hauptwurzeln als a, ... 0, 
so gewihlt werden, dass alle andern durch das System der zwischen 
den gewihlten bestehenden Coefficienten a,, gefordert werden. Wie 
in § 12 und § 20 weiter gezeigt ist, miissen dann alle weiteren 
Wurzeln homogene lineare Functionen der 1 Wurzeln @,...@, mit 
rationalen Coefficienten sein, also in der Form erscheinen: 


(1) M,@, + M,@, + +++ + ma. 


Um die Coefficienten m, zu bestimmen, hat man / ganze Zahlen 
9, + +-Q: anzunehmen und dann das Gleichungssystem zu lésen: 


(2) = Sima. (x= 1---)). 
1 


Kine Wurzel (1) kann niemals fiir sich allein vorkommen, sondern 
mit derselben sind stets weitere Wurzeln nothwendig verbunden. Wie 
in § 13 auf eine Hauptwurzel, kénnen wir hier auf die Wurzel (1) 
die Transformation b,, anwenden, wo die 0,, allmahlich nach folgen- 
den Regeln berechnet werden: 





en 


rn 
Vie 
(1) 


en- 
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«-1 
: 
fiir « =x ist b, = Ddthig ae. —1, 
1 
x—1 
(3) \ fiir « > x ist b,, = Chie Aox + Mx, 
1 
x—1 
fiir t< x ist b, = Chie dor: 


1 
Diese Transformation fiihrt nach einer bestimmten Zahl von Wieder- 
holungen auf die identische Substitution. Dabei gilt folgender Satz: 
Die Summe aller verschiedenen Wurzeln, welche man aus einer 


beliebigen durch die geniigend wiederholte Anwendung der Substitution 
bx erhiilt, ist gleich Null. 


Ks sei 
, 4 -1 
mn = /* Mx Dye, , = Mx Dy, "My, = >* mi! , 


wo uw — m, vorausgesetzt wird. Die Addition liefert, wenn man 
m +m! +--+ + m4-) = M, setzt: 


M, =>? Myb,, (fiir = 1... 0). 
Soll dies Gleichungssystem erfiillt sein, ohne dass alle MM, ver- 
schwinden, so muss die Determinante 
by, —s Dy s+ bn 
Din yg — 8-+- de 
Du by +++ bu —s 
fiir s= 1 verschwinden, was nach § 13 auf das Verschwinden der 
Determinante |a,,| hinauskommt und nicht mdglich ist. 
Noch einige andere Bemerkungen iiber die Substitution b,, diirften 
hier angebracht sein. Die reciproke Transformation B,, wird erhalten, 
wenn man die Reihenfolge 1...7 durch die entgegengesetzte Reihen- 


folge 1...1 ersetzt. Demnach gelten zur Bestimmung der B,,, indem 
man mit «= / beginnt, folgende Regeln: 


x-+-1 
t‘=%: | = =>! Bio ag. = 1, 
t 


x +1 


t< x: Bix == © Bie Age + Ax; 
i 


x+1 
t => x: B., = De Bey ays. 


i 
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Wenn die m, durch die Transformation b,, umgeiindert werden in 
m,, und wenn dann zu m,’ die ganzen Zahlen g, gehéren, so werden 
auch die g, in g, umgewandelt durch eine ganz ahnliche Substitution. 


Wird gesetzt: 
i = > 9 Iuxs 


so gelten fiir deren Bildung folgende Regeln: 


—1 
b> *thin= Ae dighgx, 
1 
«—1 
b= Hh. = Ae digh. — 1, 
1 
t—1 
b<* thx = Dodighoe + Qs, 


1 


deren reciproke Substitution wieder durch Vertauschung der Marken 
1,2...2 mit 1, 1] —1,...1 erhalten wird. 

Im Allgemeinen erhiilt man ein anderes System von Transforma- 
tionen, wenn man bei der Bildung der Coefficienten b,, eine andere 
Reihenfolge der Marken einschliigt; ebenso, wenn man nicht alle / 
Marken 1...1 beriicksichtigt, sondern aus denselben eine kleinere 
Anzahl beliebig auswihlt. Alle Wurzeln aber, welche man auf diese 
Weise erhilt, hiingen in der Weise zusammen, dass, wenn man aus 


> m0, auf irgend eine der hier angegebenen Weisen Ym’ 0, her- 


leitet, auch wiederum mit Yn 0. nothwendig >In. 0, verbunden ist. 
Das Gesetz, nach welchem hier neue Wurzeln erhalten werden, 
beruht darauf, dass mit der Wurzel m,@, auch die Wurzel 
? 


>m @, + @, > mada» oder >'m, @, + JxmM, 


vorkommt, Wenn hier aber g, von 0, -++ 1 verschieden ist und a, 
irgend eine zwischen 0 und g, gelegene ganze Zahl ist, so muss die 


charakteristische Gleichung auch eine Wurzel >m @, + a. @ haben. 


Dies giebt wieder Veranlassung zu neuen Wurzeln, aber wiihrend die 
friiher gefundenen Wurzeln nothwendig mit einander verbunden sind, 


wird durch die Wurzel > ma, + a,@, nicht die Wurzel >m 0, 


nicht mitverlangt. Hiernach sind die Nebenwurzeln, wenn nicht alle 
g. gleich -++- 1 oder 0 sind, in der Weise zu unterscheiden, dass jedes- 
mal diejenigen als besonders zusammengehidrig betrachtet werden, 
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welche einander wechselseitig bedingen. So ist fiir 11, wenn die 
Hauptwurzeln + 2 und —2 sind, mit der Wurzel 2m+1 die 
— 2m —1 in eine Reihe zu stellen; diese Wurzeln bedingen fiir 
m > 0 noch die Wurzeln -+- (2m — 1), + (2m — 3), +5, +1; aber 
die letzten Wurzeln verlangen nicht das Vorkommen der Wurzel 
2m + 1. 

Wenn alle m, dasselbe Zeichen haben und einige m, ihrem ab- 
soluten Werthe nach grésser als Eins sind, so zeigt man unmittelbar, 
dass Wurzeln vorkommen, in denen kein m, einen grésseren, aber 
einige einen kleineren Werth annehmen. Hieraus folgt: 

Wenn die m,, welche nach (2) durch das System g, ... 9: gefunden 
werden, ganze Zahlen sind, so gelangt man durch Aufsuchung aller 
Wurzeln, welche mit der Wurzel >m a, verbunden sind, zu solchen, 
welche Hauptwurzeln gleich sind. 

Nun ist freilich in den beiden vorangehenden Paragraphen schon 
angegeben, was man zu thun habe, wenn man von Nebenwurzeln 
durch Addition einer Hauptwurzel wieder zu einer Hauptwurzel gelangt. 
Aber in dem angefiihrten Beweise ist, wie schon bemerkt, noch eine 
Liicke, und diese wird durch die beiden folgenden Siitze ausgefiillt: 

Wenn fiir eine allgemeine Transformation X,f die @, eine einfache 
Wurzel der charakteristischen Gleichung ist und zugleich bei der frithern 
Bezeichnung > Cor(r—v) @) nicht verschwindet, so kann 2@ keine 
Wurzel der churakteristischen Gleichung fiir X,. sein. 

Die Summe eweier einfachen Hauptwurzeln kann nicht gleich einer 
Nebenwurzel sein, die Summe einer Haupt- und einer Nebenwurzel 
kann keine einfache Hauptwurzel ergeben. 

Der Beweis des zweiten Satzes folgt unmittelbar aus der Jacobi’- 
schen Identitiit (:, x, (t+ xy’); fiir den Beweis des ersten nehme man 
an, es kiimen die Wurzeln 2a@,,3@,...ag@, vor. Dann bilde man die 
Jacobi’schen Identitiiten («, é, (20) . (:, ‘, (30)) tee (., w’, (a )), deren 
beide ersten fiir a > 3 sind: 


2 * Cre (r—v) 2) = Cx (20) (Be) E(B a) (20) 9 


3 "Cod (r y) @,'”) —_ €¢ (8) (A) Cie) {es Cy (84) (20) C(20) (309 


so dass sich dureh Addition aller ergiebt: 
= Cur(r—v@,”) = 0. (ec. h.). 


Daraus folgt: Wenn die Coefficienten m, siimmtlich ganze Zahlen 
sind, so hat man diejenigen Hauptwurzeln aufzusuchen, welche durch 
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die gegebene Wurzel gefordert werden; alle diese miissen in diesem 
Falle mindestens Doppelwurzeln sein. Hiernach ist vollstindig erwiesen, 
was iiber die Behandlung dieses Falies im vorigen Paragraphen gesagt ist. 

Um nach der im § 22 (8, 81,82) angegebenen Methode Gruppen zu 
bilden, hat man die Constanten g, ...g; so zu wiihlen, dass sich als 
Lésungen der / Gleichungen (1) nicht lauter ganzzahlige Werthe m, ...m, 
ergeben; wenn nach der Wahl von g, ... g die m,...m, ganze Zahlen 
werden, so wird man auf die im letzten Paragraphen angegebene 
Bildung gefiihrt. Wenn speciell die Determinante der a,, gleich Kins 
ist, so wird jede Wahl der Constanten g, ganzzahlige m, zur Folge 
haben; in diesem Falle ist also nur diejenige Zusammensetzung midg- 
lich, welche im letzten Paragraphen angegeben ist; oder: 

Wenn fiir eine r-gliedrige einfache Gruppe vom Range | die Deter- 
minante der a,x gleich Eins ist, so haben die hiermit zusammengesetzten 
Gruppen, welche ihre eigenen Hauptuntergruppen sind, folgende Eigen- 
schaften: 

1) die Zahl der verschwindenden Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung ist mindestens gleich 21; 

2) soll eine Transformation der zusammengesetzten Gruppe zugleich 
einer einfachen Gruppe des Ranges | angehiren, so muss sie mindestens 
l beschriinkenden Bedingungen geniigen. 

Um mit der vierzehngliedrigen einfachen Gruppe vom Range zwei 
eine r-gliedrige Gruppe zusammenzusetzen, in welcher p = 1 ist, hat 
man mindestens sechs Nebenwurzeln, welche Hauptwurzeln gleich sind, 
und zwei verschwindende Wurzeln beizufiigen, so dass die Zahl der 
Glieder mindestens 22 betriigt. 

Die obigen Gesetze iiber die g, sollen jetzt auf die vier einfachen 
Gruppen angewandt werden, welche in § 17 avgegeben sind. Von 
der Ausfiihrung der Beweise wird man bei ihrer Kinfachheit absehen 
kénnen. 

Mit einer einfachen Gruppe des Ranges 1 von der Zusammen- 
setzung der allgemeinen projectiven Gruppe des /-dimensionalen Raumes 
soll eine Gruppe zusammengesetzt werden, in welcher p = r ist. Wenn 
die Hauptwurzeln sind +- @,, +- (@,—@,), und wenn eine Nebenwurzel 
durch die g,...g; bestimmt wird, so erhilt man weitere Wurzeln, 
welche sich gegenseitig bedingen, indem man zu dem Systeme* 
hinzufiigt : Wis He ++ + 99 
(91> 92-91» Js— * + H—-HN)1 (Pr— Ga» — Ir» Js—Go* > * H— H) 

A —Hs I2—H* + * NA—Ir1 —H); 
und wenn man in jedem dieser Systeme alle méglichen Umstellungen 
vornimmt. Wenn also alle g, ...g,; unter einander und von Nall ver- 














=—_lC DhOrOrhlClCOrllCU COlChSS?—C‘( ve 


' Me ae 





Zusammensetzung von Transformationsgruppen. III, 113 


schieden sind, so ist die Zahl der einander gegenseitig bedingenden 
Wurzeln gleich (/-++ 1) - 7! — (7-4-1)! Wenn aber @ unter ihnen gleich, 
und keine gleich Null ist, so erhalten wir 


1! u! u! 141)! 
at?-o7 + gow * oe? i 
und wenn @ gleich = und alle — von einander verschieden 


sind, so ist die Zahl 5 ie (i—B) oF yt = ak - Wenn end- 

lich B gleich Null st aie iibrigen in Schaaren von @,, a... gleichen 

zerfallen, so ist die Zahl der einander gegenseitig bedingenden Wurzeln 
1-+-1)! 

i ae 

Wir kénnen annehmen, von den Zahlen g, .. . g, sei keine negativ; 
ist dann etwa g, > 1, so muss auch diejenige Wurzel vorkommen, zu 
der die Constanten (g, —2, g,—1, g,—1++-g:—1) gehéren. Hier- 
durch gelangen wir zu einer zweiten Reihe von Wurzeln., 

Damit die Coefficienten m,...m, ganzzahlig werden, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass g, + g, + ----+ g; durch / + 1 theilbar 
ist. Zugleich erkennt man, dass, wie auch immer die g, ... g: gewahlt 
sind, immer unter den Nebenwurzeln folgende vorkommen: 
entweder /(/+-1) solche, welche den Hauptwurzeln gleich sind, fiir 


> 9=9, 








gleich - 


oder 
rei (@+0,+--+0), Ti (@i+--+0) — 4, 
per Ort Fo) — @ ++ PEF (A +a) — @ 
fiir 
oder 
TET (— @=1) (@ +) + 2(@;+++-+@)), - 
rer (— U1) 420, 4-+-+2e))--- 
fiir 
a> 9=2, 
oder 


na (l—2) (@, +0,+0,) + eehiay vee 
i {- (l—2) (@,-+@,) + 3(@,+-- -+@)) -- 
7 (— 2) 0, + 3(@, +++ +0) - 


fiir > 9=3 u. 8 W. 


Mathematische Annalen, XXXIV. 8 


+/+) 
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Soll daher aus dieser Gruppe eine zusammengesetzte gebildet 
werden, welche ihre eigene Hauptuntergruppe ist, so muss deren 
Gliederzahl mindestens /? + 31 + 1 betragen. Es giebt nur eine einzige 
so gebildete Gruppe von dieser Gliederzahl, da die beiden in Betracht 
kommenden Systeme (1, 0,0...0) und (1, 1,1... 1) entgegengesetzt 
gleiche Wurzeln liefern. 

Um mit der einfachen Gruppe B), nach deren Typus die Gruppe 
der allgemeinen projectiven Transformationen eines eigentlichen (2 /— 1)- 
dimensionalen Gebildes zweiter Ordnung in einem (2/)-dimensionalen 
Raume gebildet ist, eine Gruppe zusammenzusetzen, nehmen wir die 
Wurzeln @, ...@, so an, dass sich die 2/* Hauptwurzeln in der Form 
-+ @,, -+- @,-+ w, darstellen. Wenn dann fiir eine weitere Wurzel 
9, -.-g die bestimmenden Constanten sind, so miissen dieselben ent- 
weder siimmtlich gerade oder siimmtlich ungerade sein. Dann kommt 
man zu allen einander wechselseitig bedingenden Wurzeln, indem man 
einmal die g, ...g, beliebig permutirt und dann beliebig vielen unter 
ihnen das entgegengesetzte Vorzeichen giebt. Wenn also unter ihnen 
6 gleich Null sind und die iibrigen sich in Schaaren von a@,, a... 
gleichen zerlegen, so ist die Zahl der einander bedingenden Wurzeln 
gleich 

i 2-8 
@%!aq!--- pl 

Um zu erkennen, welche Systeme (g,...g;) dem gegebenen 
System untergeordnet sind, hat man folgendes zu beachten: zuniichst 
miissen die g,...g; mit den g,.,.g, zugleich gerade oder ungerade 
sein; ferner darf die Summe aus den absoluten Betriigen der g,’ nicht 
grésser sein, als die der g,, und endlich darf kein g,) dem absoluten 
Betrage nach grésser sein als das absolut grésste der g,. So kommen 
mit (6, 0,0) folgende vor: (4, 2, 0), (2, 2, 2), (4,0, 0), (2, 2, 0), (2, 0, 0). 
Wenn die g, siimmtlich gerade sind, so miissen jedesmal auch die 


Wurzeln + @, als Nebenwurzeln vorkommen; fiir ungerade g, sind 


+ wy tes + 
unter den Nebenwurzeln jedesmal die 2' Ausdriicke: — wan 


enthalten. 

Ganz itihnlich werden die Resultate fir die mit einer einfachen 
Gruppe C) zusammengesetzten Gruppen, wenn die Hauptwurzeln fiir 
t,x =1---J unter der Form + @,, =9.% iu 3 vorausgesetzt werden. 
Man kann die 7 ganzen Zahlen g,...g, beliebig wiihlen; mit ihnen 
darf man jede Permutation und jede Aenderung der Vorzeichen vor- 
nehmen. Die Zahl der sich gegenseitig bedingenden Wurzeln bleibt 
dieselbe wie vorher. Fiir ein untergeordnetes System g,’...g;' ist die 
Summe der absoluten Betriige dieselbe oder um eine gerade Zahl kleiner: 
auch darf keine unter ihnen ihrem absoluten Betrage nach grésser sein 


» 
“ 
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als die grésste der gegebenen. Jenachdem g, + g, +----+ g gerade 
oder ungerade ist, werden einzelne Nebenwurzel Hauptwurzeln gleich 
oder nicht. 

Zur Bestimmung der Hauptwurzeln in der einfachen Gruppe D) 
(projective Gruppe eines eigentlichen (21—2)-dimensionalen Gebildes 
zweiter Ordnung in einem (21—1)-dimensionalen Raume) kann man 
| Gréssen a, ... 2, wihlen und dann alle Hauptwurzeln in der Form 
+2, -+ a, darstellen. Um eine Nebenwurzel zu bestimmen, wihle 
man | ganze Zahlen h, ...,, welche entweder simmtlich gerade oder 
simmtlich ungerade sind. Dann ordnet man der Wurzel x, + 2x die 


Zahl + (h.t-hx), der Wurzel x,— 2, die Zahl + (h,—hy) au; die 
Nebenwurzel selbst ist dann — a (hia, hoa, +---+hm,). Um 


zu den sich gegenseitig bedingenden Wurzeln 2u gelangen, kann man 
einmal die h, ..., beliebig permutiren, zweitens bei je zweien das 
Vorzeichen in das entgegengesetzte verwandeln. Betreffis der h, hat 
man zu unterscheiden, ob sich verschwindende unter ihnen befinden 
und ob mehrere ihrem absoluten Betrage nach gleich sind. Wenn 
kein hy, gleich Null ist und alle in Schaaren von @,, a... zerfallen, 
welche ihrem absoluten Betrage nach gleich sind, so ist die Zahl der 
einander gegenseitig bedingenden Wurzeln gleich 

ag 


; 


a)! ag! --- . 
wenn aber zugleich 6 verschwinden, so ist diese Zahl gleich 
iB 
ety! Gg!++- B! ; 


Um die untergeordneten Systeme (h,'...h,') zu finden, hat man 
folgende Regeln zu beachten: 

a) die neuen Zahlen miissen mit den friiheren zugleich entweder 
siimmtlich gerade oder ungerade sein; 

b) die Summe der absoluten Betriige der neuen darf nicht grésser 
sein, als die der gegebenen, und die neue Summe darf sich iiberhaupt 
von der friihern nur um Vielfache von vier unterscheiden ; 

c) keine einzelne Zahl h,’ darf ihrem absoluten Betrage nach 
groésser sein als die grésste der h,. 

Demnach werden die Hauptwurzeln wieder unter den Nebenwurzeln 
vorkommen, wenn alle h, gerade sind und ihre Summe durch vier 
theilbar ist. Ueberhaupt kommen unter den Nebenwurzeln, wenn alle 


&, = -+ 1 sind, entweder alle diejenigen : (&,@, ++ & @, +-----+ & a) 
vor, fiir welche die Zahl der positiven ¢, gerade ist, oder diejenigen, 
fiir welche diese Zahl negativ ist, oder alle +- 2, oder endlich die 


+ a, + m,. 


g* 
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Auf die weiteren einfachen Gruppen gehen wir nicht ein. Die 
vorstehenden Entwicklungen wiirden geniigen, um eine Reihe wichtiger 
Siitze iiber die Zusammensetzung der Gruppen mit Leichtigkeit auf- 
zustellen. Darauf gehen wir jedoch nicht ein. Nur die einfachste 
Folgerung, welche daraus unmittelbar ersichtlich ist, soll hier erwihnt 
werden, indem wir den Satz aussprechen: 

Soll eine Gruppe vom Range | thre eigene Hauptintergruppe sein, 
so muss thre Gliederzahl mindestens 31 betragen, und die einzige, bei 
der dies der Fall ist, zerfillt in | Kegelschnittsgruppen; dagegen kann 
keine Gruppe I" Ranges von 31 -+- 1 Gliedern ihre eigene Hauptunter- 
gruppe sein. Soll eine Gruppe vom Range 1, ohne zu zerfallen, thre 
eigene Hauptuntergruppe sein, so muss sie mindestens 1(l4-2) Glieder 
haben. Um eine zusammengesetete, nicht zerfallende Gruppe der be- 
zeichneten Art zu bilden, hat man zu der betreffenden einfachen Gruppe 
mindestens | +- 1 Glieder hinzuzufiigen. 

Dieser Satz bildet die Erweiterung des schon von Herrn Lie 
bewiesenen Satzes, dass keine viergliedrige Gruppe ihre eigene Haupt- 
untergruppe sein kann. 


§ 26. 
Explicite Form der Gestaltung gewisser zusammengesetzter Formen. 


Wir stellen uns die Aufgabe, fiir gewisse zusammengesetzte Gruppen 
alle Coefficienten ¢ volistindig zu bestimmen. Jede solche Gruppe soll 
folgenden Bedingungen geniigen: 

a) sie soll nicht zerfallen, 

b) sie soll eine einzige invariante Untergruppe besitzen und deren 
Transformationen sollen mit einander vertauschbar sein, 

c) die einfache Gruppe, aus der sie hergeleitet ist, soll eine der 
vier Gestalten A) — D) besitzen. 

Diese Aufgabe ist nicht nur fiir sich von besonderem Interesse, 
da diejenigen Gruppen, welche den genannten Bedingungen geniigen, 
eine hervorragende Wichtigkeit beanspruchen diirften, sondern ihre 
Lésung ist auch fiir alle weiteren Gruppen, welche ihre eigenen Haupt- 
untergruppen sind, (somit nicht die andern einfachen Gruppen in 
Betracht kommen) unbedingt nothwendig. Koénnen wir aber die be- 
zeichnete Aufgabe fiir alle einfachen Gruppen als gelést voraussetzen, 
so ist die Lésung der allgemeinen Aufgabe, alle Gruppen anzugeben, 
welche ihre eigenen Hauptuntergruppen sind, nur unbedeutenden 
Schwierigkeiten unterworfen. 

Wir gehen von der Gestaltung A) aus, welche sich bei der all- 
gemeinen projectiven Gruppe des /-dimensionalen Raumes findet. Die 
inf. Transformationen, durch welche die Gruppe bestimmt wird, seien 
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Yu, Xa, Xa, Xo fiir a, b=O0...1. Zwischen ihnen moégen 
folgende Beziehungen stattfinden: 
(Ya Yo) = 9, (Ya Xa) = — Xa, (YaX,) = 0, (¥,X_.) = X 
(YaX 1) = 0, (YaXa-1) = — Kav, (Vo Xu») = Xa-v, 
(X_ X_a) —_ Y, + ate (Xa—» Xp—a) a Y, + Y,,; 
ee eee es ee a ee ee 
Vorliufig lassen wir jede andere Wurzel durch ein System von | 
ganzen Zahlen g, ...g; bestimmt sein, wobei z. B. der obigen Marke 
a entspricht: g, =+++Ga-1 = Japa =" = 9: =— 1, Ja = — 2. Wenn 
jetzt zu den Marken (g,...g,) und (g, —1...gg—2...g,— 1), 
aber nicht zu (g, + 1...ga+2...g:-+ 1) eine Wurzel gehirt, so 
gelten in Folge der Jacobi’schen Identitiiten 

(a, a’, (g,-++ 9)» (a, 4, (9 — 1... 9a —2...Ga— Ws «s 
die Gleichungen: 


—ay 


(1) 


Coa) (Gu -+ 9) (GL Gq — 2° — VD (—@) (G11 ++ 9g — 2-9, — VD) (ag) = Jar 
€(a) (gr — 4 +++ Gq — 2+ 94 —1) (Gi — 2+ + Gg 4+ — 2) 

C(—a) (1 — 2+ 9q— 4% —2)(gi—1-+-gg—2++gy— 1) = 2(ga— 1), 
(2) C(a) (g1 —2 +++ 9g —4°+* 94 —2) (Gi —3 = + Gg — 6 ++, — 3) 


wm , 
C(— a)(g, — 8-+-9q— 6-94 — 3) (n—2--9q —4--y —2) = 3(Ja— 2), 





(a) (91 — 9g FU Mn — Gas Ia H—Ia) (—A)( — Jas? n—Iqg+1--) = GJa- 


Aehnliche Gleichungen gelten fiir die Marken (a—b), aber es ist 
nicht néthig, dieselben herzusetzen, 

Aus dem vorigen Paragraphen wissen wir, dass unter den sich 
gegenseitig bedingenden Systemen (9, . . g:) sich immer mindestens eins 
befindet, dessen Zahlen entweder siimmtlich positiv oder simmtlich 
negativ mit Ausschluss der Null sind. Wir betrachten ein System 
(9, +++ gs) von positiven Zahlen und nehmen an, dieselben seien nach 
der Grésse geordnet, so dass 
. NZIZ2Is* 2H 
ist. 

Nun bilden wir die Jacobi’sche Identitat fiir 


(1), (+ ID), («++ )) 


und fiir 
((—D), (—11), G — 3, g —3, 93 —2--- 9 — 2), 


welche liefern: 
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CL (gi-++9)) (Gi —1492—2- + 9 1) gi — 1, 92— 2+ ++ 94 ~1) 1 (91 — 3, 92—3- ++ 949) 
+ C(g,---9) 191-2 9-1-9 1) (1 —2)92—1-- 9D) M1 —8, 92 —8---9,-2) = 9, 
€(— 11) (91-3. ga—3- +94 —2) (91-2, ga—1 +++ 9p 1) 1-2, go—1--- 9, — (— TD) (u-- 9) 
+ €(9,-8, 9-3-9) —2)(— 1 git, 922+ — 0) C.-L 9-2-9 —I)(— TD) (gu---9) = O.- 
Bezeichne ich den Werth von 
C11 (gx—2, go—1 = ++ 9, —1) (Gi—3, go—3 +++ Gy — 2) ©(— 1) (gi 3, 92-3 ++ +9, —2) (G1 —2, G21 ++ 9, ~ 1D) 
mit m, so folgt aus den vorstehenden Gleichungen: 


92(91 —1) = mg,. 
Nun hat fiir g, —g,—g das m den Werth g—1, und in jedem 
andern Falle den Werth 2(g,— 1); letzterer geniigt aber der vorstehen- 
den Gleichung nicht, folglich muss g, = g, sein. Ebenso folgt 


a+ eR. 
Da die Behandlung des Falles, in welchem alle g, negativ sind, keinen 
wesentlichen Unterschied macht, so ergiebt sich der Satz: 

Soll mit der einfachen Gruppe (A) eine Gruppe der bezeichneten 
Art zusammengesetet sein, so ergeben sich bis auf eine sofort hervor- 
tretende Ausnahme alle Nebenwurzeln aus einem Systeme (g,... 91), in 
welchem alle Nummern g,... 9: einander gleich sind. 

Aus dem gegebenen Systeme leite ich alle vorkommenden auf 
einem ganz bestimmten Wege her und bestimme durch diesen Weg 
auch die jeder Nebenwurzel zukommende Marke. Ich lasse etwa die 
9, = 9. =": =H Simmtlich negativ — — g sein und bezeichne die 
zugehoérige inf. Transformation als Z). Zu der hierdurch bezeichneten 
Wurzel addire ich diejenige Hauptwurzel, deren Marke a, ist, fiir 
welche also — 2 auf der a,‘ Stelle steht, wahrend auf allen andern 
Stellen — 1 steht. Derjenigen Nebenwurzel, zu der ich durch @,-malige 
Addition dieser Wurzel gelange, gebe ich die Marke e«,a, und setze 
dieselbe Marke an Z zur Bezeichnung der entsprechenden Transforma- 
tion. Auf das System «,a, wende ich das Hauptsystem a, an, was 
g — @,-mal angeht. Dasjenige System, zu welchem ich durch «,-fache 
Anwendung dieser Operation gelange, bezeichne ich mit (a,a,, @,a,). 
Fiir dasselbe ist ga, = —g+2a,+,, go. = —g+a,+2a,, 
wiihrend jedes andere g, = —g-+a,+ a, ist. Folglich kann die 
Reihenfolge der Operationen [a,] und [a,] beliebig vertauscht werden, 
wenn nur die erste iiberhaupt a,-, die zweite «,-mal ausgefiihrt wird. 
Ebenso wende man auf («,a,, @a@,) die Operation [a,| etwa «,-mal 
an, wo @, hdchstens gleich gy — a, — a, sein kann, und bezeichne das 
entsprechende Sytem mit (a,a,, @@,,@,a,). Auf diesem Wege fahrt 
man fort. Dann ist es gestattet in (@,a,, @,a....«,a,) die Reihen- 
folge der einzelnen Operationen beliebig zu vertauschen. Auf diesem 
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Wege gelangt man zu jedem mit (—g, —g--- —g) nothwendig 
verbundenen Systeme und zu jedem nur einmal. Somit werden hier- 
durch auch alle inf. Transformationen erhalten, welche zu Nebenwurzeln 
gehéren, und jede solche soll mit Za,0,,a,a---a,a,) bezeichnet werden. 


Die Zahl der Nebenwurzeln betrigt (9 tT ’.. Da jede zugehirige inf. 


Transformation noch mit einem constanten Factor multiplicirt werden 
kann, so ist es immer mdglich, folgende Gleichungen zu bekommen: 


(Xa;> Ziayay, axes --- yay) ) = (Hi -- 1) Zeayay, apays+-(aj+1)45-++ aryay) 9 
fiir 
pete <y, 
worunter auch die Gleichung fillt: 


(Xn, Zia, a, asay-++ayay)) = (Lapa, aya,--a,a,,0) ftir bea, Gg... Gy, 
(Xa, Z (cy 030++ ty dy) ) = fir a+---+a=—g, 
(Xa; F (ey 1, 4y"++ 04,0; ++ yy) ) a 

(9 — Oty — ey — +++ — Oy 1) Zeayay,apay-++(0j—1)0j +04 ay) 


(Xs, Z (a4, 24°, yay) ) = 0 fiir b2a, > ay eee ay, 
(X(a,-a) ? Zeca, rt a, ay) ) — (@, + 1) Z((a,4+1)a, (@g— 1) dg+++@y ay)» 


Die vorstehenden Gruppen kénnen in keinem Raume von / Dimen- 
sionen vorkommen, dagegen stets in einem solchen von / +- 1 Dimen- 
sionen. Speciell fiir g = 1 kénnen wir folgende inf. Transformationen 
zu Grunde legen: 


Pay Pitt, Ti41Pay VaPit1, LoPay Ti+iPi41 — apa, 
wo a,b=1...1 zu setzen sind. Fiir jedes beliebige g kénnen ge- 
wahlt werden: 


9X4 prot + (L+ 1) Lapa, Pay Lal(GLi4sPr4i +2, p, +++: xp), 
—— Pa%y Pyaar a a a Pra 


bei welcher Wahl allerdings die obigen Coefficienten eine kleine Ver- 
iinderung erleiden. Werden zwei derartige invariante Untergruppen 
vorausgesetzt, so erhiilt man in /-+ 2 Veriinderlichen eine ganz ihn- 
liche Darstellung. 

Um die Coefficienten ¢ fiir die einfache Gruppe B) anzugeben, ist 
es am einfachsten, wie in § 6 geschehen, bestimmte inf. Transforma- 
tionen zu benutzen und diese mit Doppelmarken zu versehen. Aber 
zur Bildung zusammengesetzter Gruppen empfiehlt es sich, diejenigen 
inf. Transformationen zu Grunde zu legen, welche den Wurzeln 
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+- @, + 4 + @ entsprechen. Dann kénnen wir dieselbe in 2/+-1 
Variabeln auf folgende Weise darstellen: 


X, =P» Xi+a = Pi+a) Xia = Pi-a) Xa = ZX; Pi+a of 2%1~-aP; : 
Xi =p, («2+ 4 > x40 1a) + 22, >\(airePite + Xia Pi-a); 


Xero = 2%1-api4s — 2%1-Pita fiir |a|<|5], 
Xi4a = 41-0 [x.n, +>) (14 mpr4m + 21-mP—m) | 
— Dia (— a? + 4 > tm tim)» 
Y, =) P\ +>) (Crp mprtn + 1m Pr—m) » Ya=LipaPi4a— Xi-aPr-ay 


wo a,b als Marken an einem X auch negativ sein kénnen. 

Es sei (g, .-.g:) ein System von lauter positiven Marken, durch 
welches bei der eingefiihrten Wahl der @,...@, eine Nebenwurzel 
bestimmt ist; diese Nebenwurzel soll zudem alle andern liefern. Wir 
setzen ferner voraus, dass g, >g,>--->g, sei. Dann bilden wir 
die Identitiiten (—1, — 1—2, (g,..,g,)) und 


(Ll, 1 +2, 9, —4, 92 — 2, 93-+- 9), 
durch deren Multiplication sich ergiebt: 


€1 (g1—4, go—2 +++) (Gx—2, Ga—2+ ++) ©(—1) (gi —2, Ga —2 +++) (Gi —4, Ga—2***) 
PS (14-2) (91-2, Go—2-++) (Gus Ga-=) 1-2) iy Ga°**) (1-2, ga—-2 ++) = 
= C1 (g,—2,.92-++) (Yrs 92°*-) 1) (iy Go°**) (Gi—2 go" =*) 
P< C142) (914, ge 2+++) (Gi— 2, ga ++) (—1—2) (gi—By ga) (Gi— 4) 2-2 =**) + 


Hier hat das erste Product der linken Seite (aus zwei Factoren ge- 
bildet) den Werth: 2(g, — 1), das zweite: 2(g,-++-g,); auf der rechten 
Seite hat das erste Product den Werth g,, das zweite 2(g,-+g, —-2). 
Demnach kann die obige Gleichung nicht erfiillt werden oder alle g, 
kénnen nur die Werthe 0,1, 2 annehmen. Im Gegensatze zu den 
einfachen Gruppen der Form A) giebt es daher nur sehr wenige Arten 
von Gruppen, welche aus der Form B) durch Zusammensetzung erhalten 
werden kénnen; diese Formen vollstindig anzugeben, bietet keine 
Schwierigkeit. 

Fiir die einfache Form C) waren die Coefficienten ¢ in § i7 noch 
von willkiirlichen Constanten abhiingig gemacht. Diese kénnen wir 
so wahlen, dass folgende Beziehungen gelten, wobei festgesetzt ist, 
dass a,b... stets positiv, aber m,”... sowohl positiv wie negativ 
sind: 
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(¥%, X) =—-2%, (% ¥%) =0, (¥,X_) —2Z.,, 
(y, X..) —0, (Yu Xatn) = — Kata, 
2 2 


(%a co) Xaetns (Xa X_4) —_ Yas 

(Xete Xa) => Y, 4- Y,, (Xa-» X_at+s = Y, a Y,; 
2 2 2 2 

(X Xen) —_ Kota, (X- Xotn) neces Xaetns 

(Xeis Xetn) = Xny (Xeim Kats) = Xue. 


In 21—1 Variabeln kann man diese Gruppe folgendermassen 
darstellen : 


xX, =P, Xite—Pipa, Xia—pPrat 2) Tita 
Bs 2 . 2° 2 
Y, = 2p,x, + D> (tite Pess +a -aPin) , 
2 2 2 2 
2 
Y, = Prpa%i+a — Pi—a V—ay Xa = — Py %M-a— Pita V-a; 
2 2 = 7S 2 
xX, = Py visa + Py a*% 44) 
a 2 2 
Xie =— 22, -a% Py — %_ 4 Pipa — %-aPign: 
2 ye FF i . = 
aM Pug — %4_.P1_5> 
5 . = -— << 
Pain p= 2a Vie 14 6Pi tb Xi 4,Piat V4aPio 
2 + - : = a oan 
x_, — (2 in; » a) [va +p, >« “te i 
2 2 2 


+> (# He Mtn An Pi—n | 


aie =Prsa re(% 2 “tbe w,_,) ‘vie 


«|? 2) “ts Dy at 2i( tate Fin P in) 
—— = Pia (« —»’ Tits v1) + 


+2144 [20 “+> (“inPise To? -»)| 
2 2 2 2 2 


Es sei gestattet, eine Darstellung in ee) Variabeln hier bei- 
zufiigen 


a 


] 
| 
| 
; 
| 
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Xa = Pay ae ie ? Y, — 2p, x, +> Pais Vain? 
- @ 
X_, — DP, + x Does “ete + P,% ts +>) Pain Vaim Zain ’ 
2 i a 


Bay = *Paivary t HyPass > Pera Tosn 
btn 


oe b “ets (?% ala + 2x oP +} “ete Pat x, LyPary 
2 


+X (0 ats Porat ZrtaPoin tam Hel Patn + %%a4n Prin 


2 ; = 
€ 
+2 “ote sat) 


Um zu zeigen, dass betreffs der Zusammensetzung mit Gruppen 
vou der Form ©) dasselbe Gesetz gilt, wie fiir B), kénnen wir fast 
genau dasselbe Beweisverfahren einschlagen. Indem wir also fiir die 

‘g,.--g dieselbe Voraussetzung — wie vorher, bilden wir die 


Jacobi’sche Identitat fiir (- 1, » Dees. 9)) und fiir 


(1, 1¥3, 9: — 3, Jo —1, gs. - 91): 


Da (g, +1, 9,—1...) nicht vorkommen kann, muss (g,—1) (g,-+g92) 
entweder gleich g,(g,+g,—2) oder gleich 29,(g,-+g,—4) sein, was 
beides nicht méglich ist. 

Kinfache Gruppen von der.Gestaltung D) kénnen fiir jedes / in 
21—2 Variabeln vorkommen; man erlangt dieselben aus der oben 
angegebenen Darstellung von B) indem man sowohl x, wie p, ver- 
schwinden lisst. (Fir ]—3, wo die Formen D) und A) iiquivalent 
sind, kommt die letztere Darstellung auf die allgemeine projective 
Transformation der Geraden eines dreidimensionalen Raumes hinaus.) 
Ueber die Zusammensetzung brauchen wir nach den vorangehenden 
Untersuchungen nichts mehr beizufiigen. 


Braunsberg, im October 1888. 








Die Hesse’sche Curve in rein geometrischer Behandlung. 
Von 


Ernst K6rrer in Berlin. 


Wenn, gemiiss seinem Titel, der nachfolgende Aufsatz in der Haupt- 
sache einer rein geometrischen Untersuchung der Hesse’schen Curve 
einer gegebenen gewidmet ist, so stellt er sich doch auch die Aufgabe, 
eine friihere Arbeit*) des Verfassers, welche sich mit rein geometrischer 
Begriindung der Hauptresultate aus der Curvenlehre befasste, in einigen 
wesentlichen Punkten zu ergiinzen. Die beiden ersten Abschnitte nim- 
lich beschiiftigen sich mit jenen wohlbekannten Lehrsiitzen, welche sich 
auf Curven mit mehrfachen Punkten und auf das Verhalten der Curven- 
polaren in solchen Punkten beziehen. Besonderes Iuteresse scheint dem 
Verfasser der im zweiten Abschnitt gegebene Nachweis des Satzes von 
der gemischten Polare in Anspruch nehmen zu diirfen. 

Im dritten Abschnitt wird die Jacobi’sche Curve eines Netzes 
zweiter Stufe einer genauen Betrachtung unterzogen, und zwar wird sie, 


der Gleichungsform 0 = P + 9 oo Og entsprechend, als Ort der- 


OX, OX, 

jenigen Punkte gedeutet, in denen zwei Curven zur Beriihrung gelangen, 
die aus irgend zwei festen Netzbiischeln entstammen. Hieraus lassen 
sich zwei projectivische Curvenbiischel ableiten, welche die Jacobi’sche 
Curve zusammen mit irgend einer Hiilfsgeraden und mit der gemein- 
samen Curve der beiden Netzbiischel erzeugen. Indem man die beiden 
Netzbiischel passend auswiihlt, kann man nach Methoden, wie sie 
Herr Cremona in seinem ,,iutroduzione“ ausgebildet hat, das Ver- 
halten der Jacobi’schen Curve eines Netzes in der Umgebung jedes 
Punktes, mag er nun in den Curven eines Biischels oder in allen Netz- 
curven vorkommen, genau untersuchen. 

Bei dem Uebergang zur Hesse’schen Curve erhalten wir nun einmal 
diejenigen Lehrsiitze tiber das Verhalten der Hesse’schen Curve ausser- 





*) Vergl. ,,Grundziige einer rein geometrischen Theorie der algebraischen 
ebenen Curven**. Abhandlungen der Berliner Academie, 1887. 
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halb mehrfacher Punkte der Grundcurve, welche die Herren Geiser*) 
und Del Pezzo**) auf analytischem Wege entwickelt haben. Anderer- 
seits folgt ein Satz, der als einen speciellen Fall Herrn Voss***) 
elegantes Kriterium fiir gemeinsame Wendepunkte einer Grundcurve 
mit ihrer Hesse’schen Curve enthilt. 


I. 
Allgemeine Sitze iiber Curven mit mehrfachem Punkt. 


A ist ein o-facher Punkt einer Curve K” n'" Ordnung, wenn jede 
von A ausgehende Grade in A g-fach, also ausserhalb A im allge- 
gemeinen in » — @ Punkten K™ trifft. Man lege durch einen Punkt 
O von K* zuniichst einen Strahl 0, und durch seine » — 1 anderen 
Schnittpunkte eine K}~’, die A zum g-fachen Punkt hat. Alsdann kann 
man+) K* durch das Strahlbiischel 0,0,0,... und ein bestimmtes dazu 
projectivisches Kurvenbiischel K,""* K,""' K," ... erzeugen. Da die 
Curven 0, K;""*, 0, K}~*, K" zu einem Biischel gehéren, so muss jede 
Curve Kj des zweiten Biischels A zum g-fachen Punkt haben. Jede 
Gerade trifft niimlich die drei Curven 0,K7", 0, K >, K” in drei 
Gruppen einer Involution; zwei von ihnen enthalten, wenn die Gerade 
durch A geht, diesen Punkt g-fach, und dasselbe muss natiirlich bei 
der dritten Gruppe, die 0,K?~* ausschneidet, der Fall sein. K* kann 
also durch ein Strahlbiischel, dessen Centrum auf der Curve willkiirlich 
ist, und durch ein projectivisches Biischel von Curven (n—1)'*" Ord- 
nung, die in A g-fache Punkte haben, erzeugt werden. Ist A ein 
(m — 1)-facher Punct der Curve, so fiihrt dies auf die bekannte Er- 
zeugung derselben durch ein Strahlbiischel und eine projectivische 
Strahleninvolution mit dem Centrum <A. 

Von dem Punkt A gehen g Tangenten der K* aus, von denen 
jede einzelne die K" in g@ +1 bei A vereinigten und in »n — 9 — 1 
anderen Punkten schneidet. Irgend eine von A ausgehende Gerade a 
schneidet auf K* die Coincidenzpunkte der beiden projectivischen Ge- 
bilde: 

a(0, 0,0,...) K a(K,*"* K,*—"' K;*-' .. .) 


aus, Die Involution (n — 1) Ordnung zerfallt in den g-fach zihlen- 


*) ,,Sopra la teoria delle curve piane di quarto grado etc.“ Brioschi Ann., 
Serie II, Bd, 9, 8. 35—41, 
**) Sulla curva Hessiana,“‘ Nap, Rend., 1883, 8. 203—-218. 
*#*) Zur Theorie der Hesse’schen Determinante.‘‘ Diese Zeitschrift, Bd. XXX, 
S. 418-424, 
t) Vergl. a, a, O. §§ 143—147, 
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den Punkt A und in eine Involution (m -- @ — 1)'* Ordnung, die mit 
@(0, 0,0,...) die ausserhalb A liegenden Punkte der Gruppe a(K*) 
gemeinsam hat. Ist nun a eine Tangente der Curve, so fallt noch 
einer dieser Coincidenzpunkte nach A; der Linie OA oder 0, entspricht 
eine K,"—', die mit a @ + 1 bei A vereinigte Punkte gemein hat. Die 
Tangenten von K* sind mit denen von K,"-' identisch. Offenbar ist 
also durch einen Schluss von »—1 auf » unser Satz, der fiir n—o+ 1 
selbstverstiindlich ist, erwiesen. 

(1.) ,,Hine Curve K" mit einem o-fachen Punkte A ist das Er- 
zeugniss eines Strahlbiischels, dessen Centrum auf der Curve willkiirlich 
ist, mit einem Biischel von Curven K"-', die A zum o-fachen Punkt 
haben. Die @ Tangenten der Curve K" in A gehiren auch der Curve 
an, die dem nach A fiihrenden Strahle entspricht. “ 

Wenn von zwei Curven K,", K," die eine A zum g-fachen, die 
andere aber zum v-fachen Punkt hat, und @ grdésser als y ist, so ent- 
hilt auch jede andere Curve XK,” des Biischels K,", K," A v-fach und 
weist dieselben Tangenten, wie K,", auf. Denn jede Gerade trifft 
K,", K,", K," in drei Gruppen einer Involution; wenn a durch A geht, 
so kommt dieser Punkt in a(K,") o-fach, in a(K,") aber und folglich 
auch in jeder dritten Gruppe a(X,") nur v-fach vor; eine Tangente 
von K," schneidet aus K," eine A (v + 1)-fach enthaltende Gruppe 
aus, und, da @ grosser als v ist, auch aus K,". 

Wenn ferner XK," und K," den Punkt A beide v-fach enthalten 
und iiberdies dieselbe Tangentengruppe zeigen, so muss eine Curve K," 
des Biischels K,", K," den Punkt A mehr als v-fach, etwa @-fach, ent- 
halten. Eine beliebige von A ausgehende Gerade a bestimmt eine 
Involution a(K,", K,"), von der eine Gruppe A g-fach (9g > v) ent- 
hilt. Diese Gruppe gehdrt einer Curve K," des gegebenen Biischels 
an, die A nicht nur v-fach enthalten kann, da sie sonst v + 1 Tan- 
genten in A beriihren miisste. 

Enthalten alle Curven U", V", W",... eines Biischels A g-fach, 
so bilden ihre Tangentengruppen eine zum Biischel projectivische In- 
volution w@ v? we .... Denn ist O ein allen Curven des Biischels ge- 
meinsamer Punkt, so kénnen dieselben durch das Strahlbiischel 


0; 0) 030, .-- 
und die zu ihm und unter sich projectivischen Biischel 
Uy Uy" Uy 8! KR VO Vt Vy yet... 
KW Ws Ws We... RK .. 


einer ,,Schaar“ erzeugt werden*). Homologe Curven der bezeichneten 
Biischel reihen sich zu neuen Biischeln 


*) Vergl. a. a. O. $$ 148 und 152. 
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| Fate | A itt Ww, oad A g-* | a W,"-! ‘ 
Pe Ga Vag War nce Peeves 

die alle zu U" V" W*... projectivisch sind. Wir kénnen annehmen, 
dass alle Curven Uj’, Vi’, W3',... A @-fach enthalten. Eines 
der ,,Leitbiischel enthilt die Curven, die dem Strahle OA der Reihe 
nach zugeordnet werden miissen, damit U*, V", W*,... entstehen. 
Hieraus folgt aber, da nur von » — 1 auf zu schliessen ist, der be- 
hauptete Satz. Fiirn—o-+1, wo alle Curven Uj", V;", W;""',... 
Strahlengruppen sind, ist derselbe evident. 

Sollten U", V™, W”, ... ausserhalb A gar keinen Punkt ge- 
meinsam haben, so benutzen wir eine Hiilfscurve K", die A zum 
(o-+1)-fachen Punkt hat. Das Netz zweiter Stufe aus K", U*, V* sendet 
durch O die Curven 11", BU", W",... eines zu U"V"W"... pro- 
jectivischen Biischels, wenn wir annehmen, dass U" und WW", V" und 
BY", W" und BW", .,. je dieselbe Tangentengruppe zeigen. Folglich 
gilt der Satz ganz allgemein. Das Gesagte lisst sich so zusammen- 
fassen. 

(2.) ,,Jst A ein o-facher Punkt einer Curve K," und ein v-facher 
Punkt einer zweiten, K,", so kommt er, wenn @ > v ist, auch v-fach 
in allen anderen Curven K,”", K,", ... des Biischels K,", K," vor, und 
zwar haben alle Curven, ausser K,", dieselbe Tangentengruppe. Ent- 
halten K," und K," den Punkt A beide o-fach, so kommt er in einer 
Curve des Biischels K,", K," mehr als o-fach vor, wenn die gegebenen 
Curven dieselbe Tangentengruppe zeigen. Im anderen Falle ist A ein 
o-facher Punkt aller Curven des Biischels, und die Tangentengruppen 
bilden eine zum Biischel projectivische Involution. 

Das Erzeugniss der beiden Biischel 

K,wK."K,"...K K,°K,°K,*... 
gehért zu jedem einzelnen der Biischel Kj" K;, K;" Kj. Hieraus ist 
leicht der folgende Lehrsatz abzuleiten: 

(3.) ,,Zwei projectivische Biischel von Curven mi, bez. n'” Ord- 
nung erzeugen eine K"+™, welche in A einen (A + uw)-fachen Punkt 
besitet, wenn A ein d-facher Punkt fiir alle K™, ein w-facher Punkt fiir 
alle K" ist. Die Tangenten von K+ enthiilt die Coincidenzgruppe der 
Tangenteninvolutionen der beiden gegebenen Liischel. Sollten die beiden 
Involutionen in dieselbe Involution oc” Ordnung und in je eine feste 
Strahlengruppe zu 4 — o, bez. w — 6 Strahlen zerfallen, so muss K+ 
A wenigstens (4 + u + 1)-fach enthalten.“ 
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II. 


Gemischte Polaren. — Verhalten der Polaren fiir Curven mit 
mehrfachem Punkt. 


Die Polare P*—' einer Curve K™* hinsichtlich eines beliebigen 
Punktes P erwies sich als Ort der Polargruppen, die hinsichtlich P 
zu den Schnittgruppen p(K") gehéren, wo p eine um P rotierende 
Gerade war. Als Polargruppe einer Gruppe U von n Punkten hin- 
sichtlich eines Punktes P soll niimlich fortab die Gruppe der n — 1 
ferneren Doppelpunkte der Involution bezeichnet werden, die durch die 
Gruppe U und den n-fachen Punkt P bestimmt wird. Auf der an- 
deren Seite war P"-! mit einer beliebigen Geraden r zusammen ein 
Glied des Biischels, das K” mit seinem unendlich nahen perspectivisch- 
collinearen Abbild hinsichtlich P und r bildet*). 

Ich hatte aus diesen Definitionen drei der bekannten Polareigen- 
schaften gefolgert, nimlich 

(4.) (@) ,,Die Polaren der Curven eines Biischels hinsichtlich eines 
Punktes bilden ein zweites zum ersten projectivisches Biischel.“ 

(8) ,,Jst Q ein Punkt von P*-', so ist P ein Punkt von Q', der 
Polargeraden von K* hinsichtlich Q.“ 

(y) ,, Die ersten Polaren von K* hinsichtlich der Punkte einer Ge- 
raden bilden ein zu der Punktreihe projectivisches Biischel.“ 

Ich will jetzt einen Beweis des Satzes von der gemischten Polare 
anschliessen, also zeigen, dass man zu derselben Curve (n — 2)" Ord- 
nung gelangt, ob man hinsichtlich Q die Polare von P*—' oder hin- 
sichtlich P die Polare von QY*-' nimmt. Es sind mit einander identisch 
die beiden Curven: 


(P,Q): K" und (Q, P)*-?: K*, 





*) Vergl. a. a. O. §§ 161—165, Offenbar enthiilt die Polargruppe die har- 
monischen Mittelpunkte erster Ordnung der Gruppe p(K”") hinsichtlich P und die 
erste Definition deckt sich daher mit der Cremona-Grassmann’schen. [Vergl. 
Herrn Cremona’s,,introduzione“ Nr. 68 ff.] Eine allgemeine Definition der harmonischen 
Mittelpunkte beliebig hoher Ordnung, welche die obige als speciellen Fall ent- 
hilt, gab zuerst Herr Kohn [,,Zur Theorie der harmonischen Mittelpunkte etc.‘ 
Wien. Ber., Bd. 88, S. 424—431.] Die obige Umformung der Cremona’schen 
Definition, iibrigens ohne rein geometrischen Beweis, benutzte derselbe in der Ab- 
handlung: ,,Ueber Satellitcurven und Fliichen'‘, Wien. Ber., Bd. 89,, 8. 144—172. 
Herr Castelnuovo dehnte Herrn Kohn’s Theorie auf gemischte Polargruppen aus, 
Vergl.: ,,Studio dell’ involuzione generale etc.‘* Ven, Jst. Atti (6), Bd. 4, 8, 1167—1200. 
Die Polaren-Definition liegt seiner Arbeit ,,Studii sulla teoria della involuzione 
nel piano“ ibidem, (8. 1559—1594) zu Grunde. Dass die Polare auch mit einer P 
nicht enthaltenden Curve nur » — 1 Punkte gemein hat, zeigt Herr Castelnuovo 
durch Behandlung des Netzes der Curven, welche hinsichtlich 2 dieselbe Polare 


haben. Im iibrigen verweise ich auf die a. a. O., Note 37, gemachten Literatur- 
angaben. 
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Hierzu nehme ich r oder PQ als Axe, P und ¥ als Centren zweier 
perspectivischer Beziehungen. Fiir beide treffen sich homologe Gerade 
auf PQ; homologe Punkte liegen fiir die erste mit P, fiir die zweite 
mit @ auf einer Geraden. Zu A gehére A’ vermége der ersten, A” 
vermodge der zweiten Beziehung, so dass eben 0, A, A’, bez. Q, A, A” 
in je einer Geraden liegen. PA” und QA’ mdgen sich in A” treffen. 
Alsdann entsprechen sich A” und A” in der ersten perspectivischen 
Beziehung, da naimlich QA und QA’ homologe Gerade sind. Ebenso 
entsprechen sich A’ und A” in der zweiten perpectivischen Beziehung. 
Bewegt man nun A tiber eine K", so durchlaufen A’, A’, A” drei an- 
dere Curven n'* Ordnung K,", K,", K,", und zwar sind 

K*, K,", sowie K,*, K,", 
Paare homologer Curven der ersten perspectivischen Beziehung. In 
der zweiten Beziehung entsprechen sich 


K* und K,", sowie XK," und K,". 
Alle vier Curven haben mit PQ oder r dieselbe Gruppe von x Punkten 
gemeinsam, Je zwei von ihnen bestimmen ein solches Biischel, in dem 


ry zusammen mit einer Curve (n — 1)'** Ordnung vorkommt. Ich will 
annehmen, dass 


K", Ky, rf; KK", Kn, rQ"; 

Ky", Ky", 7B"; Ky", Ky", rQ."" 
je zu einem Biischel gehéren, Q"—' und Q,"-! entsprechen einander in 
der ersten perspectivischen Beziehung, denn jedenfalls wird das Biischel 
K", K," in das andere K,", K," umgewandelt, und der zerfallenden 
Curve rQ*-' des ersteren kann hierbei nur die zerfallende Curve des 
zweiten Biischels entsprechen. Q"-! und Q,"—" schneiden folglich auf 
y dieselbe Punktgruppe aus. Ganz ahnlich ist zu zeigen, dass ["—! 
und §§,"—" sich in der zweiten perspectivischen Beziehung entsprechen 


und wiederum in ~ — 1 Punkten auf r sich schneiden. Auf der an- 
deren Seite kénnen 
ry, rB—, rs", rQ,*-" 

als solehe vier Curven des Netzes dritter Stufe aus K", K,", K,", K," 
betrachtet werden, die irgend einen bestimmten Punkt S von r ent- 
halten. Derartige Curven gehdren aber zu einem Netze zweiter Stufe. 
Die in einem Netze zweiter Stufe liegenden Biischel {*—', [,"—' und 
Q"-!, O,"-' miissen also eine Curve gemeinsam haben*). Da diese 
die beiden Gruppen, welche r auf $§"-' und Q*~! ausschneidet, ent- 
halt, so zerfallt sie in r und in eine Curve ($, Q)"-* (n — 2)*" Ord- 
nung von der Art dass 





*) Vergl. a. a, O. § 187 u, § 151. 
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y, %.-"*, r($, Q))*-? 
zu einem, und 

Ort, O°, 1B, OP 
zu einem anderen Biischel gehdren. Wenn man nun A’ und A” an 
A heranriickt so gehen Q"-' und Q,"—' in die Polare Q"—', $*—' und 
pL" in P»— iiber, ($8, Q)"-*® geht in eine Curve (nm — 2)" Ordnung 
iiber, welche nach der ersten Definition die Polare von P*~' hinsicht- 
lich Q, nach der zweiten Definition aber die Polare von Q"— hinsicht- 
lich P ist. Hiermit ist der Satz von der gemischten Polare tiberhaupt 
bewiesen. 

(5.) ,,Wenn man von K" die Polare hinsichtlich P,, von dieser 
Curve die Polare hinsichtlich P,, von der neuen Curve die Polare hin- 
sicntlich P, nimmt, u. s. f., so héingt die schliesslich entstehende Curve 

(Fi Boge el? E 
(n — m)""" Ordnung wohl von den Punkten P,, P,, ... Pm, nicht aber 
von threr Reihenfolge ab.“ 

Aus dem Satz von der gemischten Polare folgt bekanntlich sofort 
der nachstehende 

(6.) ,,Lst Q ein Punkt von (P,, Py, ... Pn)*-™: K*, so liegt Pp 
auf der gemischten Polargeraden (P,, Py, ... Pms)' : Q@.“ 

Denn diese Gerade kann als Polargerade hinsichtlich Q von 

(P,, B,... Paapreh ss 
bezeichnet werden, wiihrend 
(Puy Foe +> Bent, fal: EP 
als die erste Polare derselben Curve hinsichtlich P,, zu betrachten ist. 

Wir schreiten jetzt zur Begriindung des folgenden Satzes. 

(7.) ,,Wenn eine Curve K" n°" Ordnung Q zum o-fachen Punkt 
hat, so tritt derselbe in P™™ (9 -- 1)-fach auf. Die Tangenten der 
letzteren Curve bilden die Polargruppe der Tangentengruppe von K*" hin- 
sichtlich PQ.“ 

yAst die Tangentengruppe von K* mit dem o-fach ziihlenden Strahle 
QP identisch, so enthili P"—' den Punkt Q im allgemeinen und min- 
destens o-fach, miglicher Weise aber (9 + 0')-fach, doch muss dann 
die Schnittgruppe zwischen PQ und K" Q mindestens (@ + 0’ + 1)-fach 
enthalten; keinesfalls kann es mehr ails einen solchen ausgezeichneten 
Punkt P auf PQ geben.“ 

ist P ein o-facher Punkt von K", so ist er auch ein o-facher 
Punkt von P*—'; P™— und K* haben dieselbe Tangentengruppe.“ 

Man setze r=» —o. Fiir r= ist dann der Satz selbstver- 
stiindlich, denn K” besteht aus x, P*—' aus n — 1 in Q sich tref- 
fenden Geraden; und zwar bilden diese nach der ersten Definition die 
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Polargruppe der ersteren Strahlengruppe hinsichtlich PQ. Um den 
allgemeinen Satz zu erhirten, braucht man daher nur noch von r — 1 
auf r zu schliessen.‘ Hierzu ziehe man eine K*—', welche in Q die- 
selbe Tangentengruppe wie K" hat, ferner lege man durch P eine be- 
liebige Gerade p und betrachte das Biischel K", p K*—', in dem 
sich eine bestimmte Curve K," vorfindet, die Q@ mindestens (@ +- 1)- 
fach (Satz 2) enthialt. Die Polaren dieser Curven hinsichtlich P 
bilden (4. a@) ein zweites zum ersten projectivisches Biischel. Nun 
ist der Satz fiir K," vorauszusetzen, da fiir sie r — 1 — x — (9 + 1) 
an die Stelle von r tritt, folglich hat P,»-' Q zum mindestens o-fachen 
Punkt. Die Polare von p K*—' besteht nach der zweiten Definition 
aus p und aus der Polare P*-* von K*—' hinsichtlich P. Fir K*— 
tritt aber wieder r — 1 = (n — 1) — 9 an die Stelle von r. Demzu- 
folge hat P*-* in Q einen (g — 1)-fachen Punkt, und sie beriihrt in Q 
die Polargruppe der auch bei K* auftretenden Tangentengruppe hin- 
sichtlich PQ. Da nun P*-', pP-*, P,*— einem Biischel angehoren, 
so gilt nach Satz 2 auch fiir K* der aufgestellte Lehrsatz, der damit 
bewiesen ist. 

Ist QP die einzige, mithin g-fach zihlende Tangente, so ziehe 
man durch P die Hiilfsgeraden P, P,, P,,P,.... Zu P, gehirt eine P7, 
die Q(@ — 1)-fach enthilt und QP zur (eg — 1)-fach ziihlenden Tan- 
gente hat. Diese Curven P,"-'!, P,"-', P,"—',.. . bilden also (Satz 4 «) 
ein Biischel, in dem (Satz 2) auch eine Curve vorkommt, die Q mehr 
als (@ — 1)-fach enthilt. Diese Curve kann aber nur P*—' sein*). Da 
die Schnittgruppe von PQ und K* den Punkt Q (9 + e + 1)-fach 
enthilt, so vereinigt Q in sich @ + 9’ Doppelpunkte der Involution 
P*, PQ(K")**) und die Polare P*-' enthilt daher @ hichstens 
(o + 0’)-fach, im allgemeinen aber g-fach. 

Ist P selbst ein o-facher Punkt von K*, so zerfillt jede der In- 
volutionen P*, p(K") in den o-fachen Punkt P und in eine Involution 
Pp», (U*-™), wo die Gruppe (U"-”) aus den ferneren Schnittpunkten 
zwischen p und K* besteht. Demzufolge enthilt die Gruppe der Dop- 
pelpunkte » — m — 1 von P verschiedene Punkte, es ist P wirklich 
ein genau m-facher Punkt von P*—'. Dass die Tangenten von P*—' 
mit denen von K™® sich decken, folgt nun, wenn man die zweite Ent- 
stehungsart der Polare ins Auge fasst. 

(8.) ,,Jst Q ein o-facher Punkt der m‘" Polare P"-™ von K", so 
ist P ein mindestens o-facher Punkt der Polare Qute— : K".“ 





*) Man kénnte auch, wenn p” eine Strahlengruppe mit dem Centrum P ist, 
die PQ o-fach enthilt, benutzen, dass eine Curve des Biischels p", A” Q min- 


destens (9 + 1)-fach enthiilt, aber hinsichtlich P dieselbe Polare hat, wie K”. 
**) Vergl. a. a. O. § 56 bez, 34b. 
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Denn nach Lehrsatz 7. wird (P,, P,, ... Pg-s)*-™-et': Pam 
ebenfalls Q enthalten, wobei P,, P,,... Po—i ganz willkiirliche Punkte 
sind. Die letztgenannte Curve kann auch als 

(F,, P,, eee Pe; p=\y- er : K* 
bezeichnet werden. Folglich muss 

(P,, P,,... PearP'} : Qute 

durch den Punkt P gehen. Diese Curve kann aber auch als 

(P,, By, --. Bea): (PP : Gt} 
bezeichnet werden. Hieraus geht hervor, dass P™-!: Q@te—! in P 
einen mindestens e-fachen Punkt hat. Dasselbe gilt von 

pr: Qete 1 : pe. Qute-!; ...P: Qate-t; gate, 


Ill. 
Jacobi’sche Curve eines Netzes zweiter Stufe. 

Ich will bei meiner rein geometrischen Behandlung die Jacobi’sche 
Curve eines Netzes nach der zweiten der iiblichen Arten definiren, niim- 
lich als Ort derjenigen Punkte , in welchen alle Curven eines bestimmten 
Biischels eine Beriihrung mit einander eingehen. Indem man aus jedem 
derartigen Biischel die beiden Curven herausgreift, welche aus zwei 
festen Biischeln des Netzes entstammen, wird man auf den Ort der- 
jenigen Punkte hingewiesen, in denen Curven zweier Biischel 

EPR RR? ... wh GPSS)... 
eine Beritihrung eingehen. Es mégen K% und ZL; sich in B lings b 
beriihren, welche Gerade einer anderen festen a in P begegne. Als- 
dann treffen sich in B die vier Curven K%, L$, Ph', PP", wobei 
unter P2~* und, $$" die Polaren von K% und L hinsichtlich P zu 
verstehen sind. Betrachtet man fiir alle Punkte P,Y, R,S,... der 


Geraden a diese Zusammenstellungen von vier Curven, so kann man 
alle verschiedenen Punkte B erhalten. Nun erzeugen 


—1 —1 —t1 . 2p—1 
ae... wt Fe lf OS 
= —t _ : 2q-1 
LO bh! Lf... wi B°"° OF" or*... dee gy”, 
und es gehdren alle Schnittpunkte zwischen P??-! und $327-' ausser P 


zu dem gesuchten Orte. Lisst man P in andere Punkte Q, R, S, ... von 
a iibergehen, so erhilt man die Biischel 


PP pe pr... Ker a? “ar... 
KBB RS... Ra a ---H-- 
9* 
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und 
P,2- Pt' Peet... AO TIO, 1 O we"... 
KA Rs Re Ke! ... A S27 Ss'S ' ... A. 
zweier bestimmter Schaaren. Jedes der ersteren Biischel ist zu 
Ee Kye Ky... 


projectivisch; sie bilden eine Schaar, da homologe Curven in zu 
PQRS... projectivischen Leitbiischeln angeordnet liegen. 


a ae... 


enthilt die Polaren einer festen Kf hinsichtlich P,Q, R,S,... Mit- 
hin sind die Curvenreihen 


P2p—1 Q27—1 R2P-1 827-1 | und = P24 QA HE2—-1S 2a! 


zwei zu PQRS... projectivische Biischel, welche neben dem frag- 
lichen Orte die Gerade a erzeugen, da homologe Curven sich der Reihe 
nach in P,Q, R,S,... treffen. Also ist die gesuchte Curve eine 
K*r+*2-5, welche die Grundpunkte der beiden Biischel enthilt*). 

Bei zwei Biischeln desselben Netzes, wo p=—q =n wird, lost 
sich von K*?+2-5 oder K4"- noch eine Curve n'* Ordnung ab; es 
ist dies offenbar die beiden Netzbiischeln gemeinsame Netzcurve. 
Hiernach behalten wir als eigentliche Jacobi’sche Curve des Netzes eine 
K**- iibrig. Es ist also auch rein geometrisch die Thatsache er- 
wiesen. 


(9.) ,,Jn einem Netze zweiter Stufe giebt es eine einfache Mannig- 
faltigkeit von Curven, die mehrfache Punkte enthalten. Der Ort derselben, 
die Jacobi'sche Curve, ist von der (3n — 3)" Ordnung.“**) 


Um das Verhalten der Jacobi’schen Curve in ihren einzelnen Punkten 
zu untersuchen, ist nun die soeben erliiuterte Methode bekanntlich 


*) Vergl. Herrn Cremona’s ,,Introduzione etc.‘‘ Nr. 87 und 90. 

**) Auch Herr Cremona benutzt bekanntlich zur Discussion der allgemeinen 
Jacobi’schen Curve dreier Curven C, C’, C” eine projectivische Erzeugung, 
welche aber die Curve zusammen mit einer ersten Polaren einer dieser Curven ergiebt, 
Wihrend ein Strahl S um o rotiert, werden jedesmal die zu seiner Punktreihe 
gehérigen Polarbiischel hinsichtlich der drei Curven C, C’, C” genommen, von 
denen regelmiissig zwei mit dem dritten zur Coincidenz kommen. Die so ent- 
stehenden verinderlichen Curven K’ und K” miissen jedenfalls zwei eindeutig 
aufeinander bezogene Reihen vom Index 1, also zwei projectivische Biischel durch- 
laufen. Sie erzeugen die erwihnte zusammengesetzte Curve (Vergl, a. a. O. Nr. 93 ff.). 
Ein im strengsten Sinne des Wortes rein geometrischer Beweis fiir die Biischel- 
natur der beiden Cremona’schen Reihen ist ziemlich schwer zu fiihren. Demzu- 
folge habe ich die obige Betrachtungsweise in dem speciellen Fall eines vorliegen- 
den Netzes bevorzugt. 
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vorziiglich geeignet. Ich betrachte hierzu zuniichst einen nicht allen 
Curven des Netzes gemeinsamen Punkt X. Das Biischel der ihn ent- 
haltenden Curven diene zur Herstellung des in der soeben gegebenen 
Entwickelung auftretenden Biischels P?™-' Q*"-! R2"-1... Es sei 
zuerst X fiir alle Curven des Netzbiischels ein g-facher Punkt und 
LC HXl xe... die zugehdrige Tangenteninvolution. Alsdann besitzen 
alle Curven des Biischels P,"-' P,"—' P,"-!... X zum (@ — 1)-fachen 
Punkt, und die Tangenteninvolution a$;'aha' aby! ... besteht aus den 
Polargruppen der friiheren Involutionsgruppen hinsichtlich PX (Satz 7). 
Enthilt xg einen zweifachen Strahl, so kommt er einfach in 25" vor, 
enthilt 2¢ einen uw-fachen Strahl, so kommt er (wu — 1)-fach in a%5! 


vor. Mithin haben die projectivischen Involutionen 
Tags... K Ut ahs ae! . 

zuniichst die Doppelstrahlen-Gruppe der Involution 2,¢, 2, gemeinsam, 
die Gruppe, welche einen Strahl (uw — 1)-fach enthilt, der u-fach in 
einer Gruppe der ersten Involution auftritt. Neben dieser Gruppe von 
20 — 2 unveriinderlichen Tangenten hat P?"—' als einzige bewegliche 
den Strahl PX. Denn PX kommt in einer bestimmten Gruppe von 
“,°, 2 € und von selbst in der Polargruppe derselben hinsichtlich PX 
vor. Alle Curven des Biischels P?"—'Q?*-'! R?"—' ... haben also X 
zum (29 — 1)-fachen Punkt, eine Tangente beschreibt das Biischel 
X(PQR...), die anderen Tangenten sind fest und bilden die Dop- 
pelstrahlen-Gruppe von 2,°, 2,°. ; 

Das zweite Biischel K,"8,"8,"8," ..., welehes zur Herstellung 
von P21 Oe! R21, dient, habe mit dem ersten K," gemeinsam. 
2"! hat alsdann X zum (g@ — 1)-fachen Punkt und beriihrt die 
Gruppe 271. Denn die beiden Involutionen, welche die projectivischen 


Biischel 
Ky" Ky" Ky" Kye 6 KR PTB PY PB. 

auf irgend einem von X ausgehenden Strahle z bestimmen, haben 
X(g — 1)-fach mit einander gemeinsam, da dieser Punkt (@ — 1)-fach 
in «(P,"-"), hingegen g-fach in 2(K,") vorkommt; eine Tangente von 
P,"-', also ein Strahl von 2$7' bestimmt zwei homologe Gruppen, die 
X g-fach enthalten. Da diese Ueberlegung fiir alle Curven des zweiten 
Biischels gilt, so erzeugen die Biischel 


P2n-1 gs R2n-1 S2n-1 — A Pee-! Q2n-1 K2n—-1 G2" o . : 


eine K4"-?, welche X zum (39 — 2)-fachen Punkt hat. Dieselbe be- 
riihrt einmal die allen Curven des ersten Biischels gemeinsamen Tan- 
genten, zweitens, wie es sein muss, die in 2,¢ vorkommenden Strahlen. 
Denn jeder derselben kommt, wie bemerkt, in der Polargruppe von 2,° 
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hinsichtlich seiner vor und beriihrt also zwei homologe Curven der 
beiden letzteren Biischel. 

Nachdem man von K**-* die Hiilfsgerade a und K,” abgelést hat, 
bleibt die Jacobi’sche Curve iibrig, fiir die folgender Satz gilt: 

(10.) ,,Kommt ein Punkt X in allen Curven eines Netzbiischels 
o-fach vor, so ist er ein (20 — 2)-facher Punkt der Jacobi’schen Curve 
des Netzes. Als Tangente der leteteren zihlt jeder Strahl (u-—1)- 
fach, welcher eine w-fache Tangente fiir eine Curve des betrachteten 
Biischels ist.‘ 

Im zweiten méglichen Fall enthalt eine Netzcurve, K,", den Punkt 
X o-fach, wihrend er in den anderen Curven K,", K,", K,",... des 
durch X bestimmten Biischels nur 6-fach auftritt (9 > 6). 2,° sei die 
Tangentengruppe von K,”, wihrend die Tangentengruppen 2,”, x5", 2,°, ... 
mit einander iibereinstimmen. Da P?"-', K,* P,"-', K,"P,"-' drei 
Curven eines Biischels sind, so enthilt P?*-! den Punkt X (e+ 6 — 1)- 
fach; die zugehérige Tangentengruppe kommt in der Involution 


xr —1 CG vo—l 
TEX: ’ vs wr 
vor und enthilt also alle den beiden homologen Gruppen 2351 und 


af; etwa gemeinsamen Strahlen. Wird als zweites Netzbiischel 
Ky" Ry" Ky" Ky". . - 
zu Grunde gelegt, so enthilt $?"-! X (@ — 1)-fach und beriihrt die 
Strahlen der Gruppe 2%>'. Folglich enthalt das Erzeugniss K4"~-* der 
Biischel 
Pp2--1 Ge! Ree—1 §20-1 ks A P21 K\2a—1 HIa—1 S3e—1 = 


X (20 + 6 — 2)-fach. Als Tangenten der Curve erhalten wir einmal 
diejenigen von K,", dann die g + 6 — 2 Strahlen, deren jeder zwei 
homologen Polargruppen der beiden gegebenen Tangentengruppen an- 
gehért, Dieselben sind Tangenten der nach Ablésung von a und K," 
verbleibenden Jacobi’schen Curve. Gemeinsame Tangenten von K," und 
K," sind einfache Tangenten derselben. 

Der Fall, wo fiir eine der beiden Curven alle Tangenten zusam- 
menfallen, ist jetzt besonders ins Auge zu fassen, K,”" habe zuniichst 
XP zur 6-fach zihlenden Tangente. Wir benutzen wieder, dass 


pnt : E,*P*"*, K," P, 


zu einem Biischel gehéren. Nun enthalt P,*-' X (@ — 1)-fach und be- 
riihrt die Strahlen der Gruppe a¢7'; P,"-' hingegen enthilt X min- 
destens o-fach (Satz 7). Da also K,"P,""' einen (@ + 6)-fachen, 
K," P, aber nur einen (g + 6 — 1)-fachen Punkt in X hat, so gilt 
letzteres (Satz 2) von P?"-!; diese Curve beriihrt XP o-fach und 
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iiberdies 2¢>!. Da auch $3*"—' diese Gruppe beriihrt, so gilt dasselbe 
von K4*-* und K**-3, 

Ferner gehéren zu einem Biischel Q?*-', K,"Q,"-', K,"Q,""'. 
Demzufolge hat jede Curve des ersten Biischels und mithin auch die 
untersuchte den Strahl XP zur (6 — t)-fachen Tangente. @Q?*-! be- 
riihrt ferner eine Gruppe der Involution af, Q@ Pai’, hingegen Q2*-! 
die Gruppe 2¢>' selbst. Nach Abscheidung der allen Curven 


pie-!, gu, Re", ... bez. y- §) 39-1 R2e-2 A 


gemeinsamen Tangenten bleiben also zwei projectivische aber noth- 
wendig von einander verschiedene Involutionen tibrig, deren homologe 
Gruppen homologe Curven 


pars. Hee, Ge, Diet; R*—, RIe-1. = 


beriihren, Daher kann K*"-* X gewiss nicht mehr als (9g + 6 — 2)-- 
fach enthalten. 

Aehnlich ist der Fall zu behandeln, wo K," einen Strahl XQ zur 
einzigen g-fach zahlenden Tangente hat, Es ist leicht zu sehen, dass 
alle Curven des zweiten Biischeis bis auf Q?"-', welche X mindestens 
e-fach enthilt, X zum (@ — 1)-fachen Punkt haben, und allein XQ 
beriihren. Von den Curven des ersten Biischels schliesst sich jede ein- 
zelne @X (9 — 1)-fach an, Q*-"' beriihrt den Strahl QX o-fach, 
ausserdem aber die Gruppe 2j>}. Da nun 


Kén-3, Pia-1H 20-1 | Pee-1 I-12 


drei Curven eines Biischels sind, von denen die zweite X mindestens 
(2e-++-o—1)-fach enthiilt, wiihrend er in der dritten nur (2@-+-6—2)- 
fach vorkommt, so gilt letzteres von K4*—*. Von den Tangenten sind 
ferner 29 — 1 mit XQ identisch, und die anderen machen die Gruppe 
xGy° aus. 

Wenn endlich XK," und KX," denselben Strahl XP zur o-fachen 
bez. o-fachen Tangente haben, so enthilt K4"—* X mindestens, also 
im allgemeinen, (2@ + 6 — 1)-fach. Denn X kommt mindestens g-fach 
in P,"-', mindestens o-fach in P,"-' und folglich in jeder der drei 
einem Biischel angehérigen Curven P?"—!, K,* P,*-', K,"P,"-! min- 
destens (9 + 6)-fach vor. $$2"~-! enthilt X mindestens g-fach. Ferner 
ist X ein (9 + 6 — 1)-facher Punkt fiir Q*—', ein (@ — 1)-facher Punkt 
fiir Q2*-', und zwar beriihren die letzteren Curven nur XP. Schliess- 
lich muss K*"-*, als Glied des Biischels P?*-!Q2*—', P$2"-1Q2=-1 
X (2e + 6 — 1)-fach enthalten und X P, wie man sich leicht iiber- 
zeugt, (9 + 6 — 1)-fach beriihren. 

In besonderen Fiillen giebt es auf XP einen Punkt R, hinsicht- 


lich dessen Kj eine Polare zeigt, die X dfter als diese Curve selbst 














136 K. Korver. 


enthilt. Jeder andere Punkt von X P ergiebt dann eine Polare, die 
sich X P eben so oft anschmiegt, wie K,” selbst. Von diesen Besonder- 
heiten wollen wir (im niichsten Abschnitt) nur die bei der Hesse’- 
schen Curve méglichen behandeln. 

Die gewonnenen Resultate spricht der folgende Satz aus: 


(11.)_ ,,Enthdlt eine Curve eines Netzes zweiter Stufe einen Punkt 
X o-fach, der in den anderen Curven des durch ihn bestimmten Nets- 
biischels 6-fach vorkommt, (@ > 6), so ist er ein (9 + 6 — 2)-facher 
Punkt der Jacobi'schen Curve des Netzes. Jede Tangente derselben 
gehirt zwei homologen Polargruppen der beiden Gruppen an, deren einer 
jede X enthaltende Curve des Netzes sich anschmiegt. Geht eine der 
beiden Gruppen in ein Strahlenvielfach iiber, so beriihrt die Jacobi’sche 
Curve einmal die Polargruppe der anderen Tangentengruppe hinsichtlich 
dieses Strahles, ausserdem aber nur thn selbst ((9 — 1)-fach bez. 
(6 — 1)-fach).“ 

»» Wenn beide Gruppen Vielfache desselben Strahles X P sind, und 
nur in diesem Falle, enthilt die Jacobi’sche Curve X mehr als (e+ 6— 2)- 
fach, im aligemeinen also (g-+-6—1)-fach. Den Strahl X P beriihrt 
dieselbe alsdann (6 — 1)-fach.“ 


Wir gehen nunmehr zur Untersuchung derjenigen, im allgemeinen 
nicht vorkommenden Punkte Y iiber, die in simmtlichen Curven des 
Netzes zweiter Stufe auftreten. Hierbei sind vier verschiedene Fille 
zu unterscheiden. 

Zunichst kénnen alle Curven Y genau o-fach enthalten, wo dann 
ihre Tangentengruppen ein eigentliches Involutionsnetz zweiter Stufe 
bilden. 

Im zweiten Fall enthiilt eine Curve Y o0-fach, wihrend er in allen 
anderen Curven 6-fach vorkommt (@ > 6). Die verschiedenen in Be- 
tracht kommenden Tangentengruppen der letzteren Curven bilden eine 
eigentliche Involution. 

Im dritten Fall kommt Y in den allgemeinen Netzcurven 6-fach 
vor, und dieselben haben dieselbe Tangentengruppe. Hingegen kommt 
Y o-fach in allen Curven eines bestimmten Biischels vor (@ > 6). 

Im letzten Falle kommt Y in den allgemeinen Netzcurven t-fach, 
in denen eines bestimmten Bischels 6-fach und schliesslich in einer 
einzigen Curve desselben o-fach vor (9g > 6 > 1). 

Der rein geometrischen Behandlung fiigen sich am leichtesten der 
zweite und der dritte Fall*). Im zweiten Falle benutzen wir zur 


*) Man vergl. Herrn Cremona’s Entwickelungen a. a, O. No. 96, die zwar 
nur auf die beiden einfachsten Fille sich beziehen, die im Netze der ersten Polaren 
auftreten, die aber sofort auf die allgemeinen Fille ausgedehnt werden kénnen. 
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Herstellung von K‘*"-* irgend ein Biischel K," K." K,"..., dessen 
siimmtliche Curven Y o-fach enthalten, und daneben ein zweites 
Biischel K," 8," 8," ..., welches die Curve &," mit dem @-fachen Punkt 
Y enthiilt. Die Tangentengruppen der ersteren mégen die Involution 
Y17 Yo Wn" ..+ bilden. ,@ sei die Tangentengruppe der Curve §,". 
Alle iibrigen Curven des zweiten Biischels beriihren y,°. 

Nach dem QObigen beriihren alle Curven des ersten Biischels 
Pi! Qn-t Rent §2n-1 | | (Beweis zum Satz 7) die Doppelstrahlen 
der Involution «,%, x,%; die einzige bewegliche Tangente beschreibt 
das Strahlbiischel Y(PQRS...). Die Tangentengruppen der Curven 
von $2"—-t; Qe-t; Rent; S2"-1; . .. bilden eine Involution und gehéren 
der Reihe nach zu den Involutionen y? y§>", yf yfi's wi2vs5's VS¥RI's 
YP Wests USMEr ds 

K‘"-? hat also Y zum (e-+-36—2)-fachen Punkt. Als Tangenten 
stellen sich einmal die Doppelstrahlen von y,%, y.% heraus, da sie 
Tangenten aller Curven des ersten Biischels sind, Ferner ergeben sich 
als Tangenten von K‘*"-* nur noch die Strahlen der beiden Gruppen 
¥,7, )s¢ Wird XP z. B. mit einem Strahl von »,¢ identisch, so wird 
er auch in der Polargruppe y§>! von y,° hinsichtlich seiner und 
folglich auch in allen Gruppen der Involution y*ys>", ygyert vor- 
kommen und eine gemeinsame T'angente von P2"—', $3?"—' und K4*-? 
sein. Nach Ablésung von a und K," von K‘4"-* bleibt die Jacobi’sche 
Curve iibrig, die also Y zum (9+26—2)-fachen Punkt hat; sie be- 
riihrt die Gruppe y,@ und die Doppelstrahlen der Involution y,%, y,°. 
Ganz ebenso verfihrt man im dritten Fall, nur nimmt man in das 
Biischel A,* K," K,"... die Curven auf, welche Y g-fach enthalten 
und greift das zweite Biischel, von dem alle Curven bis auf eine Y 
6-fach enthalten, beliebig heraus. Das Resultat ist hier, dass Y 
20-+-6—2)-fach der Jacobi’schen Curve angehdrt; dieselbe beriihrt 
die 6 den allgemeinen Netzcurven gemeinsamen Tangenten und iiber- 
dies die Doppelstrahlen der zu K,", K," gehdrigen Involution. 

Beide Ergebnisse lassen sich in folgender Weise zusammenziehen. 

(12.) ,,Schliesst sich jede Curve eines Netzes eweiter Stufe in einem 
bestimmten Punkte Y entweder einer Gruppe einer Involution Ater 
Ordnung oder einer festen Gruppe von uw Strahlen an, so wird die 
Jacobi'sche Curve des Netzes Y (24-+-u—2)-fach enthalten, sie beriihrt 
ausser den letzteren wu Strahlen die Doppelstrahlen der Involution,“ 

Ganz anders ist in dem Falle zu verfahren, wo alle Curven des 
Netzes Y g-fach enthalten. Wir heben irgend zwei Curvenbiischel 
K," K," K,"... und K,"&,."8," ... heraus und ermitteln die zugehérigen 
Biischel 

P2n-1 Ga R2n-1 S2e-1 — A Poet H3a—1 Hyta—1t Ste! -— 
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die K4"~? erzeugen. Wihrend fiir jedes Biischel 29 — 2 Tangenten 
festgelegt sind, beschreibt eine letzte bewegliche in beiden Fallen 
das Biischel Y(PQRS...). Da sonach je zwei homologe Curven 
einander in Y lings einer beweglichen Tangente beriihren, enthialt 
K‘»-* den Punkt Y (4e@—1)-fach*), und es sind nun die Tangenten, 
die nicht auch K," beriihren, zu bestimmen; p oder Y P sei eine von 
ihnen. In dem Biischel von Netzcurven, die p in Y beriihren, wird 
sich im allgemeinen eine finden, in deren Tangentengruppe p doppelt 
vorkommt, Diese Curve sei oben mit K,” bezeichnet. Da dann p ein 
Doppelstrah! der zu K,", K," gehérigen Involution ist, so beriihren alle 
Curven des Biischels P?"-!Q?"—! R?=—!... den Strahl p einfach. Hin- 
gegen wird nur eine Curve, }3?"—', des Biischels [3?"-! Q2"—-1 JU2*-! . .. p 
beriihren. 

Die Schnittpunkte von K4*-? mit p sind Coincidenzpunkte der 
beiden Involutionen 

p(P?— ge R221 S2n-1 , . a A p(B?! O2=-! e2n-t G2n-1 oe .) : 


Von der ersteren Involution lést sich Y 2-fach ab, da alle Curven 
p in Y beriihren. Von der zweiten Involution hingegen nur (29 — 1)- 
fach. Ausserhalb Y kénnen die beiden Involutionen nur 
4n —2— 20 —20+1—4n—4e—1 
Punkte gemeinsam haben. Da p eine Tangente von K‘4*-* sein soll, 
so muss noch einer dieser Punkte mit Y identisch werden, es muss 
in den beiden Involutionen zwei homologe Gruppen geben, die Y 
bez. (29-+-1)-fach und 29-fach enthalten. Da nun allein $$*"~-' p in Y 
2o-fach schneidet, so muss P?*—! (29+1)-fach treffen. Das kann 
aber nur dann der Fall sein, wenn K,” die Tangente p in @ + 2 bei 
Y vereinigten Punkten trifft. Die untersuchte Gruppe P?*— enthiilt 
nimlich die Coincidenzpunkte der Involutionen 
p(K," Ky" Ky" ...) A p(Pyr Py t Py... .)5 

ausserhalb Y finden wir auf P?"-! einmal den Punkt P selbst und 
dann die 2% —2@—2 Doppelpunkte der eigentlichen Involution, 
welche nach Abscheidung des g-fachen Punktes Y von der Involution 
p(K,", K,") iibrig bleibt. Von diesen 2% — 29 — 1 Punkten muss 
noch ein einzelner nach Y fallen; es muss Y ein Doppelpunkt der 
durch ihn bestimmten Gruppe der Involution (n— @)ter Ordnung oder 
ein (9-+-2)-facher Punkt von p(K,") sein. Die Singularitiit, welche 
K," aufweist, kann folglich als Vereinigung einer Schnabelspitze mit 
anderen zweifachen Punkten gedeutet werden. Es gilt der Satz: 

(13.) ,,Enthaiten alle Curven eines Netzes sweiter Stufe einen 
Punkt Y @-fach, so ist derselbe im allgemeinen ein (3 @—1)-facher 


Vergl. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen, 8. 383. 
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Punkt der Jacobi’schen Curve. Jede ihrer Tangenten ist zugleich die- 
jenige einer Schnabelspitze, durch deren Vereinigung mit anderen zwei- 
fachen Punkten man bei einer bestimmten Netecurve die Singularitit in 
Y erkliiren kann.“ 

Weniger bestimmtes lisst sich in dem allein iibrigen vierten Fall 
behaupten, wo die allgemeinen Netzcurven Y t-fach enthalten und 
eine Gruppe y,* beriihren, die Curven eines Biischels, K,", K,", K,",..., 
ihn zum 6-fachen Punkt haben und dieselbe Gruppe y,%beriihren, eine 
bestimmte Curve K," desselben aber Y g-fach enthilt und die Gruppe 
y,° berthrt. Die Curven P?"-!, Q?*—!, R2*-!,..., die zu dem aus- 
gezeichneten Biischel gehéren, enthalten Y(9 + 6 — 1)-fach, die 
Tangentengruppen gehéren der Reihe nach den Involutionen an 
YP Use YS UBT*s UEUST US USTs YEU RT YP Y RT 3 -+- und bilden ihrer- 
seits eine Involution. Wihlt man ein zweites K," umfassendes Biischel 
K," 8," &;" ...,s0 enthalten die zugehérigen Curven $32"—!, O2*—1, R291, . . 
den Punkt Y (9-++1—1)-fach, und ihre Tangentengruppen bestimmen 
sich thnlich, wie vorher. Y ist mithin ein (29-+6-+1— 2)-facher 
Punkt von K4*-* und ein (9 -+ 6+ 1+ —2)-facher Punkt von K%*-5, 
Aus der Entstehungsweise der Curve geht hervor, dass als Tangente 
der Jacobi’schen Curve jeder Strahl anzusehen ist, der in zwei ver- 
schiedenen der drei Gruppen y,°, y,", y,* tiberhaupt, oder in einer von 
ihnen mehrfach auftritt. 

Bestimmteres liisst sich tiber die Tangentengruppe. in dem Falle 
sagen, wenn zwei verschiedene der drei Strahlengruppen, etwa y,* und y,*, 
zu Strahlenvielfachen, von PY bez. QY, werden. Alsdann muss PY 
(o—1)-fach, @Y (t—1)-fach als Tangente der Jacobi’schen Curve 
ziihlen. Die Gruppe der iibrigen tritt in einer Involution auf, in 
welcher y,¢ und jeder der Strahlen YP und YQ zusammen mit der 
Polargruppe von y,° hinsichtlich des anderen Strahles vorkommt. Man 
iiberzeugt sich leicht, dass P?"-! den Strahl YP o-fach und ausser- 
dem die Gruppe yg>! beriihrt. @°*~' hingegen beriihrt YP nur 
(o—1)-fach und daneben eine Gruppe {y,°, YP ¥gi*} der Involution, 
die durch y,¢ und ¥ P yg-* bestimmt wird, Ganz ihnliche Erwigungen 
gelten, mit Vertauschung von P und Q, fiir $?*-! und Q?*"—", Mithin 
bilden die Tangenten, die ausserhalb YP und YQ an K**~ auftreten, 
eine Gruppe der Involution YP YQy9;' ys", {w@, YPygi'} {yes YOvs."} 
oder ein Glied des aus den Gruppen yfy*; yf YQyso's yk ¥YPygr; 
YP YQ yS-'y§;" zu bildenden Netzes. Dasselbe ist aber nur von der 
zweiten Stufe, da die projectivischen Reihen 


Y(PQRS...) K vgs grt vst yg +. 
y,¢ zur Coincidenzgruppe haben, und mithin y,°; YP ygr'; YQ yr" 
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zu einer Involution gehéren. Dasselbe gilt auch von den drei ersten 
der vier vorliegenden Gruppen. Da nun K‘4*-* K,* mit der Tangenten- 
gruppe 2,° zum Bestandtheil hat, so miissen die gesuchten Tangenten 
nothwendig eine Gruppe der Involution y,¢ YPyg>'; y,¢ YQ ys 
bilden, 

Fallen YP und YQ zusammen, so gilt dieser Strahl als Tangente 
der Jacobi’schen Curve (6-++-1—1)-fach, und die iibrigen @ — 1 Tan- 
genten bilden die Polargruppe von y,¢ hinsichtlich YP. Dass Y nicht 
etwa ein mehr als (g-++-6-+ + —2)-facher Punkt der Jacobi’schen Curve 
sein kann, zeigt sich, wenn man dem ganzen Verfahren die Biischel 

K,°8,°R, °R,*... wed KKK K,*... 
zu Grunde legt. 

Endlich betrachte man den Fall, wo K,", K,", &,",... simmt- 
lich nur einen und denselben Strahl Y P beriihren. 

Alsdann enthalten Q?"—' und Q?"-! Y genau (g-+-¢— 1)-fach bez. 
(e-++t—1)-fach und beriihren nur YP. P?"—' bez. $3°"-' enthalten 
Y hingegen im allgemeinen und mindestens (e+ 6)- bez. (@-+-1)-fach. 
Von den Tangenten sind 6, bez. t mit YP identisch, da g>6,@>t 
ist. K‘4"-*, als Glied des Biischels P?*—' Q2"—!, 3?"-! Q?"—! enthiilt 
also Y im allgemeinen und mindestens (29-+-6-+-1—1)-fach und be- 
riihrt YP (9+ 6-41 — 1)-fach, wihrend fiir die tibrigen Tangenten 
eine einfache Bestimmung sich nicht ergiebt. 

Von den Besonderheiten, die sich ergeben, wenn die Polare einer 
Netzcurve hinsichtlich eines Punktes von YP Y Ofter enthiilt als diese 
selbst, wollen wir nur die bei der Hesse’schen Curve méglichen be- 
trachten. 

Die entwickelten Resultate lassen sich so aussprechen: 

(14.) ,,Schliesst sich jede Curve eines Netzes zweiter Stufe in einem 
Punkte Y einer der drei Gruppen y,°, y2%, ys; an, so enthdlt die 
Jacobi’sche Curve des Netzes Y (9+6+1—2)-fach und beriihrt jeden 
Strahl, der mehrfach in einer oder tiberhaupt in zwei der drei Gruppen 
auftritt, Arten zwei Gruppen in Strahlenvielfache von YP und YQ 
aus, so enthilt die Jacobi’sche Curve jeden dieser Strahlen als Tangente 
einmal weniger, als er der betreffenden Tangentengruppe angchirt. Ihre 
iibrigen Tangenten bilden eine Gruppe einer Involution, in der zu jedem 
der beiden Strahlen YP oder YQ die Polargruppe der dritten Tan- 
gentengruppe hinsichtlich des anderen Strahles gehort.“ 

»Lallen YP und YQ zusammen, so beriihrt die Jacobi’sche Curve 
die Polargruppe der dritten Tangentengruppe hinsichtlich dieses Strahls, 
tiberdies aber nur noch thn selbst. Sind alle drei Tangentengruppen 
Vielfache desselben Strahles, so ist er eine (6 4+-r—1)-fache Tangente der 
Jacobi’schen Curve, die Y (9e+6-+1t—1)-fach im allgemeinen enthiilt 
(9 >o0>1).“ 
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IV. 
Die Hesse’sche Curve. 


Bei der Hesse’schen Curve fallen alle diese Siitze viel bestimmter 
aus, indem man von dem Satze von der gemischten Polare ausgiebigsten 
Gebrauch machen kann. 

Die Hesse’sche Curve einer Curve n‘ Ordnung, als Jacobi'sche 
Curve des Netzes ihrer ersten Polaren, ist eine Curve K%"-* (3m —6)' 
Ordnung. 

Kin Punkt H derselben komme zunichst nur in den Polaren eines 
Biischels vor, er liege also ausserhalb der Curve K* selbst, oder 
er sei ein einfacher Wende- bez. Undulationspunkt derselben. Der 
erste Fall ist nun der, dass eine Polare H,"-! den Punkt H @-fach 
enthilt, wihrend die von H, verschiedenen Punkte H,, H,, H,,... 
der Polargeraden H' Polaren H,"-', H,"—', H,*—', ... ergeben, die 
H nur o-fach enthalten (e > 6). Ist 6 > 1, so gehért die ganze Polar- 
gerade H' zur Steiner’schen Curve, im anderen Falle dagegen nur 
H, selbst. 

Man benutze jetzt die Identitit der beiden Curven (H,, H,)"-* 
und (H,, H,-*. H,"-' enthiilt H @-fach, ihre Polare hinsichtlich 
H, also mindestens (g—1)-fach. Daher enthilt die Polare von H,"~! 
hinsichtlich H, den Punkt H mindestens eben so oft, als H,"~! selbst, 
denn es ist g—1> 6. Demzufolge miissen die 6 Tangenten der 
Curven H,"-', H,"-', H,"-',... sdémmtlich mit HH, identisch sein. 
(Satz 7) K%"-6 beriihrt daher (Satz 11) einmal (6—1)-fach die Linie 
H H,, aweiiens aber die Tangenten von H,"-*, wofern diese Curve H 
nur (@ —1)-fach enthilt, also nicht siimmtliche Tangenten von H,"-' 
mit HH, zusammenfallen. 

Ehe wir diesem Specialfall niher treten, untersuchen wir die Ord- 
nung der Beriihrung, welche die einzelnen Zweige von K**-* mit 
denen von H,"-* eingehen. Hierbei wird sich ein geometrischer 
Beweis fiir den in der Kinleitung erwihnten Satz des Herrn Voss 
ergeben. Man lege dem Verfahren zur Herstellung von K‘"-*, die 
sich von K*"-* um a und H,*—' unterscheidet, die beiden Biischel 


Aye“ Het He... und H°-§,°*§,7" ... 


zu Grunde, benutze aber eine von H ausgehende Hiilfsgerade H, QRS..., 
so dass fiir unser friiheres P (Beweis zu Satz 8) jetzt H, eintritt. Fiir 
P*—' tritt das Erzeugniss H,?"—* der Biischel 


Ay Hy Ay"...  H,-*(H,, H,)"*(H,, Hy)... 


ein. Alle Curven des zweiten Biischels enthalten H (g—1)-fach; ihre 
Tangentengruppen fallen im allgemeinen nicht zusammen, nimlich 
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dann nicht, wenn H, H, von H, H verschieden ist. H,?"—, H,"-! H,"-, 
H,""' (H,, H,)"~ sind drei Curven eines Biischels; die zweite von 
ihnen enthilt H (9-++-o—1)-fach, die dritte hingegen (2 @—1)-fach. 
Auch H,?"-* enthilt also H (g-+-o—1)-fach, hat aber mit jedem 
Zweige von H,"-* 29 —1 H benachbarte Punkte yemeinsam. Mit 
jedem Zweige von H,"-* geht ein Zweig von H,?"-* eine (g—6-+1)- 
punktige Beriihrung ein. Jede andere Curve Q@"-*, R2"-3, S?x-3,_., 
des ersten ins Auge zu fassenden Biischels enthiilt H ebenfalls (@ + 6— 1)- 
fach. Jetzt betrachten wir ebenso ,?"-*, das Erzeugniss der 
Biischel 


H,*-'$,"'§,""" A _ (H,, H,)"-?(H, » H;)"*... 


Die Curven des zweiten Biischels enthalten H siimmtlich (@— 1)-fach. 
Nun gehéren §,2"-*, H,"-'(H,, 5,)", 5.""! H,"~* zu einem Biischel. 
Da §,""' H nicht enthilt, so kann H,"-? §,"-' H nur (g—1)-fach 
enthalten; dasselbe gilt (Satz 2) von §,2"-°, da H ein (2@—1)-facher 
Punkt von H,"-'(H,,)"~ ist. Mit jedem Zweige von H,"-* hat 
§,?2"-> 29 —1 in H vereinigte Punkte gemeinschaftlich, oder jeden 
dieser Zweige beriihrt einer der ihrigen (9+ 1)-punktig. 

Die beiden homologen Curven H,?"~* und §,?*—* der zu betrachten- 
den Biischel 

i 2°-*@- 3 R2n-3 S22-3 A §,2*-®D**-F 20-3 S20 ee 


enthalten mithin g@ — 1 Paare von Zweigen, die einander und Zweige 
von H,"*(9—o6-+ 1)-punktig beriihren. Demzufolge miissen @ — 1 ver- 
schiedene Zweige der Hesse’schen Curve die Zweige von H,"~* (g—o+1)- 
punktig beriihren. 

Die Ordnung der Beriihrung wird um eine Einheit héher, wenn 
H ein einfacher Curvenpunkt ist. @—1 Zweige von §,?*—* beriihren, 
wie vorher, diejenigen von H,"~*(9-+1)-punktig. Da H*-! zu den 
H enthaltenden Curven gehért, so ist 6 = 1; H,, H,, H,,... liegen 
auf HH,, und zu einem Biischel gehéren nun H,?*-%, H*—' H,-*, 
H,""'(H, H,)"~**. (H, H,)*-* enthilt H offenbar o-fach, da es sich um 
die Polare von H,"~' hinsichtlich H handelt, und H ein o-facher Punkt 
dieser Curve ist. Demnach enthilt H,?"-* den Punkt H (9+ 6—1)- 
fach und je einer von ihren Zweigen geht mit je einem von H,"~? 
eine (@ — 6-+-2)-punktige, das heisst eine (9+ 1)-punktige Beriihrung 
ein, Dasselbe gilt von der Hesse’schen Curve. Die bisher bewiesenen 
Thatsachen sind in folgendem Satze ausgedriickt: 

(15.) ,, Von den ersten Polaren einer K" mige eine, H,"-', H zum 
o-fachen Punkt haben, wihrend er in den iibrigen Polaren eines Biischels, 
Hy", Hy, Hy, ..., 6-fach vorkomme. Wenn nun nicht alle 
Tangenten von H,"— mit H H, zusammenfallen, so enthilt die Hesse sche 
Curve H (9-+6—2)-fach, sie hat HH, zur (6 —1)-fachen Tangente, 
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und mit jedem Zweige von H,"-* geht einer der thrigen im allgemeinen 
eine (9 —6-+-1)-punktige Beriihrung ein, jedoch eine (e+ 1) -punktige, 
wenn H ein einfacher Punkt der Grundcurve ist, und demnach 6 = 1 
wird. *) 

Kine Specialisirung ergiebt eben den Satz des Herrn Voss. Fiir 
einen gewohnlichen Wendepunkt ist ge = 2, 6—1. Gehdrt also zu 
einem gewohnlichen Wendepunkt H der K* der Punkt H, der Steiner’- 
schen Curve, so geht die Hesse’sche Curve eine dreipunktige Berthrung 
mit H,"-* ein; nur wenn H ein Wendepunkt dieser Curve ist, ist er 
auch ein solcher der Hesse’schen Curve. **) 

Es ist nun der Fall zu untersuchen, wo auch die @ Tangen- 
ten von H,"-' mit HH, identisch sind, so dass die Hesse’sche 
Curve nach unseren allgemeinen Entwickelungen (Satz 11) H zum 
(g-+-6—1)-fachen Punkt haben muss. Zuniichst giebt es auf HH, 
einen Punkt Z von der Art, dass alle Curven des Biischels 
(H,, L)-*(H,, L)*-*(H,, L)"— ... H mehr als ¢-fach enthalten. In der 
That enthilt ja (Hj, H,)"-* den Punkt H (e—1)-fach; Z ist also mit 
H, identisch, wenn @ > 6 + 1 ist; wenn aber eg —o6-+ 1 wird, so 
beriihrt doch z, B. (H,, H,)"-* ebenso wie (H,, H)"-* die Gerade HH, 
6-fach. Nun gehdren, wenn auch M auf HH, liegt, die Curven 
(H, H,)"-*, (H,, H,)"~*, (MM, H,)*-* zu demselben Biischel. Da die all- 
gemeinen Curven dieselbe Tangentengruppe besitzen, so muss eine 
Curve desselben, (ZL, H,)"-*, H mehr als o-fach enthalten; da ferner 
(L, H,y-*, (L, H,)"-*, (L, H,)*-?, ... zu einem Biischel gehidren, so 
muss tiberhaupt (Z, H;)"-* H mehr als 6-fach enthalten. 

Die Tangentengruppen der Curven (H, H,)"-?, H,"-, (L, H;), 
(M,H,)*-*,... bilden im allgemeinen eine Involution mit dem g-fachen 
Strahle HH, als Gruppe, im besonderen Falle enthiilt eine von ihnen 
mehr als g Strahlen, wiihrend jede andere aus dem g-fachen Strahle 
HH, besteht. Letzteres wollen wir zuniichst ausschliessen. Die 
Hilfsgerade ziehen wir von H, aus. Dann werden Q?*-* und Q?"—* 
nothwendig genau (g-++o—1)-fach, bez. (ge —1)-fach H enthalten und 
nur HH, beriibren. Fiir die letzte Curve ist dies selbstverstiindlich, 
da ja Q*-°, H,"-1(Q, §,)", (Q, H,)"",""' zu einem Biischel ge- 
héren, und (Q, H,)"-* (9 —1)-fach, H,"-' aber o-fach sich HH, 
anschliesst. @*-* aber ist das Erzeugniss der beiden Bischel 

Hy Hy" Hy... K (Q, H,)"*(Q, H.)"*(@, Hs)". - - 
und hat daher mit HQ ausser H und Q noch die von H verschiedenen 


*) Die in dem obigen liegende Bestimmung der Tangenten der Hesse’schen 
Curve geht wirklich fiir den gewéhnlichen Punkt derselben (9 = 2, 6 = 1) in die 
allbekannte iiber; in dieser Allgemeinheit hat sie Herr Del Pezzo a. a. O., § Il 
auf analytischem Wege entwickelt. 

**) Vergl. a, a. O., 8. 423. 
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Doppelpunkte der Involution gemeinsam, die von QH(H,"~-', H,"—) 
nach Abscheidung des o-fachen Punktes H iibrig bleibt. Die Anzahl 
dieser Punkte aber ist 2n—3—o—o. Daher kann H nicht mehr 
als (9 +6 — 1)-fach in @"-* vorkommen. Weiter liegen H,?"-5, 
H,*~ (H,, H,)*, H,"— H,"~? in einem Biischel. H,?"~* beriihrt mithin 
immer H H, o-fach; die anderen Tangenten sind mit denen von H,"-* 
nothwendig identisch, wenn LZ mit H, zusammenfillt, also (H,, H,)"~* 
H mehr als o-fach enthilt. Ist aber Z von H, verschieden, so sind 
die 6 (—=g— 1) Tangenten von (H, , H,)"~* mit HH, identisch und H,?"-* 
beriihrt daher HH, o-fach und daneben die Tangenten einer Curve 
(N, H,)"-*, wo N einen von H, verschiedenen Punkt von HH, bedeutet 
(vergl. vorige Seite). §,?"-* hingegen beriihrt stets H,"-*, denn §,?"-°, 
H,*—(9,, H, ,H,"-*,""! sind drei Curven eines Biischels. K‘"~° 
als Glied des Biischels Q?"*§,2"-°, OQ?" H,2"—* enthilt gewiss H 
(o-++-6—1)-fach, wenn Z und demnach N von H, verschieden sind; dann 
nimlich zeigen die letzteren Curven von einander verschiedene T'an- 
gentengruppen, Man sieht, dass g-+o6— 1 Tangenten von K**~°, 
also 6 — 1 Tangenten der Hesse’schen Curve mit HH, zusammen- 
fallen, die iibrigen aber eine Curve (M, H,)"-* beriihren, wo M ein 
von H, verschiedener Punkt der Geraden HH, ist. Ist dagegen L 
mit H, identisch, so wird K**-* H im allgemeinen (9-++-6— 1)-fach 
enthalten, alsdann aber HH, (6—1)-fach beriihren und ausserdem 
die Tangenten von H,"-* besitzen. 

Ebenso sieht man, dass K*"~* H(g-+-6—1)-fach (im allgemeinen) 
enthalt und nur HH, beriihrt, wenn eine Polare (Z,, H,)*—* den Punkt 
H mehr als g-fach enthiit. 

Das Gesagte bedarf noch einer kleinen Modification fiir den Fall, 
dass H der Curve angehért, und mithin 6 = 1 ist. Alsdann liegen 
alle Punkte H,, H,, H,,... auf der og-fachen Tangente HH, von 
H,"-*. Demnach ist H ein mindestens g-facher Punkt von (H,, H,)"-*, 
und es ist der Punkt Z der obigen Deduction auch dann mit H, 
identisch, wenn 9 = 6 + 1 = 2 sein sollte. 

Unser Lehrsatz lautet folgendermassen: 

(16.) Ist ein Punkt H in einer Polare H,"— @-fach enthalien, in 
den anderen Polaren eines Biischels aber 6-fach (9 >6), und fallen alle 
Tangenten von H,"—' mit HH, zusammen, so enthiilt die Hesse’sche 
Curve den Punkt H im allgemeinen und mindestens (9+ 6--1)-fach; 
wihrend 6 — 1 Tangenten mit HH, identisch sind, fallen die tibrigen 
mit denen einer Curve (H,,_M)"-* zusammen, wo M ein von H, ver- 
schiedener Punkt von HH, nur dann ist, wenn 9 = 6 + 1 ist, und 
H ausserhalb der Curve liegt.“*) 


_*) Die Ordnung der Beriihrung zwischen den Zweigen von H*®*~* und 
H,"~ ist gleich @ — c, bez, 9, jenachdem H ausserhalb der Curve liegt, oder 
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Viel leichter erledigt sich der Fall, wo alle Polaren G,"-', G,"—", 
G,"—!,... eines Biischels einen Punkt G g-fach enthalten; wir wissen 
aus der allgemeinen Theorie (Satz 10), dass K*"-* den Punkt G(2@ —2)- 
fach enthilt und sich dabei der Gruppe der Strahlen anschliesst, deren 
jeder als Tangente einer der betrachteten Polaren doppelt zihlt.*) 

Die gewonnenen Criterien fiir die Vielfachheit eines Punktes H 
in der Hesse’schen Curve lassen sich zusammenziehen, wenn man die 
successiven Polaren des Punktes ins Auge fasst. Enthilt H,"-™ den 
Punkt H o-fach, so muss H™+e—' den Punkt H, o-fach enthalten; da 
hier m = 1 ist, so muss H@¢ in eine Strahlengruppe mit dem Centrum 
H, ausarten. Enthalten alle Polaren H,"—', H,"-', H,"",..., die zu 
von H, verschiedenen Punkten der Polargeraden H' gehéren, den Punkt 
H o-fach, so enthilt H¢ jeden einzelnen Punkt H,, H,, H,,... 6-fach 
und artet daher in die 6-fach zihlende Polargerade aus. Enthilt auch 
H,"~? den Punkt H g-fach, so liegt H, o-fach in H¢+'; (m=2; o=@). 
Mit Riicksicht auf das Erwiesene folgt also: ~ 


(17.) ,Es sei ein Punkt H der Hesse’schen Curve nicht zugleich ein 
mehrfacher Punkt der Grundcurve. Von den successiven Polaren der 
Grundcurve hinsichtlich desselben migen die @ letaten in Strahlengruppen 
mit dem Centrum H,, die 6 leteten in Vielfache der Polargeraden H' 
ausarten. Man entscheide noch, ob Het den Punkt H, o-fach enthilt 
oder nicht. Im zweiten Fall enthilt die Hesse’sche Curve H_ stets 
(oe + 6 — 2)-fach, im ersten Fall im allgemeinen und mindestens 
(o-++-6—1)-fach, wenn 9 > 6 ist, sonst aber (29—2)-fach. Allemal 
dann, wenn 6 > 1 ist, gehirt zw H kein bestimmter Punkt der Steiner’ - 
schen Curve.“ 

,Soll also H ein Doppelpunkt der Hesse’schen Curve sein, so muss 
der Polarkegelschnitt H*® entweder in eine Doppelgerade ausarten oder 
einen fiir beide mehrfachen Punkt mit der cubischen Polare H*® gemein 
haben.“ **) 

Fiir die Curven dritter Ordnung ergiebt sich der bekannte Satz: 


(18.) ,Die Hesse’sche Curve einer vorliegenden allgemeinen K®* ist 
entweder allgemein, oder sie zerfallt in drei Gerade QR, RP, PY. 





ein Undulationspunkt derselben ist. Herr Del Pezzo untersucht (§ 2) von dem 
obigen nur einen sehr speciellen Fall, wo niimlich ge =r, o = 1 ist und iiberdies 
die Polare H,"~* den Punkt H 2(r—1)-fach enthiilt; von besonderer Wichtigkeit 
ist der besondere Fall, wo g=r=—2, o=1 ist. Die Hesse’sche Curve hat in 
Herrn Del Pezzo’s allgemeinem Fall H zum 2(r—1)-fachen Punkt, 

*) Auch dies letztere zeigt Herr Del Pezzo a. a. O., § IL. 

**) Diese Criterien sind in der That von Herrn Del Pezzo a. a, O., §§ LI 
und 1V entwickelt worden. Dass die Hesse’sche Curve im ersten Fall einen 
Doppelpunkt besitzt, hat schon Herr Geiser a. a. O, gezeigt. 
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In jedem der drei Punkte P, Q, R treffen sich drei Wendetangenten 
von K*“,*) 

Einen Doppelpunkt P zeigt die Hesse’sche Curve einer K* dann 
und nur dann, wenn P? in eine Doppelgerade von P' ausartet. Da 
nun die Hesse’sche Curve von K®* zugleich ihre Steiner’sche Curve ist, 
so zerfallt sie in die Gerade P' und zwei andere in P sich kreuzende 
Gerade die P' in Q und R treffen. Auch die Polarkegelschnitte von 
Q und RF arten in Doppelgerade aus, nimlich in die zweifach ge- 
zihlten Geraden RP und QP. Von jedem der drei Punkte P, Q, R 
gehen drei Wendetangenten aus, deren Wendepunkte je auf der gegen- 
iiberliegenden Seite des Dreieckes PQ R liegen, 

Bei der Curve vierter Ordnung entwickelt Herr Del Pezzo nach- 
stehenden Lehrsatz: 

(19.) ,, Wenn von der Steiner’schen Curve einer K* eine Gerade sich 
nicht ablést, so treten die etwaigen, von den mehrfachen Punkten von 
K* verschiedenen Doppelpunkte der Hesse’schen Curve nur paarweise 
auf. Die Punkte eines solchen Paares HH, entsprechen sich wechsel- 
seitig als homologe Punkte der Hesse’schen und der Steiner’schen Curve.“ **) 

Damit H ein Doppelpunkt der Hesse’schen Curve sei, muss bei 
den gemachten Voraussetzungen H* einen Doppelpunkt, H* entweder 
einen zwei- oder einen dreifachen Punkt in H, haben. Aus der ersten 
Festsetzung geht hervor, dass H,* einen mindestens zweifachen Punkt 
in H hat, aus der zweiten ergiebt sich entweder unmittelbar, dass 
H,? H zum Doppelpunkt hat, oder zuniichst, dass H,° einen drei- 
fachen Punkt in H besitzt, wo dann selbstverstiindlich H,? wieder H 
zum Doppelpunkt hat. Demnach ist H, auch ein Doppelpunkt der 
Hesse’schen Curve und H entspricht ihm auf der Steiner’schen Curve. 


Wir fassen jezt die im allgemeinen nicht vorhandenen mehrfachen 
Punkte der Grundcurve ins Auge. In einem 6-fachen Punkte J’(¢>2) 
seien zunachst nicht alle Tangenten mit einander identisch. Alsdann 
enthilt die einzige Polare F"-! den Punkt F ¢-fach, wahrend er in 
allen anderen Polaren (6—1)-fach auftritt. Dieselben schliessen sich 
den Polargruppen der gegebenen Tangentengruppe hinsichtlich der von 
F ausgehenden Strahlen an. Nach der allgemeinen Entwickelung 
(Satz 12) ist mithin F’ ein (36 —4)-facher Punkt der Hesse’schen Curve; 
dieselbe beriihrt einmal alle Tangenten von F’"-', also von K*, zweitens 
diejenigen Strahlen, die als Tangenten der allgemeinen Polaren je 
eines F'"—! enthaltenden Biischels doppelt zihlen. 


*) Vergl. z. B, Clebsch-Lindemann, ,,Vorlesungen iiber Geometrie“, S. 553. 

**) Vergl. a.a.O., § III. H und H, sind jedenfalls mehrfache Punkte auch der 
Steiner’schen Curve, da H® und H,* entweder beide dreifache Punkte oder beide 
Spitzen besitzen. Vergl. Clebsch-Lindemann ,,Vorlesungen etc.‘*, S. 368, 369. 
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Fallen alle Tangenten in eine, f, zusammen, so zeigt im allge- 
meinen jeder Punkt P dieser Geraden eine Polare mit 6-fachem Punkt F; 
die Tangentengruppen dieser Polaren bilden eine Involution mit dem 
6-fachen Strahl f. Die ferneren Doppelstrahlen der Involution bilden 
also die Polargruppe irgend einer Involutionsgruppe hinsichtlich f, 
oder sie beriihren, wenn P ein von F' verschiedener Punkt von f ist, 
die Polare P*-*. Die Polaren aller Punkte ausserhalb f enthalten 
F (6—1)-fach und haben f zur (6 — 1)-fachen Tangente. Nach der 
allgemeinen Theorie hat die Hesse’sche Curve hiernach F' zum (36 —3)- 
fachen Punkt, sie beriihrt die Tangentengruppe der allgemeinen Netz- 
curve, ferner die Doppelstrahlen der zu dem ausgezeichneten Biischel 
gehérigen Tangenteninvolution. In unserem Fall zihlt also f als Tan- 
gente (26—2)-fach und die anderen Tangenten gehéren zu P*-*, 

Mithin gilt der Lehrsatz: 

(20.) ,,In einem 6-fachen Punkte F einer Curve K* hat thre 
Hesse’sche Curve einen (36 —4)-fachen Punkt, wenn nicht alle Tangen- 
ten von K" gusammenfallen. Die Hesse’sche Curve schliesst sich einmal 
den Tangenten von K", sweitens den Strahlen an, die als Tangenten 
der ersten Polaren eines F'"—' enthaltenden Biischels mehrfach auftreten.*) 
Ein w-facher Strahl der Tangentengruppe 2iéhlt als (34—2)-fache Tan- 
gente der Hesse’schen Curve.‘ 

»,Sind alle «¢ Tangenten einer Curve K" in einem 6-fachen Punkte 
F in einem 6-fachen Strahle f vereinigt, und zeigt die zweite Polare 
P-* irgend eines von F' verschiedenen Punktes von f einen genau 
(6—1)-fachen Punkt in F’, so enthilt die Hesse’sche Curve F genau 
(36—3)-fach ,**) und beriihrt ausser f selbst die Tangenten von P*-*.“ 

In besonderen Fiillen kann es auf f einen bestimmten Punkt P 
geben, dessen Polare F’ mehr als 6-fach, etwa o-fach, enthilt. Es 
seien niimlich von einer Strahlengruppe p* mit dem Centrum P 6 
Strahlen mit f identisch, wibrend K," F(g@+ 1)-fach enthilt. Alsdann 
wird jede Curve K* des Biischels p", K," F' o-fach enthalten und f zur 
o-fachen Tangente haben. Alle diese Curven haben aber hinsichtlich 
P dieselbe Polare wie K,", also eine Polare, die F’ o-fach enthiilt. 
Tritt diese Anordnung ein,***) so wird nach der allgemeinen Ent- 





*) Vergl. wegen dieser Bestimmung der K” nicht beriihrenden Tangenten 
die Arbeit des Herrn Brill: ,,Ueber die Hesse’sche Curve“, diese Zeitschr., Bd. 13, 
S. 176—182 (Seite 178). Sie lassen sich, wie auch aus der geometrischen Ent- 
wickelung hervorgeht, durch die Hesse’sche Determinante der jene o Tangenten 
bestimmenden biniiren Form darstellen. 

**) ibidem, S, 178, Fussnote 2, 

***) Es ist klar, dass sich in unendlicher Nihe von F' selbst nun noch andere 
mehrfache Punkte der Grundcurve finden. Ist F' z. B. ein Selbstberiihrungspunkt 
der Curve, so wird e = 3, 6 = 2, und die folgende Entwickelung ergiebt im Ein- 

10* 








148 . E, Korrer. 


wickelung F im allgemeinen ein (26-+- 9—3)-facher Punkt der Hesse’- 
schen Curve sein, dieselbe wird P*— beriihren und f zur (26—2)- 
fachen Tangente haben. Beriihrt freilich P*-' nur die Tangente f/f, 
so enthilt die Hesse’sche Curve F' mindestens (26-+-0—2)-fach, und 
es handelt sich um die Bestimmung der Tangenten. 

Wir wollen annehmen, dass P*—* F' v-fach enthalte, wobei v = 9 — 1 
ist, wenn P*—' nicht blos f beriihrt, im allgemeinen gleich @ ist, 
wenn alle Tangenten von P*—' mit f zusammenfallen, aber dann auch 
grésser als g sein kann. Dem Verfahren zur Herstellung von K‘*"~¢ 
legen wir fiir v > @ die beiden Biischel 


Fo-' p, n—1 Poe Ps 2 Pup FF PP 8 


zu Grunde, wo P,, P,, P,,.., Pankte von f sind, F,, F,, F;,... 
aber auf einer anderen von F’ ausgehenden Geraden liegen. Nun 
gehéren K4"—-6; P2n—3 2n-3; H2n-3 E2n-3 zy einem Biischel, wo Q 
irgend ein Punkt ausserhalb f ist. Q?"-* und Q**- enthalten F' genau 
(6-+-e—1)-fach, bez. (26—2)-fach; beide haben f zur einzigen Tan- 
gente. Ferner gehéren auch 
pt, "es, FPr*, 2", 27" 
zu einem Biischel. Nun enthilt (F,, P)"-* F (@—1)-fach und be- 
riihrt nur f, (7, P)*-* hingegen beriihrt f o-fach. $3**-* enthilt also 
F im allgemeinen und mindestens (e+ 6— 1)-fach und beriihrt dann 
nur f. Schliesslich ist F’ ein mindestens (29-4206 —2)-facher Punkt 
der Curve $3?*-°@*"-3 und f im allgemeinen ihre einzige Tangente 
Drei Glieder eines Biischels sind ferner 


P2n-3 7 Frn-1 Pr-2 , Pp. (F, Py-*. 


F ist ein (6+ -v)-facher Punkt der zweiten, dagegen ein 20-facher 
Punkt der dritten Curve. Jenachdem also 6+»<2Q oder 6+y>20 
ist, schliesst sich P?"-* der ersteren oder der letzteren Curve an. Im 
ersten Fall sind 6 Tangenten von P?®*-* mit f identisch, wiihrend 
die tibrigen P*~* beriihren, im zweiten Falle sind alle Tangenten 
mit f identisch. Im Zwischenfall 6 + v = 2@ ist ebenfalls F ein 20- 
facher Punkt von P?"-%, 

P25 D2"-3 enthilt F (v-+36—2)-fach, also nicht so oft, wie 
P2"—-3 G2"-3((2 9-+4+-26— 2)-fach), sobald v6 < 2@ ist. Daher schmiegt 
sich K*"-° der ersteren Curve an, enthilt F (v-+36—2)-fach und 
beriihrt ausser den Tangenten von P*—* nur die Gerade f. Ist hin- 
gegen v-+o6> 20, so beriihren im allgemeinen P?*-* 9?*-* und 
P2n-3 GP"-8 £ (20-+26—2)-fach, dasselbe gilt von K‘**-*; auch fiir 


klang mit Herrn Brill’s Resultat, (a a. O,, S,178) dass die Hesse’sche Curve 
F vierfach enthilt und f zur zweifachen Tangente hat. 
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v+o=2o@ enthilt K*"-* F(29+26 — 2)-fach, aber nur noch 
26 — 2 Tangenten stimmen mit f iiberein. 

Lésen wir die Hiilfsgerade PQ und die Curve F'*-! ab, und be- 
riicksichtigen wir, dass der allgemeine Fall v = 9 — 1 bereits erledigt 
ist, so erhalten wir den Lehrsatz: 

(21.) ,, Kommt ein o-facher Punkt F einer Curve nter Ordnung in 
der ersten Polare P*—' eines Punktes P 9-fach (9 >6), in der zweiten 
Polare desselben Punktes aber v-fach (v>o@—1) vor, so enthiilt die 
Hesse’sche Curve von K" denselben Punkt F genau (v-+2o6—2)-fach, 
sobald v +6 <Q ist; sie beriihrt dann die Tangenten von P—* und 
daneben (26 —2)-fach den Strahl FP oder f. Ist v-+-6>2@, so enthiilt 
die Hesse’sche Curve F im allgemeinen und mindestens (2 9 + 6 —2)-fach. 
Alle Tangenten derselben sind mit f identisch, sobald v + 6 > 20 ist, 
dagegen nur 26 — 2 von ihnen, wenn v + 6 = 2¢@ ist." 


Berlin, October 1888. 








Lineare Differentialgleichungen zwischen dea Perioden der 
hyperelliptischen Integrale erster Gattung. 


Von 


Ep, Wurueiss in Halle a./S. 


Die allgemeinen Thetafunctionen von g Argumenten enthalten be- 
kanntlich ! o(@ + 1) wesentliche Parameter. Wenn nun diese Theta- 


functionen zur Umkehrung hyperelliptischer Differentialgleichungen 
dienen sollen, so werden die Parameter derselben in bestimmter Weise 
zusammengesetzt aus den 29* Systemen der Perioden der hyperellipti- 
schen Integrale erster Gattung 

(1) 


- + 
2G1¢, 2@2e, +++ 2Woq, 


¢ ’ ’ ¢ , 
Baie, BMees --: 2@oa 


(fiir a = 1,2,...@), zwischen denen noch die : e(e — 1) Bedingungs- 
2 
gleichungen 


(2) > (@ay py — ayy) = 0 
y=1 


bestehen. Die hyperelliptischen Integrale enthalten aber bekanntlich 
nur 29 — 1 wesentliche Constanten, und demgemiiss hiingen die 


; e(@ + 1) Parameter der Thetafunction nur von 2@ — | Grdéssen ab, 
so dass zwischen ihnen 

1 ¢ 1 € 

= o(e+1)— (2e— 1) = Je — D(e — 2) 
Beziehungen existiren. Ebensoviel Beziehungen bestehen dann noth- 
wendig auch, ausser den Bedingungsgleichungen (2), zwischen den Pe- 
rioden 2@.5,2@,, da sich ja, wie schon oben erwihnt, die Parameter 
der Thetafunctionen durch die Perioden ausdriicken lassen. Diese Be- 
ziehungen miissen, worauf ich durch eine Unterredung mit den Herren 
Gordan und Klein aufmerksam wurde, in den von mir aufgestellten 
Differentialgleichungen der hyperelliptischen Thetafunctionen, bez. der 
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Perioden der hyperelliptischen Integrale*), enthalten sein; und in der 
That lassen sich diese Differentialgleichungen leicht so umformen, dass die 
Constanten der Integrale und die Perioden der Integrale zweiter Gattung 


aus denselben verschwinden und + (@ — 1)(@ — 2) lineare Differential- 


gleichungen erster Ordnung zwischen den Perioden der hyperelliptischen 
Integrale erster Gattung entstehen. Die Existenz dieser Differential- 
gleichungen wird charakteristisch dafiir sein, dass das Periodensystem 
von hyperelliptischen Integralen erster Gattung herstammt und wird 
dasselbe von den Periodensystemen der allgemeinen Abel’schen Integrale 
unterscheiden. 

Da die hyperelliptischen Integrale erster Gattung bei linearer Sub- 
stitution - Variablen hyperelliptische Integrale bleiben, so miissen 


auch die = 5 (@ —1)(@ — 2) charakteristischen Differentialgleichungen 


bei den Calais, welche die Perioden in Folge dieser Substi- 
tution erleiden, ihre Form beibehalten. Nimmt man nun 


af jel, @-a@ 
J — . (4, dx, — %,dx), (a= 1,2,...@), 
wo 
2ot 
2 
fam DIP) daatagets, 
x=0 


als die Integrale erster Gattung, so hat 


* 1 @,\@—! » Oe 
> (ei): $,e-* t¢ f \ ~ 8 “*__ (x,dz, — £,d%,) 


‘ads J (tae eer * (ada, — 2, da), 





wie unmittelbar ersichtlich a Invarianteneigenschaft, sobald man 
Z,, % und é,,¢, als cogrediente Variablenpaare betrachtet. Daraus 
folgt, dass 


e » 

: —1 —1\_, hata 

(3) > (° ss 1) @ephye*tyt— und > (° ca i) a, pte-* t.2—! 
a=1 e=1 


je Covarianten sind, sobald man die Perioden entsprechend der linearen 
Substitution der Integrale erster Gattung findert. Demgemiiss miissen 
auch alle Beziehungen zwischen den Perioden, welche in dieser Weise 
invariant sein sollen, insbesondere auch die hier aufzustellenden Dif- 
ferentialgleichungen, durch simultane Invarianten und Covarianten der 
apne (3) ausgedriickt werden kénnen, — 





*) Mathematische Annalen, Bd, 31, 8S, 134 und Bd. 33, 8. 267. 
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Die Differentialgleichungen fiir die Perioden der hyperelliptischen 
Integrale erster Gattung, aus denen hier die Differentialgleichungen 
zwischen den Perioden selbst hergeleitet werden sollen, kann man, 
wenn von den 4 Differentialgleichungen, welche die Invarianteneigen- 
schaft ausdriicken, abgesehen wird, in der folgenden einen Gleichung 
zusammenfassen (vergl. meine oben angefiihrten Arbeiten): 


(4) 4(@ + 1)0oe— 2 D) lise my + D) (— vy)et* opie 8 np, 
8 8 


wo die Summation iiber 8, wie tiberall im folgenden, wo dieser Buch- 
stabe, oder die Summationsbuchstaben a, y, ¢, y’, & vorkommen, von 
1 bis @ auszufiihren ist. In dieser Gleichung bedeuten 


2a,, 2@,, ... 2p 
eines der Systeme (1) der Perioden der Integrale erster Gattung, wih- 
rend mit 


2, 2m, -+- 2p 
das entsprechende der Periodensysteme der Integrale zweiter Gattung 
2ma, 2a, --+ 2a, 
Zhi: 2yee, -.- BWMea 
bezeichnet ist, welche mit den Perioden 2@gs, 2@,¢ durch die Glei- 
chungen 


0, fir e268 
: : , ’ <= f°? 
(5) > (Nay py — Nay Oy) = 1 ¥ 
~ yz fiir «= Bp 


verbunden sind. Ferner hat man unter 0 den Aronhold’schen Process 


(6) Pee 5a 


zu verstehen, in welchem bei symbolischer Bezeichnung — wenn 
f (2) re alet* pret? 
gesetzt wird —: 


2e+2 ‘ 
B os + " Fy x,* a3°*? * = (aba ab? v2" : (av) 


x=0 


ist; sodann ist bei dieser symbolischen Bezeichnung 
Qo - = f-1 -B a 
2 1) Are ( a, a f° & 
={(tv)* a aft! — (t2)°"" a2 a3° —(@—1) (wv) (ta)? 2 a2 a, ae} :(av)?. 


Endlich bedeuten v,, v, ein willkiirliches Variablenpaar, so dass man 
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die 2g — 1 einzelnen in (4) zusammengefassten Differentialgleichungen 
dadurch erhilt, dass man die 2g — 1 verschiedenen Coefficienten gleich 
hoher Potenzen der v,, v, auf beiden Seiten einander gleich setzt. 

Wenn ich nun diese Gleichungen umformen will, so wird es vor- 
theilhaft sein, die Zusammenfassung der Perioden, wie es in den wesent- 
lichen Parametern t.s der Thetafunctionen geschieht, einzufiihren; dies 
findet bekanntlich durch die Gleichungen 


(7) Oy 3 = > @ya Tap 


statt, in denen 

Tap = Tea 
ist, wie man mit Hiilfe der Gleichungen (2) nachweisen kann. Auf 
diese Gleichung wende ich nun die Operation @ an: 


0 ws == D Oya 0 Tas -+ za Tap 0 @ya, 


und substituire fiir dw,,, bez. d@,_ die Ausdriicke, die ich dafiir aus 
(4) erhalte, wenn ich daselbst fiir @,,@,,... und 9,,%,... die 
Gréssen 13, @33,... und Mig, Yag,---, bez. @ia,@ea,--. und 
Mia, Neay-.- Setze: 


(8) 4(0 +1) >) oye tes 


=2 (op — Sonatas ber +> (tea — Dy ratas) (—0))-*02-1-*, 


Hierin ist der Coefficient von k,, in Folge der Gleichung (7) gleich 
Null, so dass die erste Summe auf der rechten Seite verschwindet. Den 
Werth der zweiten Summe findet man, indem man die Gleichungen 
(5) mit 

(@)g.: @ 
multiplicirt, (wo (@)s. die adjungirte Subdeterminante von wg, in der 
Determinante 


@in Ding > > * Die 
@o, Woo > > * Dye 
oO = : 

@q1 Moz* * * Woe | 

bedeutet und also 
e. — € 
@3y()g, m, (@), 5 0 fiir y S} 

Stee Sete 


B r 1 fir ye 
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ist,) und tiber 6 summirt mit Beriicksichtigung der Gleichungen (7) 


und (9): 
i i (@)y, 
> tey Seg —— Sac ™ = = 
Y 


Demgemiss nimmt die zweite Summe auf der rechten Seite der Glei- 
chung (8) den Werth 


_ nt > (a9 (— v, 14-2 y,2¢7-« 
2 o 1/ 2 
é 


an, so dass jetzt die Gleichung selbst sich auf 


: «) 
(10) 4(@ +1) >) @edtag = — 4 Neb (prt yrs 


reducirt hat. Hierin kommen nun nicht mehr die Coefficienten A, ex- 
plicite vor und auch nicht mehr die Perioden 4.3, und ya» wohl aber 
ist dies noch mit den Variablen v,,v, der Fall. Diese miissen jetzt 
entfernt werden. 

Zu diesem Zwecke, und zugleich um invariante Ausdriicke einzu- 
fihren, multiplicire ich die Gleichung (10) mit :- {)atr ar, 
wo ¢,, ¢, ein neues, willkiirliches Variablenpaar ist, und summire sie 
iiber y, indem ich zugleich die Bezeichnung 


SCaNenwery aa, 


Y 
einfiihre : 


; (@), 
4(9 + 1) >'2. Db tap = — = (ty UV, — tv, )¢ > a (—0,)*-10,e-*. 


Beide Seiten dieser Gleichung tberschiebe ich A-mal mit Q,: 
4(0-+1) >) (Qe, Mp Prep = (ty, —~ tyne 


A e-a 
>t (—v,)" ve >)» (7) ‘ q—1 Jeopta,a0-PoPhe a, 
é =0 q=1 


wo (2,,2,), die 4° Ueberschiebung dieser beiden Formen Q, und Q, 
bedeuten soll, 
Sodann summire ich diese Gleichung iiber#: links ergiebt sich einfach 


4(9 + 1) >) (Qa, 2s): Step, 
ap 


und rechts erhalt man mit Riicksicht auf (9) 
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= * (ty)—t, v, e+ >pxe ye( Aer ra rele 0) 49-1 y,0-9¢,e-4-9t,9—1 , 


p=0 q= 


a 
d, i. Null, weil > (- 1)? (*) = (1 — 1) verschwindet. Folglich ist 
p=0 


> (Ge: Q8)a OTs oo 0. 


ap 


Von diesen Gleichungen sind diejenigen mit ungeradem Index A identisch 


erfiillt, da (Qa, Qe)ou—1 =Q0 und (Q., Q)2u—1 = (Qs, Qa)eu—1 ist, 
Als thatsiichliche Bedingungsgleichungen bleibt daher nur das System 
(11) >) (Qe; Wau Fag = 0 

— + 

iibrig. — 


Damit wiire die Umformung des Systems der Differentialgleichungen 

(4) beendigt. Ks handelt sich jetzt noch darum von der Operation @ 
zu den Differentialen der Perioden iiberzugehen. Um dies zu erreichen, 
ersetze ich in (11) 0 durch seinen Differentialausdruck (6): 

20+2 
(12) eg es Qs )en fee Fae = 0. 

x=0 ap 
Sodann ziehe ich den Umstand mit in Betracht, dass tes eine absolute 
Invariante der Formen (3) ist, und also auch bei der linearen Trans- 
formation der Integrale unverindert bleiben muss. Demgemiss be- 
stehen die bekannten Gleichungen: 


OTap 


= 
D4. Fit _* 2 Ce +3—2)Ai 0A. 


ar 
244% i =, Diet 3— i Avs gat = 0, 





= 0, 
(13) 


wo beziiglich 4 je von 1 bis 29 + 2 zu summiren ist; und daher ist 
Ot 
>) >) a a 
- A Aj-1 S (Qa, Qe)on 0A, ’ 
§ Otep —<- 
> (29 +3 -— A) A, > (Qa, 2)on — 0, 


yu 2 (Gey Man ZG =O, 


2 ee +3—a) Ai 1 Ger Bin ga a =. 





————eEeEeEeEeEeEeEeEeEeEeEeEeEeEeEeEEEE— 
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Diese 4 Gleichungen und die in Folge der Unbestimmtheit von v,, v, 
in (12) zusammengefassten 29 -- 1 Gleichungen sind linear in den 
20+ 3 Ausdriicken 


0 


Ry (Qa, Qs en ats 
ap 


die Diskriminante dieser linearen Gleichungen kann nicht verschwinden, 
weil zwischen den 4 Differentialausdriicken (13) und den 29 — 1 Dif- 


ferentialausdriicken, die in PE 3a enthalten sind, keine lineare 
x 
Beziehung besteht. Demnach ist nothwendig 
Oras 
2 (Qa, Qs )ou “OA, — 0. 


Indem ich diese Gleichung mit dA, multiplicire, iiber x summire und 


fiir ys ai dA, jetzt dtag setze, bin ich zu dem aufzustellenden 





x 


System von Differentialgleichungen fiir die Perioden gelangt: 
(14) D> (Ra; Qp)oud tap = 0. 
ap 


In demselben miissen die tug als Aggregate der Perioden betrachtet 
werden, und w hat alle méglichen Werthe, d. i., wenn @ gerade ist, 
die Werthe 


€ 1 © 
1,2,3,--->(@— 2), 
und wenn @ ungerade ist, die Werthe 


e< 1 
1,2,3,--- sfe-) 


anzunehmen. 

Die Gleichungen (14) enthalten noch das willkiirliche Variablen- 
paar ¢,, ¢,; demnach miissen die Coefficienten dieser Variablen einzeln 
gleich Null sein, und dies giebt die eigentlichen Differentialgleichungen 


der Perioden. Es sind deren ¢ (e — 1)(@ — 2), genau so viel als, 


wie oben ausgefiihrt, Beziehungen zwischen den Perioden bestehen 
miissen. Ist niimlich @ gerade, so sind die Gleichungen (14) von den 
Dimensionen 


2,6, 10,... 29 —6 


in ¢,,¢, und haben demgemiss 


37+ 11+---+@e—5)—F(e—N(e—2) 








SS 
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Coefficienten, wihrend, wenn @ ungerade, die Dimensionen der Glei- 
chungen gleich 

0,4, 8,...20—6 
sind, und diese also 


1+5+4+9+4---(2e—5)—F(e— 1) (e—2) 


Coefficienten und damit auch Differentialgleichungen liefern. — 

Das Gleichungssystem (14) kann selbstverstiindlich noch in anderer 
Weise dargestellt werden. Eine der andern Formen des Systems, die 
sehr einfach ist, aber die Invarianteneigenschaft der Gleichungen nicht 
unmittelbar zum Ausdruck kommen liisst, will ich hier noch entwickeln. 
Ich kniipfe dabei an die Gleichung (10) an, indem ich dieselbe mit 
@,, multiplicire und iiber 6 summire: 


4(e+ 1) > @ya 3 OTap = — = (— v,)¥t"-2 y,2e-7-"" 
ap i 
Hieraus erkennt man, dass 


a (@ya Org — Wye M4) 9Tag =O, 
a 


sobald y + « = y' + «. Die nimliche Betrachtung, die ich oben an- 
gestellt habe, fiihrt nun auch hier wieder dazu, Oteg durch dtgg zu 
ersetzen. Auf diese Weise bekomme ich 


= (@ya rn -- Oye @, 3) dtas = (), 
wo 
ytemyte 
Hierin sind dann die sdmmilichen +(e —1)(@ —2) Differentialglei- 


chungen des Systems zusammengefasst, die man einzeln bekommt, indem 
man den y, é, 7’, & alle méglichen Werthe giebt. Es ist dies unschwer 
nachzuweisen. — 


Halle a./S., im October 1888. 





Ueber den Gordan’schen Beweis des Fundamentalsatzes der 
Algebra. 


Von 


F. v. Datwiex in Marburg. 


In Band X dieser Annalen gab Herr Gordan eine bedeutende Ver- 
einfachung des zweiten Gauss’schen Beweises fiir den Fundamentalsatz 
der Algebra. In seiner Ausfiihrung ist indessen ein Versehen. vor- 
gekommen, welches noch nicht beachtet worden zu sein scheint, 
wenigstens findet sich dasselbe auch in den von Herrn Kerschensteiner 
herausgegebenen Vorlesungen Gordan’s tiber Invariantentheorie (I. Theil, 
pag. 166 ff). Die Richtigstellung des Beweises ist der Zweck dieser 
Zeilen. 

Gegeben sei eine Gleichung mit reellen Coefficienten 

f(x) = a" + aa" +--+ +a, = 0, 
deren Grad die Form n= 2*.(2v+1) habe. Als bewiesen werde 
vorausgesetzt, dass jede Gleichung mit reellen Coefficienten eine Wurzel 
habe, in deren Grad n, = 2(2y,-+1) entweder k, << k und », be- 
liebig oder k, =k und v, < » ist. Liasst sich unter diesen Annahmen 
die Existenz von mindestens einer Wurzel von f(2) = 0 nachweisen, 
so ist damit nach bekannten Schliissen allgemein bewiesen, dass jede 
algebraische Gleichung mindestens eine Wurzel besitzt. 

Gordan untersucht nun die Resultante von f(x) und 


f (a+ feds -) = P(x, u) 


und zeigt, dass sie eine gerade Function von « mit reellen Coefficienten 


ist und als Function von «? den nur durch 2*— theilbaren Grad ” .(n—1) 


hesitzt, wesshalb sie nach den gemachten Annahmen eine Wurzel 
haben muss. Es giebt also mindestens einen Werth v von w derart, 
dass f(x) und P(x, v) einen Theiler gemein haben, d. h. f(x) ist auf 
mindestens eine Art in zwei Factoren zerlegbar. 

Giebt es nun eine Zerlegung von f(x) in zwei Factoren mit reellen 
Coefticienten, so folgt aus den gemachten Annahmen, dass f(x) = 0 








re 
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mindestens eine Wurzel hat. Denn die Grade der beiden Factoren 
von f(z) sind kleiner als » und nicht gleichzeitig durch eine hdhere 
als die k'e Potenz von 2 theilbar. 

Wenn aber f(x) in zwei Factoren mit complexen Coefficienten 
zerfillt und diese nicht von demselben Grad sind, dann betrachtet 


man denjenigen Factor, dessen Grad kleiner als + ist, und die dazu 


conjugirt imaginiire Function. Sind diese beiden Functionen relativ 
prim, so ist ihr Product in f(x) enthalten; haben sie aber einen Theiler 
gemein, dann haben sie auch einen reellen gemeinsamen Theiler. Und 
so erkennt man, dass immer, wenn f(x) in zwei complexe Factoren 
verschiedener Grade zerfiallt, auch eine Zerlegung in zwei reelle Factoren 
vorhanden ist und darum f(z) = 0 mindestens eine Wurzel besitzt. 
Endlich ist noch der Fall zu betrachten, wo f(”) in zwei com- 


plexe Factoren des Grades $ zerlegbar ist, welche also conjugirt 


imaginiir sind. Denkbar sind dann drei Fille: 
1) Beide Factoren haben einen gemeinsamen reellen Theiler. 
2) Beide Factoren sind zwar theilerfremd, aber jeder ist auf 
mindestens eine Art in zwei complexe Factoren niedrigeren 
Grades zerlegbar. 
3) Die beiden Factoren sind theilerfremd und durchaus nicht 
weiter zerlegbar. 
In den beiden ersten Fiillen erkennt man‘ aus den friiheren Betrach- 
tungen sofort die Existenz mindestens einer Wurzel von f(z) = 0, Im 
dritten Fall aber wiirde kein Linearfactor von f(x), keine Wurzel von 
f(x) = 0 existiren. Der Fundamentalsatz der Algebra ist also bewiesen, 
sobald es gelingt aus dieser letzten Annahme einen Widerspruch her- 
zuleiten und dieselbe damit als unberechtigt zu erweisen. 
(ax) sei der complexe gemeinsame Theiler von f(x) und P(z, v) 
n 


und #(a) die dazu conjugirte Function. Beide haben den Grad z 


und als Coefficient der héchsten Potenz von x werde + 1 vorausgesetzt, 
wie schon friiher bei f(z). Dann hat man /(x) = p(x) - w(x), und 
das sei die einzig mégliche Factorenzerlegung von f(x). So giebt es 
fir f(x-+-v) auch nur die eine Zerlegung 


f(e+v) = o(t+e) - o(x+) 
und weil /(2+v) =—/(x) + 0- P(x, v) den Factor p(x) besitzt, so 
muss p(x) in p(v+v) oder Y(x-+-v) enthalten oder vielmehr mit einer 
dieser Functionen identisch sein.*) Aber p(v-+-v) — g(a) kann nicht 


*) Gordans Versehen liegt hier in folgendem Schluss: Wenn g(a) und » (a) 
keinen gemeinsamen Theiler haben und man fiir sie keine weitere Zerlegung in 
niedere Factoren kennt, dann folgt aus der Theilbarkeit von f(a@+ v) durch g (a) 
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ee 
identisch verschwinden, denn 2” hat darin den Coefficienten =. v 


und v ist gewiss nicht 0 (zu reellem v wiirde immer ein reeller grésster 
gemeinsamer Theiler g(x) von f(z) und P(2, v) gehéren). 

Die gemachte Annahme, dass f(x) nur in das Product von (x) 
und w(x) zerlegbar sei, fiihrt demnach zu 


p(x) = o(u+v) = o(x+a+ iB) 


und das liefert einerseits durch Vertauschung von ¢ mit — 7 


¥(2) = 9 (a+ a—if) 


p(c—a—iB) = (2) 
o(z+a—ip) — p(x — « —if) miisste also identisch verschwinden, 
wenn die urspriinglich gemachte Annahme zulissig sein soll. Die 
ae 
Bildung des Coefficienten von x” zeigt nun, dass @ den Werth 0 
haben muss. # wird dann gewiss nicht auch verschwinden. Die Formel 


p(x) = o(a+v) = o(x+ 78) liefert nun 
p (x—*£) —v(e+ *8); 


‘ . — oii 
g(x — - £) wiirde sich demnach bei einer Vertauschung von 7 mit 


und andrerseits 


— i gar nicht andern, es hiitte, nach Potenzen von x geordnet, reelle 
Coefficienten. Daraus wiirde aber folgen, dass p(x — *8) = 0 eine 
Wurzel und damit die Function g(x) selbst einen Linearfactor besitze, 
was mit der gemachten Annahme, dass g(#) in keiner Weise in 
Factoren zerlegbar sei, in Widerspruch steht. Damit ist diese An- 


nahme selbst als unzuliissig erwiesen und ein vollstiindiger Beweis des 
Fundamentalsatzes der Algebra aufgestellt. 


Marburg, im Januar 1889. 


entweder m(x-+v) = (x) oder p(a-+v) = p(x). Aber nicht, wenn man keine 
andere Zerlegung kennt, sondern nur, wenn man keine andere als miglich an- 
nimmt, darf man diesen Schluss ziehen. Und indem G. das iibersieht, erkenrt 


er in der sich ergebenden Realitiit von («— #6) und dem damit zusammen- 


hiingenden Vorhandensein einer Wurzel von g(x) = 0 keinen Widerspruch und 
schliesst direct: also hat auch f(a) = 0 eine Wurzel. — Nur ein indirectes Beweis- 
verfahren ist hier richtig. 

















Ueber eine durchaus differentiirbare, stetige Function mit 
Oscillationen in jedem Intervalle. 


Von 


Autrrep Kércxe in Ottensen. 


Die von mir im XXIX. Bande dieser Annalen S, 123 —140 ver- 
Offentlichte differentiirbare stetige Function mit Maximis und Minimis 
in jedem Intervall leistet im Punkte der Differentiirbarkeit nicht Alles, 
was sich verlangen lisst. Denn sie besitzt wohl nach vorwirts und 
nach riickwiirts tiberall einen Differentialquotienten, nach S. 135 haben 
aber diese beiden Differentialquotienten mindestens in den iiberall vor- 
kommenden Maximis und Minimis verschiedene Werthe. (Auf 8, 135 
ist leider ein Fehler stehen geblieben in Betreff der riickwiirts ge- 
nommenen Differentialquotienten; da ein solcher als 


lim Smt @— 42) — Ga) 
4zx=0 —Axz 





zu definiren ist, muss es in Zeile 10 und 11 heissen: Pg(m) stat 
— P¥(n) und in Zeile 16 und 17 ahnlich — P?'(n) statt P*'(n); 
dadurch haben dann die beiderseits genommenen Differentialquotienten 
verschiedenes Vorzeichen, wie es in solchen Maximis und Minimis, 
in denen der Differentialquotient nicht verschwindet, sich gehért). Hs 
ist mir inzwischen gelungen, aus der Function G(x) eine andere zu 
erhalten, deren Differentialquotienten tiberall beiderseits gleiche Werthe 
haben; u. z. ergab sich dieser Erfolg leicht, als ich erkannte, in 
welcher Beziehung der von mir erbrachte Beweis der Differentiirbarkeit 
von (x) zu den nothwendigen und hinreichenden Bedingungen steht, 
unter denen eine unendliche Reihe von Functionen gliedweise diffe- 
rentiirt werden darf. Derartige Bedingungen hat Dini in den Para- 
graphen 100—103 seiner Fondamenti aufgestellt, und mein Beweis 
8S. 129—134 der citirten Arbeit ist im Grunde nichts Anderes, als 
der Nachweis, dass G(x) = G(x) + 2, (x) den Bedingungen geniigt, 
welche Dini’s Teorema X in § 103 verlangt. Dieses Theorem lautet: 
Mathematische Annalen. XXXIV. 11 
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»Dafiir, dass die Summe f(x) einer Reihe Zu,, deren Glieder 
differentiirbare Functionen von « fiir das Intervall a — ¢, bis a + « 
sind, eine eindeutig definirte endliche Ableitung im Punkte «=a 
besitze, und dass diese Ableitung gleich der Reihe 2w,’ aus den Ab- 
leitungen der Glieder u,u,uU,...U,... sei, sind die folgenden Be- 
dingungen nothwendig und hinreichend: 


1) die Reihe Xu,’ der Ableitungen muss convergent sein; 

2) wenn 6 eine beliebig klein gewihlte Grosse ist und m’ eine 
beliebig gegebene Zahl bezeichnet, muss sich ein von Null 
verschiedenes positives ¢ angeben lassen mit dem Erfolg, dass 
die drei Gréssen 


5) {Mn (4 + 8) — u, (a) 1 B,(@+8) BR, (a) 
Bt PH se af, BGP, AS 


1 


fiir alle |d| << ¢, fiir welche a+ 0 im Intervall a — «&, bis 
a-+ «, liegt, numerisch kleiner als o sind, falls man fiir m 
eine endliche Zahl wiahlt, die von 0 abhiingig sein kann, aber 


, 


nicht kleiner als m’ sein darf.‘ 
Die Function G(x) ist eine Reihe, deren Glieder wu, = G,(2), 
Uy = 9, (%)... Un = Gati(%)... simmtlich fiir das Intervall «=a 
bis « = a- é, differentiirbar sind (es ist erlaubt, im Theorem ¢, = 0 
zu setzen, falls man nur wiinscht, dass es eine vorwirts genommene 
Ableitung gebe). Dass die durch Differentiation der einzelnen Glieder 
erhaltene Reihe Xu,’ convergirt, ist S. 130 bewiesen; denn es ist 


nm 


Gy (2) +>) gx’ (w) = P*(n, + m), 


und bezeichnen wir den Reihenrest g,(%) + gn4i(v) +--+ mit R,(x), 
so lisst sich , so gross wihlen, dass 


| Ryi+m(2) | << diate m>1, 


weil nach 8. 130 die P*(m) eine eindeutig definirte endliche Grenze 
besitzen. ' 
Bei diesen Bezeichnungen ist ferner 


P=(n, + m) = P=(n, + m+1)+o, und |o,|< 2%. 
Wahlt man jetzt, wie S, 133 vorgeschrieben, , so gross, dass 


P 


10" 





kleiner als die beliebig klein gewihlte Grésse + ist, und ferner 


m, >, so gross, dass w < Eyiicu+Ax< fh, <£, so kann man 
setzen 
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=u —A,, r+ Ar—iitA, 
und es folgt aus der Schlussformel 8. 133: 


Ry,41 (@) = 6: er -A, 
s Pp >>> (Bl, le’| <1, 
Ry 41(@+ Az) = p- jer 4, 


also, weil A, und A, kleiner sind, als Ax, auch: 


Bass) Pct ang [Beta | oP cs 
Ax 190% 5 Az 10"! < 5) 





Es giebt also zu jedem 0d = Aw < ¢ = §&%,— 2 ein (von O ab- 
hiingiges) Mm = Ny + 1, nicht kleiner als die gegebene Zahl m’ = n,, 
R,, (a) R,, (a 7. 3) 

7 «und —— numerisch kleiner als 6 sind. 


Fiir dasselbe m =n, + 1 ist 


8 _ m FY == m 
> pass }) — (a) us| -2 u, (@ + : u,, (@) ~ Vu 
1 
_ 46 (x) 
—att— — P=(n, + 1). 
Um den Nachweis zu fthren, dass auch diese Differenz kleiner 


ist als 6, ist die Ungleichheit (A) auf 8. 133 unentbehrlich; aus ihr 
folgt: 





sodass 














AG, 44 (@) " 6 P* (m2) ” 
Saul, peg, 4 9) — Ep 
= P*(n,+1)—o +0". 
Hierin ist 
) 
\o"| < | Pa(n,) — Pen $1) + P| < 88 
und 
, 6 P™ (%) 
\o| =| 10"%t1 <7 
also folgt: 
AG, 44 (@) " 46 
ASat) _ pein, + 1)| < 4. 


G(x) befriedigt hiermit alle Bedingungen des Theorems, es besitzt 
also einen Differentialquotienten, den man durch Differentiation der 
einzelnen Glieder bilden darf. An der Unentbehrlichkeit der Un- 
gleichheit (A) erkennt man, dass ein derartig complicirter Bau, wie 
ich ihn fiir G(x) vorgeschrieben habe, nicht zu umgehen war. Natiirlich 
waren fiir die Bildung von G(x) nicht gerade Potenzen von 10 er- 
forderlich; nur hiitte man bei einer Basis, die kleiner als 6 wiire, im 


° 6 
letzten Beweise statt von —- von = auszugehen. 


11* 
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Um nun in dhnlicher Weise eine differentiirbare Function mit 
Maximis und Minimis in jedem Intervall zu bilden, deren vorwiirts 
und riickwarts genommene Differentialquotienten tibereinstimmen, wird 
man in den erzeugenden Functionen die Ecken vermeiden wollen; 
man kann dieselben ja leicht nach irgend welchem Gesetze abschleifen, 
z. B. durch Kreisbogen, welche die zusammenstossenden geradlinigen 
Theile beriihren, wobei man nur fiir die Lage der Beriihrungspunkte 
eine Definition zu wiahlen hat. Vollzieht man diese Abschleifungen 
an den Ecken der G,(x), so ist die Grenzcurve, welcher sich die so 
verinderten @,(z) nihern, dieselbe Function G(x), die wir bereits 
kennen; denn von den Abschleifungen nach beliebigem Gesetze werden 
alle Mitten der geradlinigen Theile der G,(x) nicht betroffen; diese 
Punkte, die wir friiher mit M bezeichneten, liegen in unendlicher 
Anzahl in jedem Intervall; die neue Grenzcurve muss also mit der 
alten in jedem Intervall fiir unzihlige Werthe von x iibereinstimmen, 
und da beide Functionen stetig sind, stimmen sie folglich durchaus 
iiberein. Anders wird es, wenn man die Abschleifungen an den g,(z) 
anbringt, wodurch dann die @,(x) ginzlich veriindert werden und 
sich auch einer ganz neuen Grenzcurve nihern; dann lisst sich aller- 
dings nachweisen, dass diese Grenzcurve differentiirbar ist, aber nicht 
mehr, dass sie Maxima und Minima in jedem Intervall hat, was im 
Gegentheil nicht der Fall zu sein scheint. Nach diesen Vorbemerkungen 
will ich die Definitionen fiir eine neue alle Anforderungen erfiillende 
Function aufstellen. 

Als Grundlage dient die folgende Construction, die mit Hiilfe 
der Figuren zur Function (a), welche der friiheren Arbeit bei- 
gegeben sind, verstindlich sein wird. 

Schneide von der Strecke AB an beiden Enden die Stiicke Aa 


und Bb ab, deren jedes on 


dann durch a eine Gerade G,, fir welche 


AB betragen mag; halbire ab in m; lege 


Ay 1 
me aw durch m aber 





10” . = Ay 1 3 
3 +1 Gerade G,G,G;---, fiir welche 7° - = — ~ "9 eaters Ta 


Lege dann durch den Schnittpunkt (G,G,) von G, mit G, eine 
Parallele G,' zu G,; ferner durch (G,’G,) eine Gerade G,'||G, u. s. w., 
so entsteht von A bis m eine gebrochene Linie; von m bis B setze 
sie sich durch einen symmetrischen und noch negativ genommenen 
Ast fort. 

Trage jetzt auf G, ab aA’ — aA und beschreibe den Kreisbogen, 
welcher Aa und G, in A und A’ beriihrt. An jeder anderen Ecke 
der gebrochenen Linie schneide auf beiden dort zusammenstossenden 


Seiten vom Eckpunkte aus ae der kiirzeren dieser Seiten ab und 
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zeichne den Kreisbogen, welcher die abgeschnittenen Stitcke zu 
Tangenten, deren Endpunkte zu Beriihrungspunkten hat. So entsteht 
von A bis B eine stetig gekriimmte Linie, die als Function mit 
(A... B), bezeichnet werde; ihre Gestalt hiingt von », ihr Massstab 
von der Linge AB ab, ihre relativen Dimensionen und damit ihr 
Differentialquotient werden geindert, wenn sie mit irgend einem Factor 
multiplicirt wird. 

Man denke sich in einem Kreisquadranten die Sehne gezogen; 
legt man diese Sehne horizontal und benutzt sie als Abscissenaxe, 
ihren einen Endpunkt als Coordinatenanfang, ihre Linge als Einheit, 
so mége die durch den Bogen dargestellte Function mit §,(x) be- 


zeichnet werden; dieselbe besitzt in 2 = = ein Maximum; ihr Diffe- 


rentialquotient ist = 1 in =O, in a= ea ist er = 0; sein Werth 
in w= sei Ay (man erhiilt leicht (a) = —+ + / t+ a—2 
und hieraus A, = V+): Zeichne nun die Curve A, - (0 tes a) und 
— A, (5 tee 1), und bezeichne die aus diesen beiden Stiicken be- 
stehende Curve als Function mit h,(); ihr Differentialquotient ist —0 
inz=0, => 


der Differentialquotient = — a 


und «= 1; fiir uns wichtig ist, dass in x 
Ay ist, sodass also $y (a) -+-h, (x)=, (x) 
daselbst einen negativen Differentialquotienten + A, besitzt. Hieraus 
folgt, dass §,(#) dicht vor 7 = > in §,', ein Maximum, dicht nach 
=, in §,?, ein Minimum, dann in £3 = — ein Maximum, in 
&,4=—= 1— &,? ein Minimum, in §,5—1— &,' endlich ein Maximum 
besitzt (ihnlich wie (,(x) — siehe Fig. 1 der fritheren Abhandlung — 
aber die Maxima und Minima Z und L’’ liegen an anderen Stellen). 

Man halbire nun die Strecken 0... &,', &'... &%, &,?... 8,3, u.s.w. 
und bezeichne die Werthe des Differentialquotienten von $,(x) in den 
Halbirungspunkten mit A,', A,?, A,3, u.s. w. Dann zeichne man 
hinter einander die Curven A,'. (0... &"),, A,?.(8'..-&)o,+-- 
und bezeichne die gesammte Curve als Function mit h,(#); dann be- 
sitat $,(”) = Ho (a) + h, (a) + h.(~) von =O bis x=—1 bereits 
9 Maxima und 8 Minima. 

Man fahre so fort, d. h. man theile fiir §,(x) die Abscissenaxe 
in Strecken &}...&5'', in denen §,(x) stets wiichst oder stets ab- 
nimmt; man halbire dann jede dieser Strecken, wiihle den Werth 

d§,, (2) 


AS von — in diesem Halbirungspunkte und zeichne die Curve 
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a. (&: A » wer die Gesammtheit dieser Curven als Function 
bezeichne man mit h,4:(x); dann besitazt $n41(v%) = Hn(@) + Angi(x) 
in jeder Strecke ein Maximum und ein Minimum; die Strecken selbst 


: Ich behaupte: 


sind jede kleiner, als a 


»Die Functionen §,(”) nahern sich mit wachsendem » einer 
Grenzfunction (x), welche 


1) tberall eindeutig endlich definirt ist; 
2) iiberall stetig ist; 


3) iiberall einen endlichen Differentialquotienten besitzt, welcher 
vor- und riickwiirts genommen denselben Werth hat; 


4) in jedem beliebigen Intervalle Maxima und Minima besitzt. 


Man beachte zuniichst, dass alle A%‘* numerisch kleiner sind als 


P= IT (1 abe 2 daher ist auch iiberall 


1 P 
[Ings (%)| < 2 gontl? 
| Tongs (2) + Ning 2 (2) +.- -| < + F — 


sodass sich tiber (x) in derselben Weise, wie 8. 128 u. 129 der 
friiheren Abhandlung iiber G(x), schliessen lisst, dass sie eindeutig 
endlich definirt und stetig ist. 


Den Beweis fiir die Existenz eines Differentialquotienten Soi) 


in jedem Punkte fiihren wir nun genau im Anschluss an das vorauf- 
geschickte Dini’sche Theorem, durch dessen Hiilfe wir feststellen 
kénnen, dass (7) =, (x)-+ Lh, (x) gliedweise differentirt werden darf. 


Das Theorem verlangt zuerst, dass Sie) +> hn (~) convergent 
1 


sei. Es sei Shale) +>) h,' (2) = By, dann haben die unendlich 
1 


vielen Gréssen Br, eine obere Grenze < P und eine untere Grenze 


Qn > — P, A, bh. es ist kein Brym < qn, wohl aber giebt es Fiille, 
in denen 


xz 
In < Bore <— In + é 
gilt, wie klein auch ¢ gegeben sein mag. Wiihle nun m so gross, 
P 
dass —— < é. 
10” 


Wenn x zwischen & und &;*" liegt, ist 
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Bru = Br + A. a + Ly S—(10" + 1) 
und 


HY sn 
Bora — Bi+ A, . yo" + Anyi ’ jo" + a 


P 
10" 





<BI+ P(e tape ts) = B+ 


Es ist aber zugleich Brim > dn. 
Wenn also fiir m gilt: 
Qn < Br <S dn + 8, 
so gilt fiir jedes m: 
Qn < Bove < Qn - Ze. 
Die Gréssen g, kénnen nun mit m nur wachsen, besitzen also eine 
obere Grenze q, sodass kein q, > q ist, wohl aber fiir irgend einen 
Werth n= WN gilt: 
qI—*F< qe. 
Damit ist dann 
q—& <q BrymS qv + 2e<q+ 2 
fiir jedes m; d. h. By nihert sich mit wachsendem nm dem Werthe gq, 
den wir als Function von x mit Q() bezeichnen wollen. Hiernach 
lisst sich », so gross wihlen, dass 


Q(x) — €< Butm< Q(z) +8 


und zugleich — —<¢ 
Ich bezeichne mit §, wie schon ihnlich in der friiheren Abhand- 


lung (S. 131), den Argumentwerth fiir das auf ,(7) zuniichst folgende 
Maximum oder Minimum der Function §,(z). Dann sei Aw so klein 
gewihlt, dass « + Ax < &;,, und m, so gross, dass 
@< Eny < e+ Arca fn. 
Nun gilt: 
Nnjt+m (E%41) == () ? 
z , 
|Ienppt-+m (Er. + A)| < yeti ‘ 4. 
Setzt man also Ax =A, + A,, namlich a= §4,—A, und 
z+ Av =£r41+A,, und bezeichnet man den Rest der Reihe $(z) 
durch r,(x), so folgt 


tet(®) = Be Aa) BI <1 


e-- aes 
mets (e+ Aa)— B-—P- A} (BL <1 





. 
! 
| 
i 
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und weil A, und A, kleiner sind, als Az, auch: 





Fett) 
Az 











= - Trott (x-+ Az) P 
10+ Az 10%t ? 





wie es das Dini’sche Theorem verlangt. 

Hiitten wir bei der Construction der h,(x) die abschleifenden 
Kreisbogen fortgelassen, sodass diese Functionen },(”) gebrochene - 
Linien darstellen wiirden, so giilte die Ungleichheit (nach 8. 131 und 
132 der friiheren Abhandlung): 


ny 1(@) 6 Ast Abn (@) Ast 
dz 10"+1 Anz = jo" 











fir + Auz<&. Zur Befestigung der Vorstellung nehmen wir an, 

s+ hi dat . ‘ Ahyss (x) . Abas (a) 
dass A," positiv ist. Die Function ——~7—— hat mit — —— 
dieselbe obere Grenze; sie hat aber auch keine kleinere untere Grenze. 


Denn betrachten wir ar in den Figuren 3*—3¢* der friiheren Ab- 


handlung, so hat dieser Quotient den kleinsten Werth, wenn Y in 
eine Ecke, z. B. nach e' fillt; ist bei e der Kreisbogen construirt, 
so muss in den Fallen 3° und 3° von X aus an diesen die Tangente 


gelegt werden, wenn man den kleinsten Werth von +7 darstellen > 


will; dieser kleinste Werth wird dadurch grésser, als er war, und noch 

groésser wird er, falls auch X bei der Construction von hi: (x) auf 

einen Kreisbogen fallt; liegt X noch iiber e hinaus, so kann (ganz 
Ah dh 

wie bei gn+41(2)) = nicht kleiner werden als ee. 


ah, ; («) @h,,44(@) ‘ 
ft = Bry, — By kann von —— abweichen; grdsser 
, _" 
kann es aber an den meisten Ecken nur um - , an Ecken e oder é’ 
4 Ast 


allerdings um at geworden sein, d. h. es ist immer 
4Astt Dn 44 (@) . 


x yx 
oti — Bs — qo" dz ? 





also gilt: 
Bry — Br — 


watt (Aha) «Aa 
or | 
a+ Ax<é&r. 
Fir §,4:(z) haben wir hiernach die Ungleichheit: 
2 10. Ast A Saas (2) ast - 
ee +0 
z+ Auv< &. 


“ont 


atl — ~ 49" 
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Ist nun 





< * und zugleich r;,(7) < > und ist », > ”, 80 


10” 


gewahlt, dass «< Eiii<a+An< &% < &% gilt, so ist zuniichst 


26 
Bz, = Bis +6, +++ |o,| < 22 
und also weiter: 








B* + Asti x 10 Ast 
mF geet [Bact — “one 
s+1 
tha x x 11 A; 46 
— | Bx, — Bests + ig * Goett | <3 








Folglich ist in: 
AGn,4 (@) . 10.4% . 
as he So 
aig Brew —_ o’ + o” 





die Grésse 6” numerisch kleiner als 4s und o kleiner als = also ist 
AS n,+1 (#) 
Sbarl? _ ge | ee, 


Hiermit erfiillt (x) alle Bedingungen des Dini’schen Theorems; es 
darf also gliedweise differentiirt werden; die Differentiation fiihrt aber 
bei jedem Gliede vorwdrts und riickwdrts zu demselben Werthe, also 
hat auch §() iiberall nach vorwdrts und riickwdrts denselben Diffe- 
rentialquotienten. 

Es muss noch bewiesen werden, dass (x) in jedem beliebigen 
Intervall Maxima und Minima besitzt. Hat §,(x) in w=—€ ein 
Maximum, so ist = = 0, also auch soe) 
nun um § ein noch so kleines Intervall abgrenzen, man kann n + m 
stets so gross wihlen, dass in diesem Intervall sowohl vor wie hinter 
— noch mindestens ein Minimum von §y+4n(%) liegt; da die beiderseits 
nichstgelegenen Minima jedenfalls kleiner sind als On4m(&) = Ha(&), 
weil dieser Werth ja auch fiir $,4m(z) ein Maximum ist, so giebt es 
also sicher fiir A(x) beiderseits in jeder Niihe negative Werthe; 
4$(x) kann zwar ausserdem in jeder Nihe positive Werthe haben 
(woriiber sich Nichts entscheiden liisst) — der Beweis aber, dass $(2) 
Maxima und Minima in jedem Intervall hat, ist hiermit erbracht. 
Denn giebt es nicht in jeder Nihe positive A(x), so ist H(§) selbst 
ein Maximum; giebt es aber ausser den negativen A(x) auch positive 
in jeder Niihe von x = & (selbst nur auf einer Seite), so liegen auch 
Maxima und Minima in beliebiger Nihe bei «= & (mindestens ein- 
seitig); Werthe = €, welche irgend ein §, (2) zum Maximum machen, 
giebt es aber iiberall. 


=(. Man mag 
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Gegen die Betrachtungen, mit welchen ich die Verdéffentlichung 
der Function G(x) begleitet habe, sind von Herrn Pasch auf Grund 
der rein empirischen Raumauffassung Bedenken erhoben (Bd. XXX 
dieser Annalen 8. 130, 131). Ich kann mich indessen nicht itiber- 
zeugen, dass wirklich die idealisirende Raumauffassung aufgegeben 
werden miisste. ; 

Man findet einen Widerspruch darin, dass gewisse idealisirte 
Linien, die durch stetige Functionen definirt sind, Eigenschaften be- 
sitzen, welche denen aller physischen Linien widersprechen. Es kann 
aber gar nicht behauptet werden, dass idealisirte Linien alle Eigen- 
schaften der physischen Linien theilen miissten. Es liisst sich z. B. 
von den idealisirten Punkten, welche y= $(z) in der Coordinaten- 
ebene definirt, leicht zeigen, dass sie eine idealisirte Linie bilden; 


denn die Linien y, = §,(”%) — ao und y, = §,(«) + = lassen 


zwischen sich einen Streifen frei, dessen Breite sich bei Vergrésserung 
von ” gesetzmiissig verringert, und y= (x) ist das Grenzgebilde, 
welchem sich dieser Streifen hierbei naihert; da auch jeder Streifen 
ganz im vorhergehenden liegt, entspricht dieses Grenzgebilde genau 
der Definition einer idealisirten Linie, wenn man eine solche allmihlich 
aus einem stabférmigen Kérper entstanden denkt. Wie bewiesen ist, 
hat die Linie y = §(a) in jedem ihrer Theile unendlich viele Maxima 
und Minima; hierdurch wird die Vorstellung unméglich, dass ein 
idealisirter Punkt sie durchlaufen kénnte in derselben Weise, in welcher 
ein solcher einen idealisirten Kreis beschreiben oder wie ein empirischer 
Punkt eine physische Linie durch Bewegung erzeugen kann. Man 
kann aber weder aus der Definition der stetigen Function noch aus 
den Erklirungen der mathematischen Linie und des mathematischen 
Punktes folgern, dass fiir die Linie y= (x) eine derartige Vor- 
stellung méglich sein miisste; es ist also gar kein Widerspruch vor- 
handen. Ich habe diejenigen idealisirten Linien, welche eine Auf- 
fassung als Bewegungscurven erlauben, ,,anschaulich“ genannt und 
behauptet: ,,anschauliche Curven haben auch anschauliche Differential- 
und Integraleurven“; fiir die Theorie der stetigen Functionen sollte 
damit gesagt sein: ,,Stetige Functionen, denen idealisirte Linien ent- 
sprechen, die durch Bewegung eines idealisirten Punktes erzeugt ge- 
dacht werden kénnen, besitzen Differential- und Integralfunctionen, 
denen idealisirte Linien entsprechen, fiir welche dieselbe Erzeugung 
denkbar ist.“ Ich habe hinzugefiigt, dass dieser Satz in der mathe- 
matischen Physik vorausgesetzt wird; ich verstand hierunter diejenige 
Behandlung der Physik, bei welcher die Schwerpunkte der Molecule 
mathematische Punkte sind, die bei ihren Bewegungen mathematische 
Linien beschreiben; nur weil die Physik voraussetzen muss, dass die 
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von diesen Punkten beschriebenen Linien Bewegungscurven sind, darf 
sie auch den obigen Satz benutzend annehmen, dass ihre Differential- 
gleichungen nie auf Linien fiihren werden, welche keine Bewegungs- 
curven sind. Wo man in der Physik von physischen Linien reden 
will, passt der Satz nicht mehr; dann tritt, wie Herr Pasch mit 
Recht hervorhebt, an seine Stelle der Satz: ,,Jede physische Linie 
lisst sich durch eine beliebig oft differentiirbare Function mit hin- 
reichender Genauigkeit darstellen“; aber auch hierbei wird es wichtig 
sein, zur Darstellung nur Functionen zu benutzen, denen idealisirte 
Bewegungscurven entsprechen. Es muss also unter allen Umstinden 
das Problem gelést werden, welche analytische Bedingung diejenigen 
stetigen Functionen, denen idealisirte Bewegungscurven zugehdren, 
von jenen scheidet, deren zugehérige Linien sich nur als Grenzen 
zweier Flichenstiicke auffassen lassen. 

Aus den Eigenschaften physischer Linien lasst sich begriinden, 
dass dieselben Differential- und Integralcurven haben; aber die dar- 
stellenden Functionen kénnten sehr wohl noch Eigenschaften besitzen, 
welche man an physischen Linien nicht gewohnt ist und daher auch 
nicht bei Geschwindigkeiten, Kriften und Potentialen erwartet. Da 
ist es wichtig, dass Nichts hiervon eintritt, wenn nur entweder die 
Bewegungen selbst oder die Geschwindigkeiten oder die Kriifte oder 
deren Potentiale durch Functionen ohne solche Eigenschaften dar- 
gestellt sind. 


Ottensen, im November 1888. 








Ueber Gruppen von Transformationen des Raumes in sich. 


Von 


A. Scutnrures in Gottingen. 


Diejenigen Gruppen von Transformationen des Raumes in sich, 
mit denen sich die nachfolgende Arbeit beschiiftigt, sind solche Gruppen 
von endlichen Transformationen, bei denen eine beliebige Raumfigur 
stets in eine ihr congruente oder symmetrisch gleiche tibergeht. 

Bleibt die Raumfigur sich stets congruent, so ist die zugehérige 
Gruppe eine Gruppe von Bewegungen. Die Bewegungsgruppen sind 
bekanntlich schon verschiedentlich abgeleitet worden. 

Diejenigen Gruppen, welche auch symmetrische Transformationen 
enthalten, d. h. solche, welche den Raum symmetrisch in sich itiber- 
fiihren, sind noch nicht studirt worden. Sie sollen erweiterte Gruppen 
genannt werden. Auf die Zweckmissigkeit, die Theorie der Bewegungs- 
gruppen durch Hinzunahme des Symmetriebegriffes zu erweitern, hat 
mich Herr Klein gelegentlich aufmerksam gemacht. Die Gesammtheit 
derselben aufzustellen, bildet den Zweck der folgenden Arbeit. 

Wenn auch diese Gruppen unter allen Transformationsgruppen 
einen mehr elementaren Charakter besitzen, so scheinen sie doch da- 
durch ein erhdhtes Interesse zu verdienen, dass sie mit dem Problem 
der reguliren Raumtheilung und mit den neueren Versuchen, eine be- 
friedigende Theorie der Krystallstructur zu schaffen, aufs engste zusam- 
menhiingen. Auf den Zusammenhang mit der Raumtheilung habe ich 
bereits friiher in den Gdéttinger Nachrichten kurz hingewiesen.*) 

Die Bedeutung der Gruppen fiir die Theorie der Krystallstructur 
beruht auf der Erkenntniss, dass die Betrachtung der Bewegungs- 
gruppen allein hier nicht mehr ausreicht;**) so dass die Einfiihrung der 





*) Ueber reguliire Gebietstheilungen des Raumes, Jahrgang 1888, S. 223 ff. 

**) Vergl. Wulff ,,Ueber die regelmiissigen Punktsysteme“ (Zeitschr, fiir 
Krystallogr. Bd. 18. 1887), Sohncke ,,Bemerkungen zu Herrn Wulffs Theorie der 
Krystallstructur“‘ und ,,Erweiterung der Theorie der Krystallstructur‘t (ebenda 
Bd. 14, 1888) sowie meinen vor Kurzem erschienenen ,,Beitrag zur Theorie der 
Krystallstructur “* (Gdtt. Nachr. 1888, p. 483 ff.) 
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erweiterten Gruppen nicht allein mathematisch, sondern auch krystallo- 
graphisch nothwendig erscheint. In der That wird es erst mit ihrer 
Hilfe méglich , die Theorie der Krystallstructur fiir alle Hauptkrystall- 
systeme und ihre Unterabtheilungen einheitlich zu gestalten. 

Die Methode, deren ich mich bei der Ableitung der erweiterten Gruppen 
bediene, beruht auf folgenden Ueberlegungen. Zuniichst mége daran 
erinnert werden, dass das Product von zwei symmetrischen Transforma- 
tionen eine wirkliche Bewegung ist. Andrerseits ist evident, dass in 
jeder erweiterten Gruppe von Raumtransformationen die Bewegungen 
eine ausgezeichnete Untergruppe bilden; also folgt sofort, dass jede 
erweiterte Gruppe durch Multiplication einer Bewegungsgruppe mit 
eimer einzigen symmetrischen Operation ableitbar ist. Es handelt sich 
also nur noch darum, die simmtlichen fundamentalen Transformationen 
dieser Art, welche in Frage kommen, zu kennen, und zu priifen, ob 
sich die einzelnen Bewegungsgruppen mit den beziiglichen Operationen 
erweitern lassen. Dies soll in engem Anschluss an meine friiheren 
Arbeiten tiber Bewegungsgruppen ausgefiihrt werden.*) Die dort ein- 
gefiihrten Bezeichnungen werde ich bis auf wenige jedesmal zu 
nennende Ausnahmen hier beibehalten, resp. benutzen. Das Gleiche 
gilt von den a. a. O, gezeichneten Figuren. 

Ich beschriinke mich auf solche Gruppen, welche auch Trans- 
lationen enthalten. Diejenigen Gruppen, bei denen ein Punkt fest 
bleibt, sind bereits von Herrn Minnigerode erschédpfend behandelt 
worden.**) Wie die allgemeinen Gruppen mit der Theorie der 
Krystallstructur zusammenhiingen, so liefern die Gruppen mit festem 
Punkt siimmtliche Krystallsysteme. 

Diese Gruppen lassen sich nimlich kurz als Gruppen von Sym- 
metrieen ***) in Bezug auf einen festen Punkt charakterisiren, so dass 
andere Verbindungen von Symmetrieen, als in einer dieser Gruppen 
enthalten sind, in der Natur nicht vorkommen kénnen. Jede wirk- 
lich vorhandene Krystallsymmetrie muss daher stets einer dieser Gruppen 
entsprechen. Von dieser Erwiigung ausgehend, leitet Herr Minnigerode 
die beziiglichen Gruppen in der Weise ab, dass er alle Untergruppen 
einzelner Hauptgruppen aufstellt. Die Hauptgruppen entsprechen dabei 
den sieben Hauptclassen von Krystallsystemen, die Untergruppen den 
Hemiedrieen und Tetartoedrieen dieser einzelnen Classen. 

Bei der geringen Anzahl der Hauptgruppen, welche auf ihre 

*) Diese Annalen, Bd. 28, 8.319 und Bd. 29, 8.30, Ich werde dieselben 
unter B. G. I, resp. B. G, II citiren. 

**) Untersuchungen tiber die Symmetrieverhiiltnisse der Krystalle. Neues 
Jahrbuch f. Mineral, Beilageband 5, S. 145. 

***) Das Wort ,,Symmetrie“ ist hier in krystallographischer Bedeutung 
gebraucht. 








174 ; A, Scuéxrutzs. 


Untergruppen zu untersuchen sind, fiihrt das von Herrn Minnigerode 
eingeschlagene Verfahren leicht und sicher zum Ziele. Bei den all- 
gemeinen Gruppen scheint mir jedoch die oben erwihnte Methode den 
Vorzug zu verdienen; denn einerseits ist die Zah] der Hauptgruppen, 
die in Frage kommen, eine sehr grosse, und andrerseits sind sie ja 
selbst bereits erweiterte Gruppen, miissten daher ebenfalls erst bestimmt 
werden. 

Uebrigens kann die im Folgenden anzuwendende Methode auch 
zur Aufstellung der Gruppen mit festem Punkt gut benutzt werden. 


§ 1. 
Bedingung fiir die Erweiterungsfahigkeit der Bewegungsgruppen. 


Es ist bereits erwiihnt worden, dass in jeder erweiterten Gruppe 
die Bewegungen eine ausgezeichnete Untergruppe bilden*). Soll sich 
daher eine Bewegungsgruppe [ durch Multiplication mit der sym- 
metrischen Transformation ©G zu einer Gruppe [ erweitern lassen, 
welche [ als ausgezeichnete Untergruppe enthilt, so muss © das 
Axensystem von [ — resp. wenn ein solches nicht besteht, das aus 
den Translationen gebildete Raumgitter — in sich iiberfiihren. Welche 
Axen hierbei zur Deckung gelangen diirfen, ergiebt sich durch folgende 
Ueberlegung. 

Bei jeder symmetrischen Operation dreht sich bekanntlich der 
Windungssinn der einzelnen Bewegungen um; d. h. linksgewundene . 
Bewegungen gehen in rechtsgewundene tiber, und umgekehrt. Ist nun 
a die Axe einer Bewegung 

AU(a, t), 
deren Drehungswinkel o, und deren Translation ¢ ist, und kommt a 
durch die symmetrische Operation mit a, zur Deckung, so geht die 
Bewegung % in 

A, (— @, #) 

iiber. Sind a und a, gleichartige Axen in Bezug auf die Gruppe [, 
so existirt auch die Bewegung 

A, (@, #) 
und demnach auch die Translation 2¢ parallel zu a und a,; daher hat 
t entweder den Werth Null, oder es ist eine halbe Translation. 

Sind dagegen a und a, nicht gleichartige Axen in-Bezug auf die 
Gruppe [, so kénnen sie sich nur durch ihren Windungssinn unter- 
scheiden; ist die eine die Axe einer linksgewundenen Bewegung, so 


*) Hier, sowie im Folgenden, ist natiirlich nur von solchen Untergruppen 
die Rede, welche dieselbe Translationsgruppe besitzen, wie die Hauptgruppe. 
Vgl. B. G. II, S. 52, 
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gehért zu der andern die analoge rechtsgewundene Bewegung. Ist 
dies nicht der Fall, so liisst sich aus [ keine erweiterte Gruppe bilden. 
Dies trifft z. B. immer zu, wenn alle Axen gleichartig sind, und die 
Gleitungscomponente der zugehérigen Bewegung weder Null, noch 
eine halbe Translation ist. Ferner folgt, dass erweiterte Gruppen, 
welche sich nur durch den Windungssinn der Schraubenbewegungen 
unterscheiden, nicht existiren, Die beziiglichen Bewegungsgruppen 
(vgl. B. G. I, S. 331, 333, 334) sind der Erweiterung nicht fihig. 

Die eben gefundene Bedingung ist zur Ableitung der erweiterten 
Gruppe F nothwendig, aber nicht hinreichend. Da nimlich [ aus- 
gezeichnete Untergruppe von Ff sein soll, so ist noch ndthig, dass 
die Potenzen der Operation © nicht etwa neue Bewegungen liefern, 
welche in [ nicht enthalten sind*). Wenn aber diese beiden Be- 
dingungen erfiillt sind, so existirt auch stets eine erweiterte Gruppe 
, welche T zur ausgezeichneten Untergruppe hat, und auf die genannte 
Art aus [ entsteht. 


§ 2. 
Die einfachen symmetrischen Operationen. 


Es handelt sich nunmehr darum, die symmetrischen Operationen 
zu finden, welche zur Erweiterung benutzt werden kénnen. Dieselben 
ergeben sich leicht aus den bekannten Siitzen tiber in einander liegende 
symmetrische Riume. 

Zwei derartige Riume, 2 und &, haben bekanntlich stets eine 
Ebene 6 = 6, entsprechend gemein, und zwar so, dass 6 und 6, con- 
gruent in einander liegen. Daher haben o und o, einen Punkt O=0O,, 
also 2 und 2, eine zu 6 senkrechte Axe s = s, entsprechend gemein; 
es folgt, dass 2 und 2, durch Spiegelung an o und durch Drehung 
um s zur Deckung gebracht werden kénnen. Ist @ der beziigliche 
Drehungswinkel, so mége diese symmetrische Operation durch 

S(@) 
bezeichnet werden. 

Eine Ausnahme kann nur dann eintreten, wenn der Punkt O im 
-Unendlichen liegt. Alsdann geniigt eine Spiegelung an o in Ver- 
bindung mit einer zu o parallelen Gleitung ¢, um 2 und 2, in einan- 
der tiberzufiihren; diese Operation wollen wir durch 

S(t) 
bezeichnen. 


*) Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so entsteht zwar auch noch eine 
erweiterte Gruppe; aber die in ihr enthaltene Bewegungsgruppe ist nicht mehr 
die Gruppe [. 
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Die beiden symmetrischen Operationen G(w) und G(¢) sind daher 
die einzigen, welche als erweiternde Operationen in Frage kommen. 
Nun ist 

S*(#) = 2¢; 

also folgt, dass ¢ nur eine halbe Translation sein kann. Ferner ist 

S*(a) 
eine Drehung um die Gerade s vom Winkel 2; wenn daher @ nicht 
etwa den Werth 0 oder z hat, so muss s mit einer Bewegungsaxe 
a@ zusammenfallen, um welche die Bewegung %(2@) ausfiihrbar ist. 
Zur Axe a gehort daher entweder Winkel 2@ selbst, oder @; im letzten 
Fall kann die zugehérige Bewegung noch %(@) oder auch A(a@, ¢) 
sein, wo ¢ eine halbe Translation ist. 

Wenn aber w der Drehungswinkel der Axe a ist, so giebt das 
Product © - A-' stets eine reine Spiegelung*). Die mit © ableitbare 
Gruppe lisst sich also auch durch Multiplication mit einer reinen 
Spiegelung erzeugen, und es ist daher in diesem Fall nicht néthig, 
die Operation G(@) zur Gewinnung neuer Gruppen zu verwenden. 

Die Operation ©(@) braucht daher nur dann gepriift zu werden, 
wenn die Axe a, mit der s zusammenfallt, zu einer Drehung &(2@) 
gehért. Nun soll aber G(@) das Axensystem der Gruppe in sich 
iiberfiihren; daher kann nur die Werthe 


« 2 * 9g 
’ 3 ? 2 ? 3 ? 
haben. Aber es ist 
S (=) = S(z) 
und 
2 
S (**) = S(0); 


eine mit 6(=), resp. © (=) erweiterte Gruppe enthilt daher stets 


die Operationen ©(z), resp. ©(0), und es bleiben als diejenigen sym- 
metrischen Operationen, auf die wir uns zur Erzeugung erweiterter 
Gruppen beschréinken kinnen, nur 


60), S(%), S@, SO 


tibrig. Die Operation ©(z) ist eine Inversion, wir bezeichnen sie 
durch 3. Ferner mége noch 


e(Z)=¢ 


gesetzt werden ; wie eben gezeigt, kommt diese Operation nur dann in Frage, 
wenn ihre Axe s mit einer reinen Umklappungsaxe zusammenfallen kann. 


*) Val. § 4. 
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§ 3. 


Kriterium fiir die Identitét oder Verschiedenheit der Gruppen. 


Wenn die Ebene o resp. die Axe s einer der vorstehenden Opera- 
tionen so gelegt werden kénnen, dass sie das Axensystem einer Be- 
wegungsgruppe [ — resp. wenn [ eine Translationsgruppe ist, das 
Raumgitter derselben — in erlaubter Weise in sich iiberfiihrt, so ent- 
steht durch Multiplication von [ mit der beziiglichen Operation eine 


erweiterte Gruppe f. Die Aufgabe, alle erweiterten Gruppen auf- 
zustellen, ist daher identisch mit derjenigen, alle symmetrischen 
Operationen zu bestimmen, welche die Axen resp. die Raumgitter der 
verschiedenen Gruppen in erlaubter Weise in sich iiberfiihren, Diese 
Aufgabe wird fiir jede Classe von Bewegungsgruppen besonders geldst 
werden. 

Es bedarf aber noch der Priifung, ob wir auf diese Weise zu 
jeder erweiterten Gruppe nur einmal gelangen, oder nicht. Es handelt 
sich also noch darum zu entscheiden, ob und wann zwei Gruppen 
T wnd T,, die aus T mittelst der symmetrischen Operationen S und ©, 
abgeleitet sind, identisch sein kinnen. 

Nun ist zuniichst evident, dass zwei solche Gruppen F und [, stets 
identisch sind, wenn das Product G+ ©, eine Bewegung von F ist. 
Dagegen bedarf die umgekehrte Frage, nimlich was fiir F und f, 
folgt, wenn ©-G, keine Bewegung der Gruppe [ ist, einer etwas 
genauern Erérterung. Wie wir oben sahen, giebt es nur vier Arten 
symmetrischer Operationen, die zur Erweiterung zu benutzen sind, 
namlich 

SO), 3, Sy Sle). 

In jeder der beiden erweiterten Gruppen werden entweder alle diese 
Operationen vorkommen, oder nur gewisse von ihnen, Wie dem aber 
auch sei, so ist klar, dass die Gruppen F und f, stets dann ver- 
schieden sind, wenn sie nicht dieselben Arten symmetrischer Operationen 
enthalten. Wir kénnen uns daher auf den Fall beschriinken, dass © 
und ©, gleichartige Operationen sind. Wenn dann G- G, keine Be- 
wegung der Gruppe [ ist, so kann es nur in geometrischem Sinn mdglich 
sein die mit S und S, gebildeten Gruppen als identisch zu betrachten; 
niimlich nur dann, wenn die zu den Operationen © und ©, gehérigen 
Ebenen, Axen oder Punkte eine analoge Lage zu dem Axensystem 
von T haben. 

Dies ist ein sehr wichtiges Princip, welches in mannigfachen 
Fallen zur Anwendung kommt. Wenn beispielsweise eine cyklische 
Gruppe durch Spiegelung an einer zu den Axen senkrechten Ebene 
erweitert werden kann, so ist die Lage dieser Ebene beliebig; aber 
Mathematische Annalen, XXXIV. 12 
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alle so entstehenden Gruppen sind geometrisch nicht verschieden., 
Ferner giebt es bei manchen Gruppen Classen gleichberechtigter Axen, 
; die, was ihre Lage im Raume anlangt, ein véllig symmetrisches Ver- 
halten gegen einander aufweisen. Dies trifft z. B. fiir diejenigen Vierer- 
gruppen zu, deren Axen nach den drei zu einander senkrechten Rich- 
tungen gleichmissig im Raume vertheilt sind. Liisst eine solehe Gruppe 
eine Erweiterung zu, die durch irgend eine dieser Axenarten charakte- 
risirt ist, so lisst sie auch diejenigen Erweiterungen zu, welche auf 
gleiche Weise durch die andern Axenclassen bestimmt sind. Diese 
Gruppen unterscheiden sich aber offenbar nur durch die Bezeichnung 
von einander, und sind daher als geometrisch identisch zu betrachten. 
Es gentigt daher, in jedem Fall nur eine derselben anzufiihren. 


§ 4. 
Einige Satze tiber Zusammensetzung symmetrischer Operationen. 


Im vorstehenden Paragraphen hat sich herausgestellt, dass die 
Frage nach der Identitat der einzelnen erweiterten Gruppen im Wesent- 
lichen von der Kenntniss der Bewegung G- ©, abhiingt. Die Fille, 
in denen wir Operationen © und ©, zusammenzusetzen haben, sind 
meist sehr einfacher Natur. Die Sitze, die im Folgenden 6fters an- 
zuwenden sind, sollen hier zusammengestellt werden; die meisten der- 
selben sind unmittelbar einleuchtend. 

Das Product von zwei Inversionen, ebenso das Product von zwei 
Spiegelungen an parallelen Ebenen ist eine Translation; die Grosse 
derselben ist gleich dem doppelten Abstand der Inversionscentra resp. 
der spiegelnden Ebenen. 

Das Product von zwei Spiegelungen, deren Ebenen sich unter dem 
Winkel e@ schneiden, ist eine Drehung um die Schnittlinie; der 
Drehungswinkel ist 2a. 

Das Product aus einer Inversion und einer Spiegelung ist eine 
Bewegung um das vom Inversionscentrum J auf die spiegelnde Ebene 
6 gefallte Lot. Der zugehérige Winkel betriigt 180°, wiihrend die 
Translationscomponente gleich dem Abstand von J und 6 ist. 

Diese Siitze gelten natiirlich auch umgekehrt. Es fliessen aus 
ihnen im Besonderen nachstehende Folgerungen: 

Das Product aus einer Spiegelung und einer zur spiegelnden Ebene 
senkrechten Translation ist wieder eine Spiegelung. *) 

Enthalt eine Spiegelebene 6 eine Umklappungsaxe w, so enthilt 
die beziigliche Gruppe auch eine Spiegelung, deren Ebene senkrecht 
zu 6 durch w geht. 





*) Hiervon wurde oben, S. 176 Anwendung gemacht. 
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Fallt das Inversionscentrum in eine Axe, deren Drehungswinkel 
180° betragen kann, so enthilt die zugehérige Gruppe stets eine 
Spiegelung. Diese Gruppe ist also auch mittelst einer Spiegelung ab- 
leitbar. Ich werdé nun in jedem Fall zuniichst diejenigen Gruppen 
aufstellen, die sich durch Multiplication einer Beweguugsgruppe mit 
einer reinen Spiegelung ergeben. Alsdann braucht die Inversion nur 
dann als erweiternde Operation benutzt zu werden, wenn ihr Centrum 
nicht in eine Axe vom Drehungswinkel 180° fallt. 

Endlich bediirfen wir noch eines Satzes tiber die Operation ©,. 
Sei wieder 6 ihre Ebene und s ihre Axe. Wir multipliciren sie mit 
einer Spiegelung ©, deren Ebene durch s geht, so ist das Product 
iiquivalent mit der Drehung um s und der Umklappung um die Schnitt- 
linie d der beiden spiegelnden Ebenen. Diese Bewegungen zusammen 
geben aber bekanntlich eine Umklappung um diejenige Gerade der 
Ebene 6, welche durch den Schnittpunkt von s und 6 geht und mit 
d einen Winkel von 45° einschliesst. Umgekehrt folgt, dass, wenn 
in einer Gruppe, die mit ©, gebildet ist, durch den Schnittpunkt von 
s und 6 eine Umklappungsaxe geht, diese Gruppe auch mittelst einer 
Spiegelung © erzeugt werden kann. 


§ 5. 
Isomorphismus der allgemeinen erweiterten Gruppen mit den 
erweiterten Rotationsgruppen. 


Wie in B. G. II, 8. 51 nachgewiesen worden, ist jede allgemeine 
Beweguugsgruppe [ einer Gruppe von Rotationen [’ isomorph, deren 
Axen siimmtlich durch denselben Punkt gehen, und zwar so, dass der 
Identitiit der letzteren die Translationsgruppe [, von [ entspricht, und 


jeder Drehung 
w (22) 


von [’ in der Gruppe [ eine unendliche Reihe von Bewegungen 


a (=, t); A, sz, ,) lial 


deren Axen siimmtlich parallel sind, und die sich ergeben, wenn die 
Translationsgruppe [, mit irgend einer Bewegung %, dieser Reihe 
multiplicirt wird. Es folgt, dass also auch jeder Axe a’ von [’ eine 
Schaar paralleler Axen a, a,, @,... von F entspricht, 

Die Existenz eines solchen Isomorphismus kann auch leicht fiir die 
erweiterten Gruppen statuirt werden. Ich habe bereits oben (S. 173) 
darauf hingewiesen, dass jede erweiterte Rotationsgruppe — sie mdge 
durch fF’ bezeichnet werden — durch Multiplication einer Gruppe von 
12* 
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Drehungen mit einer einzigen symmetrischen Operation abgeleitet 
werden kann; nach § 2 folgt, dass die Operationen, die allein in 
Frage kommen, Spiegelung, Inversion und die Operation ©, sind. 
Die allgemeinen erweiterten Gruppen [ lassen sich aber auch durch 
Multiplication einer Bewegungsgruppe mit einer der vier Operationen 


S(0), SW, 3, Se 


ableiten. Ist nun © irgend eine dieser Operationen, und [ eine Be- 
wegungsgruppe, aus welcher mittelst © die Gruppe 
T= {r, S} 

ableitbar ist, so muss es stets eine analoge Operation ©’ geben, so 
dass sich aus der zu [ isomorphen Gruppe [’ die erweiterte Gruppe 

P= {r’, S} 
bilden liisst; und zwar ist die Operation SG’ im allgemeinen die gleiche, 
wie ©; nur, wenn © die Operation G(#) ist, so ist S’ die entsprechende 
reine Spiegelung. 

Die Richtigkeit der vorstehenden Behauptung springt unmittelbar 
in die Augen, wenn wir bedenken, dass die Operation © die simmt- 
lichen Axenschaaren von [ in einander iiberfiihrt. Wir nennen die 
Ebene der Operation © wieder 6, wobei zu bemerken ist, dass, wenn 
S eine Inversion ist, fiir 6 eine beliebige durch das Inversionscentrum 
gehende Ebene gewihlt werden kann. Nun seien a und b irgend zwei 
gleichberechtigte oder ungleichberechtigte Axen von [, welche durch 
die Operation © zur Deckung gelangen, so bilden @ und b mit der 
Ebene 6 von © denselben Winkel wie a@ und b’ mit der Ebene & 
von ©’. Daher muss auch © die Axen a’ und b’ in einander tiber- 
gehen lassen; wobei noch zu beachten, dass, wenn a und b parallel 
sind, die Operation © die Axe a’ in sich selbst iiberfiihrt. Damit ist 
aber der oben behauptete Satz bewiesen. Beachten wir nun, dass bei 
der Zusammensetzung von Operationen die Translationscomponenten 
auf die Richtung der Axen und die Stellung der Spiegelebenen keinen 
Einfluss haben, so folgt, dass in der That die Gruppen TF und T’ auf’ 
die oben genannte Art isomorph sind. 


Ist die erweiterte Gruppe [’ durch die Gleichung 
r= {f", S} 
bestimmt, so enthilt sie bekanntlich ausser der Operation ©’ im All- 
gemeinen noch andere einfache symmetrische Operationen. Beispiels- 


weise giebt es in derjenigen Gruppe [’, die sich aus einer cyklischen 
Gruppe I’ fiir » = 4 durch eine Inversion ableiten lisst, auch eine 
Spiegelung ©, an einer zur Drehungsaxe senkrechten Ebene. Dies 
ist jedoch, wie das Folgende zeigen wird, bei den analogen allgemeinen 
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Gruppen nur selten der Fall. Ist niimlich F eine Gruppe, die aus 
einer allgemeinen cyklischen Gruppe (n=4) durch Multiplication mit 
einer Inversion § abzuleiten ist, so giebt es in ihr stets unendlich 
viele Operationen, welche bei der isomorphen Beziehung der Spiegelung 
©,’ entsprechen und zu jeder derselben gehért eine zu den Hauptaxen 
senkrechte Ebene; aber diese Operationen sind niemals reine Spiegelungen ; 
sie miissen, wie aus dem vorigen Paragraphen folgt, mit Drehungen 


oder Gleitungen verbunden sein. Dass solche Gruppen [ wirklich 
existiren, wird das Folgende lehren. 

Wenn wir nun die Annahme machen, dass der Symmetriecharakter 
einer Gruppe nur durch die einfachen symmetrischen Operationen die 
in ihr enthalten sind, wie Spiegelungen und Inversionen, bestimmt 
ist, so gehéren in diesem Sinn zu jeder der 32 Gruppen [’ mehrere 
Gruppen [. Die Gruppen f sind daher mehr specificirt als die Gruppen 
r’, und man darf sich vorstellen, dass, wenn die Translationsgruppe 
den Werth Null erhilt, die verschiedenen Symmetriecharaktere, die 
den einzelnen zu derselben Gruppe [’ isomorphen Gruppen fF ent- 
sprechen, sich siimmtlich vereinigen. In welcher Weise, sozusagen, 
die Vertheilung des Symmetriecharakters einer Gruppe [’ auf die ein- 
zelnen isomorphen Gruppen [ stattfindet, tritt bei den einzelnen 
Classen von Gruppen von selbst hervor und ist auch durch die Be- 
zeichnung kenntlich gemacht worden, 


§ 6. 
Die erweiterten Translationsgruppen. 

Da die Translationsgruppen keine Bewegungsaxen enthalten, so 
kommen nur Spiegelung, Inversion und Spiegelung in Verbindung 
mit einer halben Translation als erweiternde Operationen in Frage. 
Nun lisst aber jedes Raumgitter eine Inversion gegen einen Gitter- 
punkt zu; jede Translationsgruppe kann daher durch eine Inversion 
erweitert werden. 

Dagegen geht ein beliebiges Raumgitter im Allgemeinen durch 
Spiegelung nicht in sich iiber. Diese Eigenschaft kommt vielmehr nur 
speciellen Translationsgruppen zu. Wenn aber eine Translationsgruppe 
l, eine Spiegelung zuliisst, so gestattet sie, wie jede Translations- 
gruppe, auch eine Inversion; wir diirfen auch festsetzen, dass das In- 
versionscentrum in die Spiegelungsebene fallt. Die Gruppe [, geht 
daher auch durch das Product beider Operationen, d. h. durch eine 
Bewegung in sich iiber. 

Jede Translationsgruppe, welche durch eine Spiegelung erweitert 
werden kann, geht daher durch Bewegungen in sich ter. Diese 
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Gruppen kénnen daher keine andern sein, als diejenigen, welche den 
sogenannten Bravais’schen Raumgittern entsprechen*). Als erweiternde 
Operation kann jede der zulissigen Spiegelungen benutzt werden. 

Lisst sich eine Translationsgruppe [,; durch Spiegelung an einer 
Ebene 6 erweitern, so kann als erweiternde Operation auch diese 
Spiegelung im Verein mit irgend einer halben in die Ebene o fallen- 
den Translation benutzt werden. 

Es giebt daher im Ganzen drei verschiedene Arten erweiterter Trans- 
lationsgruppen; sie ergeben sich mittelst der Operationen \, ©(0) und 
S(é). Bei den Gruppen mit festem Punkt giebt es nur zwei ihnen 
isomorphe Gruppen; sie entstehen durch Multiplication der Identitit 
mit einer Spiegelung oder einer Inversion. 


§ 7. 
Allgemeine Bemerkungen iiber die Erweiterung der cyklischen 
Gruppen. 


Bei der Discussion der cyklischen Gruppen beschriinken wir uns 
auf diejenigen, deren Translationsgruppe riiumlich ist. Einerseits sind 
die andern Gruppen untergeordneter Natur; andrerseits ergeben sich 
die auf sie beziiglichen Resultate, wenn wir eine oder zwei der primi- 
tiven Translationen verschwinden lassen. 

Wir miissen uns zuniichst eine Methode verschaffen, welche uns 
in den Stand setzt, alle erweiterten cyklischen Gruppen abzuleiten. 
Dies geschieht folgendermassen. 

Jede cyklische Gruppe [ enthilt mehrere Classen gleichberechtigter 
Axen; dieselben mégen durch a,b,c... bezeichnet werden. Diese 
Axen sind siimmtlich parallel zu einander. Die symmetrischen Trans- 
formationen der erweiterten Gruppe fiihren entweder jede Axenschaar 
in sich iiber, oder die Axen verschiedener Schaaren kommen unter 
einander zur Deckung. Nun lassen sich an jeder Axe zwei entgegen- 
gesetzte Richtungen unterscheiden; die eine mag fiir den Augenblick 
als positiv, die andere als negativ bezeichnet werden. Zwei Axen 
kénnen daher auf zwei verschiedene Arten zur Deckung gelangen; 
nimlich entweder so, dass die positiven und negativen Richtungen 
sich einzeln decken, oder auch so, dass die positive Richtung der einen 
Axe mit der negativen Richtung der andern zusammenfiillt. 

Die symmetrischen Operationen, welche fiir die cyklischen Gruppen 
in Frage kommen, sind entweder Inversionen oder sie besitzen eine 
Spiegelungsebene 6; diese liiuft entweder senkrecht zu den Axen, oder 


*) Vgl. z. B. die von Bravais gegebene Herleitung derselben im Journ. 
de l’école polyt. Bd. 19, S. 1—128. 
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sie ist ihnen parallel. Es ist klar, dass nur die letzteren Operationen 
d. h. diejenigen, bei denen die spiegelnde Ebene den Axen parallel 
liegt, die Axen ohne Umkehr der Richtung in sich iiberfiihren; die 
andern Operationen dagegen vertauschen simmtlich die beiden Axen- 
richtungen. 

Da jede Bewegung die Axen einer cyklischen Gruppe ohne Um- 
kehr der Richtung in einander iiberfiihrt, so bringen die symmetrischen 
Operationen einer erweiterten cyklischen Gruppe die Axen simmtlich 
auf gleiche Art zur Deckung. Es ist daher zuniichst evident, dass 


zwei erweiterte cyklische Gruppen F und fF, immer dann verschieden 
sind, wenn die erweiternden Operationen die Axenschaaren a, b,c... 
auf verschiedene Art in einander iibergehen lassen. Hs fragt sich, ob 
auch das umgekehrte wahr ist; d, h. ob zwei solche Gruppen F und [, 
identisch sind, wenn sie die Axenschaaren auf gleiche Art in einander 
iiberfiihren, 

Sind © und G, die beiden symmetrischen Operationen, mit denen 
r und Ff, abgeleitet sind, so ist G - ©, jedenfalls eine Bewegung. An- 
drerseits fiihrt diese Bewegung jede Schaar gleichberechtigter Axen 
der Gruppe [ in sich tiber. Daher ist © - ©, eine Bewegung von [ 
den einen einzigen Fall ausgenommen, dass ©. ©, einer den Axen 
parallelen Translationsverschiebung iiquivalent ist. Eine solche Trans- 
lation ist niimlich die einzige Bewegung, welche die Axen in sich 
verschiebt, ohne doch im Allgemeinen eine Bewegung der Gruppe [ 
zu sein, Von dem eben genannten. Ausnahmefall abgesehen, sind daher 
zwei erweiterte cyklische Gruppen wirklich identisch, wenn sie die Axen- 
schaaren uuf gleiche Weise mit einander zur Deckung bringen. 

Es handelt sich jetzt nur noch um Erledigung des Ausnahmefalles. 

Ist das Product der beiden symmetrischen Operationen © und G, 
einer den Axen parallelen Translationsverschiebung iiquivalent, so 
kénnen zuniichst © und ©, Inversionen sein, deren Centra auf einer 
den Axen parallelen Geraden liegen. In diesem Fall sind die zu- 
gehérigen Gruppen als geometrisch identisch zu betrachten. Dasselbe 
findet statt, wenn © und G, gleichartige Operationen mit je einer 
zu den Axen senkrechten Spiegelungsebene sind. Es bleibt daher nur 
der Fall tibrig, dass S eine Spiegelung ©, oder eine Operation ©,(é) ist, 
deren Ebene 6, den Axen parallel ist, und ©, dieselbe Operation in 
Verbindung mit der Translation t, wo 2t die den Axen parallele 
Translation der Gruppe ist.*) 

Dieser Fall tritt aber auch wirklich ein. Léisst néimlich die cyllische 
Gruppe T die Spiegelung ©, oder die Operation ©S,(t) zu, so muss sie 


*) In der oben erwihnten Abhandlung B, G.I, S. 325 hatte ich diese Trans- 
lation durch t selbst bezeichnet. 
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auch die Operation S,(t), resp. S,(t-+1) zulassen; denn die Translation 
t, nach G,, resp. ©,(¢) ausgefithrt, verschiebt jede Axe nur in sich. y 
Dabei ist nur noch darauf zu achten, dass die allgemeine Bedingung 
des § 2 erfillt ist. Fir ©,(r) ist dies stets der Fall; fir ©,(¢+ 7) ( 
dagegen ist dies an und fiir sich nicht néthig und bedarf jedesmal der ( 
Untersuchung. t 

Zwei solche Gruppen werden im Allgemeinen von einander ver- ] 
schieden sein; es kann aber auch vorkommen, dass sie in geometrischem 
Sinn als identisch zu betrachten sind. Das Genauere hiertiber wird 
bei den einzelnen Gruppen selbst ausgefiihrt werden. 

§ 8. : 
Die erweiterten cyklischen Gruppen. 

Diejenigen Axen einer cyklischen Gruppe, fiir welche der zu- n 
gehérige Drehungswinkel den kleinsten Werth hat, sollen wie B. G. I, c 
S. 326, Hauptaxen, die andern hingegen Nebenaxen genannt werden. I 
Die den Axen parallele Translation der Gruppe soll jedoch, wie schon v 
oben, nicht durch t, sondern durch 2r bezeichnet werden. 

Die Hauptaxen bestimmen in einer zu ihnen senkrechten Ebene 
ein Netz von Parallelogrammen. Dieses Netz soll wiederum benutzt 
werden, um die Lage der Spiegelungsebenen u. s. w. einfacher zu 
bezeichnen. Das Fundamentalparallelogramm heisse wieder A BC D. e 

Diejenigen vorstehend erwiihnten Gruppen, welche sich mittelst 8 
der Operationen ©(r), resp. G(¢-++1r) ergeben, sollen iibrigens zuniichst la 
ausser Betracht bleiben; sie werden am Schluss dieses Paragraphen ii 
gemeinsam behandelt werden. se 

Entsteht aus der Gruppe [ durch Multiplication mit der sym- al 
metrischen Operation © eine erweiterte Gruppe [, so fiihrt, wie wir d 
sahen, © die Axen von [ irgend wie in einander tiber. Die zwei- (1 
malige Anwendung der Operation © bringt aber jede Axenschaar F 
wieder mit sich selbst zur Deckung; jede Vertauschung der Amen, r 
welche durch die Operation S ausgefiihrt werden kann, muss daher die « 
Periode 2 haben. Wir haben daher alle Permutationen dieser Art zu (4 
bilden, und fiir jede zu priifen, ob es eine symmetrische Operation G 
giebt, welche die beziigliche Vertauschung bewirkt. Ist P eine Permu- Ww 
tation, fiir welche dies der Fall ist, so gehért zu ihr eine erweiterte A 
Gruppe fF; sie kann aus [ durch irgend eine Operation abgeleitet 
werden, welche die beziigliche Vertauschung hervorbringt. Ww 

Jede der cyklischen Gruppen 

€,(2), ©,(2), ©;(2) os 


besitzt vier Axenschaaren a, b, c, d. Fiir ©,(2) und ©,(2) sind die- ul 
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selben simmtlich gleichartig. Wir nehmen zuniichst an, dass die 
Translationsgruppe keinen speciellen Charakter hat, so miissen sie als 
geometrisch gleichwerthig betrachtet werden. Beachten wir iiberdies, 
dass hei allgemeiner Translationsgruppe Spiegelungen, deren Ebenen 
den Axen parallel sind, ausgeschlossen sind, so folgt, dass Ver- 
tauschungen ohne Umkehr der Axenrichtung nicht mdglich sind. Es 
kommen daher nur folgende Permutationen 


(2), (6), (), @), 
(ab), (ed), 
(ab), (¢), (@) 
in Frage, und zwar so, dass jede derselben von Richtungsinderung 
begleitet ist. 

Wirkliche Gruppen entsprechen bei beliebiger Translationsgruppe 
nur den ersten beiden Fiillen. Die erste entsteht durch die Spiegelung 
©, an einer zu den Axen senkrechten Ebene; die zweite durch eine 
Inversion , deren Centrum in der Mitte zwischen irgend zwei der 
vier Axen fallt. Sie sind daher definirt durch die Gleichungen 


6x (2) = {6.(2), Ga} x—1,2, 
G.(2)= {6.2), 3} *— 1,2. 

Hat die Translationsgruppe speciellen Charakter, so ist ABC D 
ein Rhombus, ein Rechteck oder ein Quadrat. In diesem Fall sind 
Spiegelungen zulissig, deren Ebenen den Axen parallel sind; fiir sie 
lassen sich die vier Axen so in zwei Paare sondern, dass je zwei gegen- 
iiberliegende Ecken von ABCD ein Paar bilden, nimlich a und b einer- 
seits, und ¢ und d andrerseits. Alsdaun sind je zwei Axen eines Paares, 
als auch die Paare untereinander geometrisch gleichwerthig. Es sind 
daher in diesem Fall héchstens folgende Permutationen zulissig 


(1) (a), (0), (¢), @), 
(2) (ab), (ed), 
(3) (ac), (bd), 
(4) (ab), (c), (@), 
(5) (ac), (6), @), 


wobei zu beachten ist, dass jede derselben mit oder ohne Umkehr der 
Axenrichtung erfolgen kann. 

Zuvorderst ist leicht zu sehen, dass eine symmetrische Operation, 
welche der Vertauschung 


(ac), (b), (@ 
entspricht, nicht existirt. Denn da diese Permutation die Axen b 
und d in sich iiberfiihren soll, so miisste es mindestens eine sym- 
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metrische Operation dieser Art geben, welche eine Axe b, und mithin 
auch eine Axe d unverindert lisst. Gleichzeitig soll dieselbe aber a 
mit ¢ vertauschen; dies ist jedoch nicht méglich. 

Es sind daher nur die vier ersten Permutationen zu priifen. Wir 
betrachten zuniichst diejenigen, welche nicht von Umkehr der Axen- 
richtung begleitet sind. Von ihnen ist die letzte Permutation, nimlich 


(ab), (¢), @) 
nur bei rhombischen Netzen mdglich; die erweiternde Operation ist 
eine Spiegelung ©,z, deren Ebene die Diagonale CD enthilt, und den 
Axen parallel liuft. Ist das Fundamentalparallelogramm ein Rechteck, 
so sind die andern drei Vertauschungen 


(a), (4), (¢), @, 

(ac), (bd), 

(ab), (cd) 
zulissig. Die spiegelnde Ebene ist stets den Axen parallel. Sie geht 
im ersten Fall durch eine Rechteckseite, im zweiten liuft sie in mitt- 
lerem Abstand zwischen den Seiten AD und BC. Die zugehérigen 
Operationen seien ©, und ©,,. Die erweiternde Operation, welche der 
dritten Permutation entspricht, ist eine Operation ©,,(¢), niimlich eine 
Spiegelung an der eben genannten Ebene, in Verbindung mit einer 
halben zu den Axen senkrechten Translation. Die beziiglichen Gruppen 
sind daher durch folgende Gleichungen gegeben 


Ce(2) = {C.(2), Sah, 

62(2) = {6.(2), Sif, 

Sy (2) = {€.(2), Sut x= 1,2, 
62" (2) = {6,(2), Sa(H}. 

Erfolgt die Permutation mit Umkehr der Axenrichtung, so miissen 
diejenigen von ibnen, welche auch bei allgemeiner Translation zulissig 
sind, wieder zu den schon oben gefundenen erweiterten Gruppen fiihren. 
Kine neue Gruppe kann daher nur der Permutation 

(ab), (¢), @) 
entsprechen. Dieselbe entsteit bei quadratischem Netz mittelst der 
Operation ©,; doch liisst sich gemiiss § 2 diese Gruppe nur aus ©, (2) 
ableiten; sie ist bestimmt durch 
Gi" (2) = {6,(2), SF. 

Wir haben daher im Ganzen aus ©, sieben und aus ©, sechs 
erweiterte Gruppen gebildet. 

Fiir die Gruppe ©,(2) sondern sich die vier Axen a, b, c,d von 
selbst in zwei Paare; das eine enthiilt die Drehungsaxen a, 6 das andere 








di 


Qa 


fi 


di 
is 














Gruppen von Transformationen des Raumes, 187 


die Schraubenaxen c, d. Beide Paare sind jetzt nicht mehr gleich- 
werthig; fiir ©,(2) sind daher nur solche Erweiterungen médglich, 
welche die Axen jedes Paares unter einander vertauschen. Erweiterte 
Gruppen, welche die Axen mit Richtungsumkehr in einander iiber- 
fiihren, giebt es drei, den Permutationen 


(a), (6), (©), (@). 
(ab), (ed), 
(a), (0), (ed) 
entsprechend; die zugehérigen symmetrischen Operationen sind die- 


selben, wie bei den Gruppen ©, und ©,; dies fiihrt 2u den drei 
erweiterten Gruppen 


G3*(2), G2), G:#(2). 
Da gemiiss § 2 die Axe s der Operation ©, nur mit a und b zusam- 
menfallen kann, so ist die Permutation (ab), (c), (d) ausgeschlossen. 


Von Permutationen, welche die Axen ohne Richtungsinderung 
zur Deckung bringen, kommen 


(a), (6), (¢), @), 
(ab), (cd), 


(ab), (c), (@), 
(cd), (a), (b) 


in Frage. Sie fiihren siimmtlich zu neuen Gruppen, die zwei ersten 
bei rechtwinkligem Netz, die letzten zwei bei rhombischem. 

Bei beiden Netzen sind aber fiir die Lage der Axen noch zwei 
verschiedene Fiille zu unterscheiden. Niimlich die Axen jedes Paares, 
z. B. die Drehungsaxen a, b kénnen an und fiir sich entweder durch 
zwei gegeniiberliegende oder durch zwei anliegende Ecken des beziig- 
lichen Rhombus resp. Rechtecks hindurchgehen. Gruppen mit rhom- 
bischem Netz sind aber nur dann erweiterungsfihig, wenn die Axen 
a, b die gegeniiberliegenden Ecken treffen. Die beziiglichen Gruppen 
sind 

G42) und 6,4 (2); 
von ihnen ist die erste mit der Spiegelung Gq gegen die Ebene (cd), 
und die zweite mit der Spiegelung Ga, gegen die Ebene (ab) gebildet. 

Dagegen lassen die Gruppen mit rechtwinkligem Netz in beiden 
Fillen eine Erweiterung zu. Gehen a und b durch gegeniiberliegende 
Ecken, so ergeben sich die Gruppen 


(2) und €,™(2), 
die ebenso gebildet sind, wie die analogen Gruppen aus ©,(2); dabei 
ist nur zu beachten, dass die zu ©,™(2) gehdrige Operation jetzt 
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S(t,-+ 7) ist, wo erst 47, eine Translation der Gruppe ist*). Gehen 
die Axen a und } durch zwei anliegende Ecken, so lassen sich gleich- 
falls zwei erweiterte Gruppen aufstellen, die eine mittelst der Spiegelung 
©;,, deren Ebene durch die Axen ab geht, die zweite durch Spiegelung 
gegen eine Mittelebene. Diese Gruppen seien 


3 (2) = {6,(2), S,} 


G3"(2) = {€,(2), Sup - 

Aus ©,(2) ergeben sich so 9 erweiterte Gruppen; aus den Gruppen 
(2) daher im Ganzen 22. 

Von den Gruppen ©(3) sind gemiiss § 1 nur €,(3) und €,(3) 
einer Erweiterung faihig. Jede derselben enthilt drei Axenschaaren; 
das durch sie bestimmte Parallelogrammnetz besteht aus lauter gleich- 
seitigen Dreiecken. 

Wir betrachten zunichst die Gruppe ©,(3). Sie ist im Sinn des 
§ 3 symmetrisch beziiglich der drei Axenschaaren. Vertauschungen 
dieser drei Schaaren von der Periode 2 kann es daher nur zwei 


geben; diese sind 
(a), (0), () 


(a), (be). 
Von den Gruppen, welche diesen Permutationen mit Umkehr der 
Axenrichtung entsprechen, entsteht die zu (a), (b), (c) gehérige durch 
die Spiegelung ©, an einer zu den Axen senkrechten Ebene; die andere 
durch eine Inversion, deren Centrum in eine Axe a fillt. Die so 
bestimmten Gruppen sind daher 


G,' (3) — {6, (3), Sa} 


6:3) = 16,8), 3F- 
Die letztere Gruppe enthilt iibrigens keine Spiegelung, obwohl das 
Inversionscentrum in einer Axe liegt. 

Die Gruppen, welche die Axenrichtung nicht iindern, entstehen 
wieder durch Spiegelungen, deren Ebenen den Axen parallel laufen. 
Der ersten Permutation entspricht eine Spiegelung ©,, deren Ebene 
eine Seite des Dreiecks A BC enthilt, der zweiten die Spiegelung Ga, 
deren Ebene durch zwei niichste Axen a geht. Dies liefert die Gruppen 


(3) = 16,3), Sef 


und 


und 


und 


und 
Gi'(3) = {6,(3), Sab - 
Fiir die Gruppe ©,(3) kommen nach § 1 keine Permutationen in 


*) Vgl B. G. I, 8. 329, 
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Frage, welche die Axen b, resp. ¢ in sich iiberfiihren. Es kann daher 


nur die Vertauschung 
(a), (be) 
moglich sein. Dies ist auch wirklich der Fall; die entsprechenden 
Gruppen ergeben sich mittelst derselben Operationen, wie bei ©, (3); 
die eine also mittelst der Inversion $j, die andere mittelst der Spiegelung 
Ga, diese Gruppen sind daher 
G5' (3) = {6;(3), 3, 
Gs'(3) = {6;(8), Sah. 
Es ergeben sich also im Ganzen sechs derartige erweiterte Gruppen © (3). 
Von den Gruppen ©(4) brauchen gemiiss § 1 nur 
(4), 6;(4), ©,(4), 6 (4) 
beriicksichtigt zu werden. Jede derselben enthilt zwei Schaaren von 
Hauptaxen, a, b, und eine Schaar Nebenaxen c. Wir haben daher 
nur zwei Permutationen zu priifen, nimlich 
(a), (b) und (ab). 

Jeder derselben entsprechen wieder zwei symmetrische Operationen, je 
nachdem die Vertauschung mit oder ohne Richtungsumkehr vor sich 
geht. Die Permutation (a), (b) wird entweder durch Spiegelung ©, 
an einer zu den Axen senkrechten Ebene bewerkstelligt, oder durch 
die Spiegelung ©, an der durch a und b gelegten Ebene. Dagegen 
sind die erzeugenden Operationen fiir die Permutation (ab) entweder 
die Inversion § gegen die Mitte von AB, oder die Spiegelung Ga, 
deren Ebene durch zwei Axen c kiirzesten Abstandes liuft. 

Beachten wir nun, dass bei den Gruppen ©,(4) und ©, (4) die 
Axen a und 6 nicht gleichartig sind, so ergeben sich mit Riicksicht 
auf § 1 folgende Resultate: 

Alle Gruppen ausser ©,(4) gestatten die Spiegelung S, und die 
Spiegelung ©,, ebenso alle Gruppen ausser &,(4) die Inversion X und 
die Spiegelung Sa. 

Wir erhalten demnach im Ganzen 12 solche erweiterte Gruppen; 
sie sind durch folgende Gleichungen definirt 


Go (4) = {Cx (4), Saf 
G4) = {6.(4), Sap! 
G4) = {6.(4), 3} 
d ,: o 
(4) = {6.(4), Saf 
Von den Gruppen ©(6) bediirfen gemiiss § 1 nur 
,(6) und €,(6) 
der Untersuchung. Beide enthalten je eine Schaar Hauptaxen. Ls sind 


«== 1, 3,5, 


1, 3, 4. 
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daher nur vier erweiterte Gruppen ©(6) médglich. Diejenige, welche die 
Hauptaxen mit Richtungsinderung in sich iiberfiihrt, entsteht durch 
Spiegelung ©, an einer zu den Axen senkrechten Ebene. Die 
erweiternde Operation der andern ist die Spiegelung ©,; die Ebene 
derselben verbindet zwei Axen a kiirzesten Abstandes. Diese Gruppen 
sind 


©) (6) = {6 (6), SG}; «x—1,4 


67 (6) = {€.(6), Spy x—1,4. 

Es steht noch aus, diejenigen Gruppen zu discutiren, welche sich 
gemiiss §6 mit der Operation G(r), resp. G(¢-+1) bilden lassen, 
wenn die spiegelnde Ebene 6 und die halbe Translation t den Axen 
parallel sind. Jede dieser Gruppen steht einer andern zur Seite, welche 
durch dieselbe Operation, aber ohne die Translation t abgeleitet ist. 

Wir haben bereits oben darauf hingewiesen, dass die Existenz 
solcher Gruppen in dem Fall, dass die erweiternde Operation S(¢-+-t) 
ist, der Priifung bedarf. Diese Operation kann nur bei denjenigen 
der vorstehenden Gruppen in Frage kommen, die selbst mit einer 
Operation ©(¢) abgeleitet sind, d. h. bei den Gruppen 

x"(2) und G3"(2). 
Fir ©, ist ¢ eine zu den Axen senkrechte halbe Translation t,*), also 
ist auch ¢-++ t= 1, + 1 eine halbe Translation der Gruppe; die frag- 
liche Gruppe existirt daher. Fiir ©, jedoch ist ¢ von der Form tr, -+-1,**) 
daher ¢-+ 1 iquivalent t,; t, ist aber keine halbe Translation, und 


und 


m 


daher liisst sich aus G3“ eine derartige erweiterte Gruppe nicht ab- 
leiten. 

Zwei solche, mit S(t) resp. S(t + 1) gebildete Gruppen sind im 
Allgemeinen verschieden; sie kénnen nur im Sinn von § 3 geometrisch 
identisch sein. Es ist leicht ersichtlich, dass diese Identitdét nur m 
dem einen Fall méglich ist, wenn unter den Bewegungen von &, solche 
vorkommen, deren Translationscomponente t ist. 

Da niimlich die erweiternden Operationen S und ©, sich nur durch 
die Componente + unterscheiden, so kann nur in diesem Fall das 
Product aus einer Bewegung und © einer Operation ‘iquivalent sein, 
welche die Translationscomponente 1 enthiilt. 

Die Identitait derartiger Gruppen kann daher nur fiir die Gruppen 

G,(2), ©; (2), ©(4), C4), © (4), ©, (6) 
in Frage kommen, wo ©,(2) und ©,(2) nur unter der Voraussetzung 


zu priifen sind, dass das Fundamentalparallelogramm des Netzes ein 
Rhombus oder Rechteck ist. 


*) Vgl. S. 186. 
**) Vgl. S. 187 u. 188, 
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Es sind jedoch keineswegs alle erweiterten Gruppen zu priifen, 
die im vorstehenden aus obigen Gruppen abgeleitet sind. Denn es 
lisst sich allgemein aussagen, (vgl. § 4), dass wenn die erweiternde 
Operation S eine reine Spiegelung ist, deren Ebene nur Umklappungs- 
axen enthilt, die mit © und ©, — G(r) abgeleiteten Gruppen ver- 
schieden sein miissen. Solche Gruppen brauchen daher nicht beriick- 
sichtigt zu werden. 

Unter den aus ©,(2) abgeleiteten Gruppen sind 

Gi(2), Gi(2), G"(2), C"(2) 
zu untersuchen. Sie sind mit 
Sa, Ss, Sm Sm(t;) 
gebildet. Wir bezeichnen die entsprechenden Operationen mit 
Sa(t), Ss(t), Sm(t), Su(ty-+17)- 
Bilden wir nun fiir jede der obigen Gruppen das Product aus der be- 
ziiglichen symmetrischen Operation mit der Bewegung %(z, 1), so 
folgt leicht, dass nur die mit S,, und S(t) abgeleiteten Gruppen ver- 
schieden sind; die iibrigen sind geometrisch identisch. 

Ferner sind die Gruppen 

G;'(2), Gs(2), Gs'(2) und 6,"(2) 
zu untersuchen; die ersten beiden sind mit denjenigen, die sich mittelst 
Sa(t) und ©,(r) ableiten lassen, geometrisch identisch; bei den beiden 
letzteren ist dies jedoch nicht der Fall. 

Fiir ©,(4) und ©,(4) kénnen nur die Gruppen in Betracht kom- 
men, die mit der Operation ©, gebildet sind, deren Ebene die Axen 
a und b enthialt, Fir ©, existirt eine solche Gruppe nicht. (S. 189). 
Fiir ©,(4) ist die mit ©,(t) gebildete Gruppe von der oben gefundenen 
verschieden. Es ist aber wichtig zu bemerken, dass diese Gruppe sich 
auch durch eine reine Spiegelung ableiten liisst. Denn gemiiss § 4 ist 
das Product aus ©,(t) und der Bewegung % eine Spiegelung ©,, 
deren Ebene durch die Netzseite A A, geht. Diese Gruppe mége durch 

Gs"(4) = {65(4), Sah 
bezeichnet werden. 

Bei der Gruppe ©, (4) sind die mit 
S, und Ga 

gebildeten Gruppen zu priifen. Hier ist die mit ©a(t) gebildete Gruppe 
von @;7(4) nicht verschieden ; dagegen ergiebt sich mittelst der Operation 
©,(t) eine neue Gruppe. Dieselbe lisst sich auch durch Multiplication 
mit einer Spiegelung ©, erzeugen, deren Ebene zwei nichste Haupt- 
axen b enthilt; sie ist durch die Gleichung 

Gs (4)= {6, (4), So} 


bestimmt. 
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Endlich ist noch die Gruppe ©, (6) zu erledigen, resp. die aus ihr 
mit ©, abgeleitete Gruppe. Sie ist mit der durch ©,(r) erzeugbaren 
nicht identisch. Die letztere lisst sich tibrigens ebenfalls mittelst einer 
reinen Spiegelung ©, bilden. Die Ebene derselben geht durch AC; 
diese Gruppe bezeichnen wir durch 


6i'(6) = {6,(6), Saf 
Die mit Hilfe der Operationen S(t), resp. S(t+ 1) ableitbaren 
Gruppen sind daher bis auf sechs von den friiheren simmtlich ver- 
schieden, es ergeben sich also noch 18 solcher Gruppen. Die Gesammt- 
zahl der erweiterten cyhlischen Gruppen betrdégt daher 62. 


§ 9. 
Allgemeine Bemerkungen iiber die Erweiterung der Vierer-, Dieder-, 
Tetraeder- und Octaedergruppen. 


Die Diedergruppen haben eine cyklische Gruppe als ausgezeichnete 
Untergruppe, die Tetraedergruppen eine Vierergruppe und die Octaeder- 
gruppen eine Tetraedergruppe. Jede dieser Gruppen kann daher nur 
solche erweiternden Operationen zulassen, mit denen sich die beztig- 
liche ausgezeichnete Untergruppe erweitern lisst. Bei den Vierer- 
gruppen ist die Zahl der ausgezeichneten Untergruppen drei; sie miissen 
durch jede symmetrische Operation ©, die zur Erweiterung tauglich 
ist, in einander tibergehen. Da aber die Vertauschung, welche © 
bewirkt, die Periode zwei hat, so muss es stets mindestens eine cyklische 
Untergruppe geben, welche durch © in sich selbst iibergefiihrt wird. 

Es kommen daher stets nur solche symmetrischen Operationen in 
Frage, welche bei den beziiglichen ausgezeichneten Untergruppen auf- 
treten. 

Ist wieder [ irgend eine dieser Gruppen, und [, die ausgezeich- 
nete Untergruppe, so entsteht [ aus [, durch Multiplication mit einer 
einzigen Bewegung Jt. Die nothwendige und hinreichende Bedingung, 
dass sich die Gruppe T mit der Operation S erweitern lésst, ist daher 
die, dass S die Bewegung N in sich oder eine gleichartige Bewegung 
tiberfiihrt. 

Von den oben genannten Operationen © brauchen die Operationen 
von der Form ©(¢) nicht gepriift zu werden. Wir brauchen dies nur 
fir die Vierer- und Diedergruppen zu beweisen; denn ist es fiir sie 
bewiesen, so folgt es fiir die Tetraeder- und Octaedergruppen von selbst. 

Ist die Gruppe, welche die Operation ©(¢) zuliisst, zuniichst eine 
Diedergruppe, so liiuft, wie aus dem vorstehenden Paragraphen folgt, 
die spiegelnde Ebene o den Hauptaxen parallel. Die Diedergruppe 
enthilt aber in jedem Fall eine Umklappung %, deren Axe auf der 
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Ebene 6 senkrecht steht. Es gehért daher auch die Operation X-S 
der erweiterten Gruppe an; dies ist aber (§ 4) eine Inversion; die 
Gruppe ist daher bereits unter denen enthalten, welche sich durch 
Inversion aus der beziiglichen Diedergruppe ableiten lassen, 

Bei den Vierergruppen bedarf der Beweis einer weiteren Ausfiihrung. 
Wir benutzen dazu im Anschluss an die friihere Abhandlung das recht- 
winklige Parallelepipedon, dessen Kanten halbe Translationen sind, 
und bezeichnen dasselbe wieder durch TT.*) Setzen wir nun zuniichst 
voraus, dass die Translationsgruppe der Vierergruppe keinen speciellen 
Charakter besitzt, so ist evident, dass die Ebene o nur einer Fiche 
von TT parallel Jaufen kann, Alsdann giebt es aber wieder Axen der 
Vierergruppe, die auf o senkrecht stehen, und wie oben folgt, dass 
die durch G(é¢) ableitbare Gruppe unter denen enthalten ist, welche 
sich aus der Vierergruppe mit einer Inversion bilden lassen. ~ 

Besitzt die Translationsgruppe besonderen Symmetriecharakter, so 
kann dies nur so mdglich sein, dass mindestens eine der cyklischen 
Untergruppen in den zu ihren Axen senkrechten Ebenen ein quadratisches 
Netz bestimmt. Diese Gruppe muss durch die Operation ©@(#) in sich 
selbst iibergehen und die Ebene o ist daher parallel einer Diagonal- 
ebene von Tt. Hs giebt daher Axen a der Vierergruppe, welche die 
Ebene 6 unter einem Winkel von 45° treffen. Das Product der zu- 
gehérigen Bewegung & mit S(f) ist, wenn wir zuniichst von der 
Translationscomponente absehen, eine Operation ©,, deren Axe in 6 
liegt und zu a senkrecht ist. Dasselbe gilt daher auch, wenn wir die 
Translation beriicksichtigen. Die mit G(¢) ableitbare Gruppe ist 
daher unter denen enthalten, welche sich mittelst der Operation ©, 
erzeugen lassen. 

Es sind also in der That nur Inversion, Spiegelung und die 
Operation S, zur Erzeugung der erweiterten Gruppen der hier be- 
trachteten Art zu verwenden. Ob die so erhaltenen Gruppen ver- 
schieden oder identisch sind, ergiebt sich stets in einfacher Weise an 
der Hand des oben (§ 3) ausgesprochenen allgemeinen Satzes. Dabei 
miéchte ich bemerken, dass zwei erweiterte Gruppen durchaus nicht 
immer verschieden sind, wenn sie aus verschiedenen Untergruppen 
gebildet sind. Der Grund hierfiir ist leicht ersichtlich. Betrachten 
wir z. B. die Diedergruppen. Die cyklische Untergruppe midge eine 
Spiegelung sowohl senkrecht als parallel zu den Axen zulassen, so 
geben beide Operationen zu zwei verschiedenen erweiterten Gruppen 
Veranlassung. Nun enthiilt die Diedergruppe Umklappungen, deren 
Axen zu den Hauptaxen senkrecht sind; die erweiterte Diedergruppe, 
welche mit einer zu den Hauptaxen senkrechten Spiegelung ©, ge- 


*) Vgl. B. G. 1. 8. 336, 
Mr thematische Annalen, XXXIV. 13 
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bildet ist, wird daher, wenn die Ebene von ©, eine Umklappungsaxe 
enthilt, von selbst auch (§ 4) Spiegelungen zulassen, deren Ebenen 
parallel zu den Hauptaxen sind. 


§ 10. 
Die erweiterten Vierergruppen. 


Die Discussion der Vierergruppen kniipfen wir, wie im vorigen 
Paragraphen, an die dort erwaihnten rechtwinkligen Parallelepipeda TT. 
Die Ebenen, welche durch die Mitte von TT parallel zu den Flichen 
laufen, sollen Mittelebenen genannt werden. 

Wie im vorigen Paragraphen gezeigt, fiihrt jede zuliissige Operation 
S mindestens eine der drei ausgezeichneten Untergruppen in sich iiber. 
Wir brauchen daher nur eine derselben in Betracht zu ziehen, z. B. 
diejenige, welche von den g-Axen gebildet wird. Das zugehérige 
Parallelogrammnetz besteht aus Rhomben oder Rechtecken; es kénnen 
daher als erweiternde Operationen nur die fiir solche Gruppen zu- 
lassigen in Frage kommen, d. h. Inversion und Spiegelung an einer 
zu den Seitenflichen von TT parallelen Ebene. 

Das Inversionscentrum muss stets zwischen zwei gleichartige 
z-Axen kiirzesten Abstandes fallen; wobei jedoch die Fiille, dass es 
in eine x- oder y- Axe fillt, gemiiss § 4 nicht zu beriicksichtigen sind. 

Wir betrachten zuniichst diejenigen Vierergruppen, deren Axen 
nach allen drei Richtungen symmetrisch im Raum vertheilt sind. Dies 
sind die Gruppen 

Bi, B, B,, %;, By. 
Fir sie brauchen nach § 3 nur diejenigen Spiegelebenen gepriift zu 
werden, welche der Grundfliche von TT parallel sind. 

Alle genannten Gruppen lassen sich durch die Spiegelung ©, an 
der Grundfliche von TT erweitern; diese Erweiterung liefert die Gruppen 


h ~ = 
Bi = {B,, SG}, k—1, 2, 4,5, 9. 


Fiir B, und &, ergiebt sich auch durch die Spiegelung ©, gegen die 
Mittelebene eine neue erweiterte Gruppe, niamlich 


Br = {B,S,}, k= 1, 4. 


Diese Spiegelung ist zwar auch bei B, und &, gestattet, aber die 
spiegelnde Ebene hat in beiden Fallen analoge Lage gegen das Axen- 
system, wie die Ebene 6,. Die zugehérigen Gruppen sind daher mit 
der ersteren geometrisch identisch. 

Ein Inversionscentrum ist fiir B, nach § 4 unmédglich. %, ge- 
stattet eine Inversion; das Centrum fiallt in die Mitte von TT. Fiir 
%, kann es ausserdem auch in die Mitte der Grundfliiche fallen; beiden 
Lagen entsprechen zwei verschiedene erweiterte Gruppen. Aus ¥; 
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und %, ergiebt sich ebenfalls nur je eine erweiterte Gruppe und zwar 
durch Inversion gegen den Mittelpunkt von TT. Wir erhalten also die 
Gruppen 

Bi = {Bi, 3}, K—2,4,5,9 


i= {%,, Sih 
Wir kénnen daher aus 
Bi, X, %,, &;, By 
bei beliebiger Translationsgruppe im Ganzen 12 erweiterte Gruppen 
ableiten. 
Die Gruppen 


und 


Bs, Be, Bi, Bs 
verhalten sich nur beziiglich der w- und y-Axen symmetrisch. Die 
Spiegelungen, deren Ebenen der Grundfliiche, resp. den Seitenfliichen 
parallel sind, kénnen daher verschiedene Gruppen liefern. Ob dies 
der Fall ist, oder nicht, lisst sich aus den Siitzen des § 4 unmittelbar 
entscheiden. 

Simmtliche Gruppen gestatten eine Spiegelung ©, gegen eine 
Seitenfliiche, sowie eine Spiegelung ©,, gegen die zu ihr parallele 
Mittelebene. Die so bestimmten Gruppen 

Bi = {B, S.} 
und 

B= {Bi, Sn}, ’—3,6,7, 8 
sind in allen vier Fiillen von einander verschieden. 

Ferner lassen sich alle Gruppen durch die Spiegelung ©, an der 
Grundfliche, sowie durch die Spiegelung S,, gegen die zu ihr parallele 
Mittelebene erweitern. Neue Gruppen ergeben sich aber hierdurch 
nur fiir B, und B,; und zwar fiir B, in beiden Fallen, fir B, da- 
gegen nur mittelst der Operation ©,,; die beziiglichen Gruppen sind 

B= {B,, CAR 
Vi = {W, Saf, kd, 8. 

Endlich sind noch diejenigen Gruppen zu nennen, die sich durch 
Inversion ableiten lassen. Solcher Gruppen ergeben sich fiinf neue; 
das Inversionscentrum liegt stets in der Mitte zwischen den beiden 
Grundflichen, und fallt ausserdem entweder in die Mitte einer Seiten- 
fliche oder in die Mitte von TT. Aus %, entsteht nur im ersten Fall 
eine neue Gruppe. Aus %, lisst sich eine solche Gruppe nicht ab- 
leiten; dagegen giebt es fiir G, und B, wieder je zwei erweiterte 
Gruppen dieser Art; das Inversionscentrum fillt ebenfalls in die Mitte 
von TT oder in die Mitte einer Seitenfliiche, wo natiirlich § 4 zu 
beachten ist. Die so definirten Gruppen mégen durch 
13* 
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Vi = {Bi Gf, b= 3,7, 8 
und 

Ve = Be, Bh, k=, 8 
bezeichnet werden. 

Die Gruppen 
B;, Be, B,, Bs 

geben daher bei beliebiger Translationsgruppe zu 16 erweiterten Gruppen 
Veranlassung. 

Es ist schliesslich noch der Fall zu erledigen , dass die Translations- 
gruppe besondere Symmetrieebenen besitzt. Dies ist, wie schon oben 
erwaihnt wurde, nur so méglich, dass die von den ¢ Axen gebildete 
cyklische Gruppe ein quadratisches Netz besitzt. Alsdann kann nach 
§ 6 auch die Spiegelung Gz, deren Ebene durch eine z- Axe liuft und 
einer auf der Grundfliche senkrechten Diagonalebene von TT parallel 
ist, und die Operation ©, zu neuen Gruppen fiihren. 

Die Spiegelung Gq ist offenbar dann unmdglich, wenn durch einen 
Punkt einer ¢ Axe nur eine andere Axe hindurchgeht. Daraus folgt 
sofort, dass eine erweiterte Gruppe dieser Art nur fiir 

%,, ¥,, Bs, ¥,, Bs 
existiren kann; es bestehen daher die 5 Gruppen 
Bi = {W., Sz}; = 1, 2,3, 4,8. 
Die Ebene von ©, ist stets die Diagonalebene selbst; iiberdies muss 
sie fiir B, durch die Drehungsaxen ¢ hindurchgehen. 

Die Axe s der Operation ©, ist nothwendig eine Drehungsaxe 
(§ 2). Geht aber durch ihren Schnittpunkt mit der spiegelnden Ebene 
ebenfalls eine Drehungsaxe hindurch, so ist die zugehérige Gruppe 
gemiiss § 4 mit einer der vorstehenden identisch, Daraus folgt, dass 
die Operation ©, héchstens bei 

By, Br, By, By, Bs, Bs 
zu neuen Gruppen fiihrt. Fiir 8, und &, ist die spiegelnde Ebene o 
die Mittelebene von TT; fiir B, ist sie eine Grundfliche, und fiir %, 
ist sie von der Grundfliche um den vierten Theil der Héhe von TT 
entfernt. Da aber ¥,? und %,¢ identisch sind, giebt es nur die Gruppen 

Bix {W, Sf, k— 2, 4, 5. 
Aus %, lassen sich drei verschiedene Gruppen 
Bi = {¥,, Sa} 

ableiten, je nachdem die Axe s in eine Kante oder in die Mittellinie 
von TT gelegt wird; im ersteren Fall ist die Ebene o die Mittelebene 
von TT, im letzteren kann sie sowohl Mittelebene als Grundfliche sein. 

Endlich sind noch die aus &, ableitbaren Gruppen 


Bi = {%,, Sa} 
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zu nennen. Ks giebt deren zwei; als spiegelnde Ebene kann niamlich 
sowohl die Grundfliche, als die Mittelebene gewihlt werden. 

Es giebt also 8 erweiterte Gruppen dieser Art, so dass die Ge- 
sammtzahl aller erweiterten Vierergruppen 41 betrdgt. 


§ 11. 
Die erweiterten Diedergruppen. 


Gemiiss § 9 kommen bei jeder Diedergruppe nur diejenigen sym- 
metrischen Operationen © in Frage, welche auch fiir die cyklische 
Untergruppe zulissig sind. Nun entsteht jede Diedergruppe aus der 
cyklischen Untergruppe durch Multiplication mit einer Umklappung $*); 
die Operation G giebt daher (§ 9) stets und immer dann eine er- 
weiterte Diedergruppe, wenn sie die Axe von § in eine gleichartige 
Axe iiberfiibrt. 

Wir benutzen wieder die in B. G. II. gezeichneten Figuren. Das 
durch jede derselben dargestellte Prisma mége durch P bezeichnet 
werden, Die durch den Mittelpunkt desselben gehende zur Grund- 
fliche parallele Ebene soll wieder Mittelebene heissen. 

Die zu priifenden Operationen sind entweder Inversionen oder sie 
haben eine spiegelnde Ebene. Ist dieselbe senkrecht zu den Haupt- 
axen der Diedergruppe, so kann sie eventuell mehrere Lagen an- 
nehmen; dasselbe gilt von dem Centrum der Inversion, nur muss die 
Verbindungslinie dieser Centra stets den Axen parallel laufen. Da- 
gegen sind von Spiegelungen, deren Ebenen den Hauptaxen parallel 
laufen, nur diejenigen moéglich, die auch bei den beziiglichen cyklischen 
Gruppen auftreten. 

Von den Gruppen ©(3) gestatten nur 

©, und 6, 
eine Erweiterung. Daher kénnen von den Diedergruppen (3) 
auch nur 

D1, Dy, ; 
zu erweiterten Gruppen fiihren. 

Die Operationen, welche bei ©, (3) zuliissig sind, sind die Inversion 
‘ und die Spiegelungen ©,, Gu, ©,. Wir erhalten daher fiir D, (3) 
und ©,(3) folgende Resultate: Zuniichst gestatten beide Gruppen eine 
Inversion, deren Centrum in die Mitte des Prisma P fillt. Aus § 9 
folgt tibrigens, dass in jeder Hauptaxe Inversionscentra liegen. Ferner 
liefert die Spiegelung ©, gegen die Grundfliiche, sowie die Spiegelung 
Sm gegen die Mittelebene sowohl bei D, als D, je eine neue erweiterte 
Gruppe. Die zugehérigen Gruppen sind 


*) Vgl. B. G, IL. S. 53 u. 54, 
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i (3) = {D.(3), 3}, 

Di(8) = {D.8), Saf, k= 1,3, 

DF (3) = {Di(3), Sn}. 
Die mit ©, abgeleitete Gruppe enthalt (§ 4) bei D, auch die Operation 
GS, und bei D, auch die Operation ©,; Gruppen, die von den vor- 


stehenden verschieden sind, ergeben sich daher nur noch aus 9, 
mittelst ©, und aus D, mittelst ©,; dieselben sind 


Di(3) = {D, (3), Sa} 


D3 (3) = {D,(3), Sa}. 
Die Gruppe ©,(3) gestattet nur die Inversion § und die Operation 
Sa; mit jeder dieser Operationen lisst sich aus D,; je eine erweiterte 
Gruppe bilden; nimlich 
D5(3) = {D; (3), 3} 


D5 (3) = {D; (3), Sa}. 
Das Centrum der Inversion fallt wieder in die Mitte von P; in diesem 
Fall liegen aber Inversionscentra nur in den Drehungsaxen. 
Es giebt also im Ganzen 10 erweiterte Gruppen D (3). 
Von den Gruppen (4) lassen 


Ci Gs, Gy, 


Erweiterungen zu. Die erweiterungsfihigen Diedergruppen D(4) sind 
daher 


und 


und 


D1, Dy, D5, De, D;, Ds*). 
Die zu priifenden symmetrischen Operationen sind zuniichst die Inversion, 
deren Centrum in die Mitte zwischen zwei niichste Hauptaxen fillt, 
ferner die Spiegelungen ©,, Gy und ©,; endlich fiir ©, und ©; ge- 
miiss 8. 191 auch die Spiegelung ©,, resp. Sy. 
Die Inversion ist zulissig bei 


Dy, D,, OD, Ds 
und liefert die Gruppen 


Di (4) = {D(4), $$; B= 1,2, 5,8. 
Das Centrum derselben liegt bei D, und D, in der Mittelebene des 
Prismas P, bei D; dagegen in der Grundfliche. Fiir D, (F. 38) kann 
das Inversionscentrum sowohl in den Mittelpunkt der Grundfliche als 


in die Mittelebene fallen; die so gebildeten Gruppen sind aber identisch, 
da das Product beider Inversionen eine Translation der Gruppe ist. 


*) Ich bemerke, dass in B, G. II, S, 64 die Geraden & und &;, irrthiimlich 
als ungleichberechtigt aufgefiihrt sind, Sie sind jedoch gleichberechtigt. 
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Die Spiegelung ©, gegen die Grundfliche von P ist bei den 

Gruppen 
Di, D., D;, De, D, 

zulissig. Dieselben Gruppen lassen sich auch durch die Spiegelung 
Sm gegen die Mittelebene erweitern, und zwar sind die so gebildeten 
Gruppen simmtlich verschieden. Wir erhalten dadurch die Gruppen 

De(4) = {Du (4), Sa} 
und 

Dr (4)— {Dx(4), Sut; k= 1, 2, 5, 6, 7. 

Diese Gruppen enthalten (§ 4) auch zum Theil schon Operationen 
©, resp. Sa. Im Einzelnen ist ersichtlich, dass sich mit der Operation 
©, nur aus D, und D, die neuen Gruppen 

Di (4) = {D(4), SP, b= 2,6 
und mit der Operation Gz nur aus D,, D;, D, die neuen Gruppen 
Di(4) = {D.(4), Gu}, K—1,5,8 
ableiten lassen. Keine dieser letzteren 5 Gruppen enthiilt eine zu den 
Hauptaxen senkrechte Spiegelung. 

Endlich ist fiir D, und D, noch die Spiegelung G, und fiir D, die 
Spiegelung ©, zu priifen. Die letztere giebt keine neue Gruppe, da- 
gegen entsteht aus D, durch Multiplication mit ©, noch eine neue 
Gruppe 

DE (4) = {Do (4), Sah. . 
Die spiegelnde Ebene fiallt in irgend eine Seitenfliiche von P. Auch 
diese Gruppe enthilt keine zu den Hauptaxen senkrechte Spiegelung. 

Aus jeder der Gruppen D,, D,, D,, Dg lassen sich daher vier 
erweiterte Gruppen ableiten; aus D, und D, dagegen je zwei. Die 
Gesammtheit der erweiterten Diedergruppen D(4) betrdgt daher 20. 

Die einzigen Gruppen €(6), welche sich erweitern lassen, sind 

€,(6) und 6G, (6). 
Demgemiiss kénnen auch nur 

D,(6) und ,(6) 
erweiterungsfahig sein. Die zu priifenden symmetrischen Operationen 
sind die Spiegelungen ©, und G,; fiir D,(6) ausserdem gemiiss 8. 192 
auch die Spiegelung Gua. 

Jede dieser Operationen ist auch fiir D,(6) und D,(6) zulissig. 
Beide Gruppen lassen sich sowohl mit der Spiegelung ©, gegen die 
Grundfliche von P, als auch mit der Spiegelung S,, gegen die Mittel- 
ebene erweitern. Die so gebildeten Gruppen 


Di (6) = {D,(6), S,} 


und 


Di (6)—= {D.(6), Sa}, k= 1, 4 

















A. Scnaéneries, 


200 


sind verschieden. Die aus D, mit ©, abgeleiteten Gruppen enthalten 
aber bereits die Operation ©,, und ebenso enthalten die mit ©, resp. 
Sm aus D, abgeleiteten Gruppen bereits die Operation Sz resp. S,, so 
dass neue Gruppen auf diese Weise nicht entstehen. 

Es giebt daher nur 4 erweiterte Diedergruppen D(6). Die Ge- 
sammtzahl aller erweiterten Diedergruppen betrigt demgemiiss 34. 


§ 12. 
Die erweiterten Tetraedergruppen. *) 


Diejenigen Vierergruppen, welche sich zur Erzeugung von Tetraeder- 

gruppen benutzen lassen, sind 

Bi, Bo, By, Bs, Bo 

Aus jeder derselben entsteht eine Tetraedergruppe durch Multiplication 
mit einer Drehung ‘St’ um eine Kérperdiagonale des Wiirfels TI. Die 
Tetraedergruppen lassen sich daher (§ 9) nur mit solchen Operationen 
erweitern, die einerseits fiir die obigen Vierergruppen zulissig sind, 
und andrerseits die Kigenschaft haben, die Bewegung {' in sich oder 
eine gleichartige Bewegung tiberzufiihren. Ich bemerke, dass natiirlich 
auch solche Operationen in Betracht zu nehmen sind, welche den 
Vierergruppen nur bei quadratischem Netz zukommen. Die zu priifenden 
Operationen sind daher die Inversion, die Operation ©,, und diejenigen 
Spiegelungen, deren Ebenen den Flichen oder Diagonalebenen des 
Wiirfels TT parallel sind. 

Im Anschluss an meine friihere Arbeit bezeichne ich jetzt den 
Wiirfel TT iibrigens wieder durch w, und nenne W denjenigen Wiirfel, 
dessen Seite das Doppelte der Seite von w ist*). 

Die Tetraedergruppen 
lassen sich in zwei Classen sondern; die erste enthilt T,, T,, T,, die 
zweite I, und I. Die Gruppen {, und I, sind dadurch gekenn- 
zeichnet, dass keine Axe r von einer andern Axe r im Endlichen ge- 
troffen wird. 

Bei den Tetraedergruppen 

Ry, Zo, Zs 
geht durch jeden Wiirfel w nur eine Drehungsaxe r hindurch; iiber- 
dies wird ausser den zwei Ecken, welche r verbindet, keine weitere 
Wiirfelecke von einer Axe r getroffen. Daraus folgt sofort, dass 
erstens als spiegelnde Ebene nur eine Seitenfliche oder eine solche 
Diagonalebene von w zuldssig ist, welche die Axe r enthilt, und dass 


*) Vgl. B. G. II, S. 67. 
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zweitens das Inversionscentrum nur im Mittelpunkt von w liegen kann; 
denn fiele es in den Mittelpunkt einer Seitenfliiche, so wiirde die zu- 
gehérige Inversion die Axe r in eine unerlaubte Lage bringen. 

Im Kinzelnen folgt, dass die Spiegelung ©, gegen die Grund- 
fliche von w, resp. W, und die Spiegelung Ga gegen die durch r 
gehende Diagonalebene bei allen Gruppen {&,, T,, T, gestattet ist; 
zudem sind alle so gebildeten Gruppen verschieden; diese Gruppen sind 


Ti = {Ti, Si} 
und 
Ti = {Ti, Sa}, K—1, 2,3. 

Da fiir %, die mit der Inversion J und der Operation ©, ab- 
geleiteten Gruppen identisch sind, so kann die Erweiterung mit § nur 
bei {, und FT, zu neuen Gruppen fiihren; in der That sind die so 
bestimmten Gruppen 

Ti = {T,,9}, k— 2,3 
von den vorstehenden verschieden. 

Die Ebene o der Operation ©,, welche schliesslich noch zu be- 
riicksichtigen ist, ist gemiiss § 10 bei B, die Mittelebene von w, bei 
%, dagegen die Grundfliche. Sie ftihrt bei allen beiden Tetraeder- 
gruppen die Axe r in eine gleichartige Axe iiber, wenn nur bei {, die 
Axe s in eine solche Kante von w gelegt wird, die nicht von r ge- 
troffen wird. Bei %, ist die Kante, in welche s fillt, an und fiir sich 
bestimmt. Wir erhalten also noch die Gruppen 

T= {U, S}, k= 2,3. 

Da bei den Gruppen 


~ 


4 und &, 


= 


zwei nicht parallele Axen r windschief zu einander liegen, so ist eine 
Spiegelung als erweiternde Operation unméglich. Dagegen liisst sich 


~ 


durch Inversion aus T, und &, je eine erweiterte Gruppe 
UG {%, 3}; k= 4,5 

ableiten; das Inversionscentrum fallt, wie auch bei den Untergruppen 
B; und B,, in die Mitte des Wiirfels w, Die Gruppe &,' enthiilt 
iibrigens, wie %,‘, auch in jeder Ecke von w ein Inversionscentrum. 
Bei {, kann das Inversionscentrum zwar auch in eine Ecke von w 
fallen, aber die zugehérige Gruppe ist mit der eben erwiihnten 
geometrisch identisch, (vgl. § 3), weil bei T, und T, durch jede Ecke 
von w eine Drehungsaxe geht, 

Fiir &, ist endlich noch die Operation ©, zu priifen, da diese 
bei der Untergruppe %, zuliissig ist. Die Ebene o ist von der Grund- 
fiche von w um ein Viertel der Héhe entfernt; daher wiirde die Axe 
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r durch die Operation ©, in eine unerlaubte Lage kommen; es giebt 
daher keine erweiterte Tetraedergruppe dieser Art. 
Die Anzahl der erweiterten Tetraedergruppen betrigt daher 12. 


§ 13. 
Die erweiterten Octaedergruppen*). 


Jede Octaedergruppe entsteht durch Multiplication einer Tetraeder- 
gruppe mit einer einzigen neuen Bewegung. Hierfiir diirfen wir eine 


Bewegung (= ; 
A(z, ¢ 


wihlen, deren Axe a auf der Grundfliiche des Wiirfels W senkrecht 
steht*). Die Octaedergruppe liisst sich daher mit allen denjenigen 
Operationen erweitern, welche bei der beziiglichen Tetraedergruppe zu- 
lissig sind, und die Bewegung % in eine gleichartige dberfiihren. 

Bei der Bestimmung dieser Gruppen werden wir durch folgende 
Ueberlegung unterstiitzt. Jede Octaedergruppe enthilt als Untergruppe 
eine Diedergruppe (4), deren Hauptaxen auf der Grundfliiche des 
Wiirfels W senkrecht stehen. Nun fiihrt jede der Operationen, mit 
denen sich die Tetraedergruppen erweitern lassen, die Axe a in eine 
ebenfalls auf der Grundfliche von W senkrechte Axe iiber; die ge- 
nannte Diedergruppe wird daher bei jeder der symmetrischen Opera- 
tionen, die wir zu priifen haben, in sich, nie in eine andere Dieder- 
gruppe iibergehen. Die zur Erweiterung der Octaedergruppen geeigneten 
Operationen sind daher nur solche, durch welche nicht allein die 
Tetraedergruppe, sondern auch die genannte Diedergruppe erweitert 
werden kann. Umgekehrt ist evident, dass jede Operation dieser Art 
auch wirklich zu einer erweiterten Octaedergruppe fiihrt. 

Die Octaedergruppen 

©, und , 
enthalten die Gruppe ©,(4) als diedrische Untergruppe. Dieselbe 
lisst sich mit ©, und ©, erweitern. Aus ©, entsteht daher nur 
mittelst der Operation ©, eine erweiterte Gruppe, niimlich 


0 = {D, ’ Si}; 
aus ©, jedoch durch beide Operationen. Die Ebene von ©,, ist namlich 
bei ©, die Mittelebene von w, bei ©, dagegen die Mittelebene des 
Wiirfels W, da ja die Héhe dieses Wiirfels bei T, und ©, nur gleich 
einer halben Translation ist. Wir finden so die Gruppen 


= {D,,G,} und O,"=— {O,, Sa}. 
*) Vgl. B. G. I, 8. 73. 
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Die Untergruppe von ©, ist D,(4). Es giebt zwei symmetrische 
Operationen, die sowohl bei {,, als bei D, gestattet sind, nimlich 
die Spiegelung Gz und die Inversion gegen die Mitte von w. Es giebt 
daher zwei erweiterte Gruppen 


D,4 = {D;, Sz} und Of = {D;, S}- 

Von den Gruppen ©, und ©,, die beide aus T, abgeleitet sind, 
enthilt die erstere D, (4), die andere D, (4) als diedrische Untergruppe. 
Jede dieser beiden Gruppen lisst zwei Erweiterungen zu, die auch T, 
zukommen; zuniichst beide die Spiegelung ©,, ausserdem D, (4) eine 
Inversion gegen die Mitte von w, und ©,(4) die Spiegelung Gy 
an der durch r gehenden Diagonalebene. Auch fiir D,(4) ist aller- 
dings die Spiegelung ©, zulissig; aber die spiegelnde Ebene enthiilt 
nicht die Axe r. Die Spiegelung an der durch r gehenden Diagonal- 
ebene gehért schon der mit ©, gebildeten Gruppe an. Es lassen sich 
daher aus ©, und ©, mittelst der genannten Operationen je zwei er- 
weiterte Gruppen ableiten, niimlich 

O,'= {D,, Sa} und O,'—{D,, 3} 
sowie 

O;' = {9;, Sa} und 9,4 = {D5, Sa}. 

Die Gruppe ©, enthilt T, und D, als Untergruppen. Nur die 
Inversion gegen die Mitte von w ist bei beiden Gruppen gestattet; 
daher fiihrt nur sie zu einer erweiterten Gruppe 

o,' = {DoS}: 

Aus ©, dagegen liisst sich eine erweiterte Gruppe nicht ableiten, 
da dies fiiy die diedrische Untergruppe D, (4) nicht méglich ist. 

Es giebt demnach 10 erweiterte Octaedergruppen. 

Die Gesammtzahl der vorstehend gefundenen Gruppen betriigt 162. 
Zahlen wir die 65 Bewegungsgruppen*) mit riiumlicher Transformations- 
gruppe hinzu, so gelangen wir zu dem Resultat, dass es im Ganzen 
227 Gruppen von Transformationen giebt , welche eine rdumliche Trans- 
lationsgruppe besitzen und den Raum congruent oder symmetrisch in 
sich diberfiihren. Unter ihnen giebt es 65 Gruppen von Bewegungen 
und 162 Gruppen, die auch symmetrische Operationen enthalten. 


Géttingen, November 1888. 


*) Vgl. B. G. I und II. Dabei sind diejenigen Gruppen, die sich nur durch 
den Windungssinn der Schraubenbewegungen unterscheiden, als verschieden 
gerechnet, 








Allgemeine Satze tiber die scheinbaren Singularitaten beliebiger 
Raumcurven. 


Von 


Apotr Kneser in Dorpat. 


Bei Untersuchungen iiber die verschiedenen scheinbaren Gestalten 
einer gegebenen Raumcurve, welche von verschiedenen Punkten aus 
projicirt wird, ist es besonders wichtig, diejenigen Verschiebungen des 
Projectionscentrums zu betrachten, bei welchen die scheinbaren Singu- 
larititen der Raumcurven, d, h. die Singularititen ihrer Projection 
sich findern. Dies tritt im Allgemeinen nur ein, wenn das Projections- 
centrum durch gewisse Flichen hindurchgeht, und es erhebt sich dann 
die Frage, welche Aenderung die scheinbaren Singularititen erleiden, 
wenn eine dieser Fliichen in einem bestimmten Punkte und einer be- 
stimmten Richtung durchschritten wird. 

Anfiinge einer soleben Untersuchung, und zwar mit alleiniger 
Beriicksichtigung der scheinbaren Wendepunkte, finden sich in einer 
Abhandlung, welche ich im XXXI. Bande dieser Annalen unter dem 
Titel ,,Synthetische Untersuchungen iiber die Schmiegungsebenen be- 
liebiger Raumcurven...“ verdffentlicht habe. Auf den folgenden 
Blittern will ich analoge auf die scheinbaren Doppelpunkte beziigliche 
Untersuchungen durchftihren, zuvor aber die wichtigsten der friiher 
erhaltenen Resultate nach einer iibersichtlicheren Methode ableiten, 
welche zu einigen auch sonst verwendbaren neuen geometrischen 
Sitzen fiihrt. 

Die Ergebnisse der citirten wie der vorliegenden Abhandlung be- 
ziehen sich, wenn von ,,Curven“ die Rede ist, selbstverstiindlich nicht 
auf den viel zu allgemeinen Begriff einer stetigen oder auch nur einer 
iiberall mit Tangenten versehenen Punktreihe, sondern auf einen 
engeren Curvenbegriff, der durch die Giiltigkeit gewisser Siitze von 
axiomatischer Natur charakterisirt wird. Es sind dies in der vor- 
liegenden Untersuchung hauptsiichlich gewisse Siitze, welche von Staudt 
in § 15 seiner ,,Geometrie der Lage“ ausgesprochen hat; sie bilden den 
Ausgangspunkt der Deduction, wahrend weitere die betrachteten Curven 
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betreffende Berufungen auf anschaulich evidente, aber unbewiesene 
Siitze ausgeschlossen sind. Bei einer solchen Darstellungsweise ist der 
Geltungsbereich der abzuleitenden Resultate von vornherein zu tiber- 
sehen; ihre Giiltigkeit fiir alle in der geometrischen Praxis vorkommenden 
Fille ist dadurch gesichert, dass die Staudt’schen Siitze evident, d. h. 
fiir anschauliche Curven richtig sind, und dass sie fiir die von Singu- 
laritiiten freien reellen Theile analytischer Gebilde leicht bewiesen werden 
kénnen. 

Im Grunde genommen sind iibrigens die in meiner citirten Ab- 
handlung stillschweigend oder ausdriicklich der Anschauung entnom- 
menen Siitze, welche den dort behandelten Curvenbegriff charakterisiren, 
mit den hier an die Spitze gestellten Staudt’schen Sitzen identisch. 

Vor Beginn der Untersuchung mége noch auf einige mehrfach 
anzuwendende Bezeichnungen hingewiesen werden, welche von Staudt 
in den Nrn. 10, 13, 22 und 23 des erwiihnten classischen Werkes ein- 
gefiihrt hat. Als ,,vollkommene ebene Winkelfliche“ oder kurz ,,voll- 
kommener ebener Winkel wird jeder Theil eines Strahlenbiischels, als 
»vollkommener F'lichenwinkel“ jeder Theil eines Ebenenbiischels bezeich- 
net, sodass irgend zwei Gerade die Ebene in zwei vollkommene ebene 
Winkelflichen, irgend zwei Ebenen den Raum in zwei vollkommene 
Flichenwinkel zerlegen, deren jeder im Sinne der projectiven Autf- 
fassung ein zusammenhiingendes Gebiet bildet. Ein ,,vollkommener 
Winkelraum“ ist ein Theil eines Strahlenbiindels, sodass ein vollkom- 
mener Fliichenwinkel auch als ein von zwei Ebenen begrenzter voll- 
kommener Winkelraum betrachtet werden kann. 


I. 
Allgemeine Siatze iiber ebene Bogen. 
§ 1. 


Unter einem nirgends singuliiren ebenen Bogen verstehen wir eine 
im Sinne der projectiven Anschauung stetige, von Doppelpunkten und 
Doppeltangenten freie Punktreihe mit tiberall eindeutig bestimmter und 
stetig variirender Tangente, fiir welche die folgenden Staudt’schen 
Sdtee gelten. 

I. Durchliuft der Punkt 7 den Bogen in bestimmter Richtung 
und ist ¢ seine jedesmalige Tangente, so iindert der Schnitt- 
punkt (gt) der Tangente mit einer festen Geraden g die 
Richtung seiner Bewegung lings dieser in den und nur den 
Lagen der Elemente ¢ und 7’, in welchen die Gerade g durch 
T geht, ohne mit ¢ identisch zu sein. 

Il. Die Verbindungslinie 7’ indert, wenn F' ein fester Punkt 

ist, den Sinn ihrer Drehung in den und nur den Lagen 
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der Elemente ¢ und 7, in welchen der Punkt F' auf ¢ liegt, 
ohne mit 7 zusammenzufallen. 

Offenbar ist die hiermit gegebene Definition eines von Singulari- 
titen freien ebenen Bogens in sich reciprok, sodass den Punkten eines 
solchen in jeder reciproken Verwandtschaft die Tangenten eines Bogens 
von denselben charakteristischen Eigenschaften entsprechen. 

Die Sitze I und II sind specielle Fille eines allgemeinen Satzes, 
welchen von Staudt in Nr. 201 seiner ,,Geometrie der Lage“ auf- 
gestellt hat; sie formuliren nur in priiciser Weise die Grundvorstellung, 
dass eine ebene Curve durch stetige Bewegung eines Punktes in einer 
Geraden und gleichzeitige Drehung der Geraden um den Punkt erzeugt 
wird, wobei sich die Richtung der Bewegung und der Sinn der 
Drehung nur in einzelnen singuliiren Lagen der erzeugenden Elemente 
aindern. 


§ 2. 

Ein nirgends singuliirer Bogen der definirten Art werde nun in 
A, B, C von einer Geraden / geschnitten, die mit den Stiicken AB 
und BC des Bogens ausser den Endpunkten keinen Punkt gemein 
hat. Liauft dann der Punkt 7’ lings des Bogens von A nach B, und 
ist g eine Gerade, welche mit dem ganzen Stiick ABC keinen Punkt 
gemein hat, so iiberschreitet der Punkt 7 wiihrend seiner Bewegung 
keine der Geraden g und /, verbleibt also in einem und demselben 
der beiden von diesen Geraden begrenzten vollkommenen ebenen 
Winkel. Dasselbe gilt deshalb auch von der Geraden |(gl) Z|, welche 
demnach sicher nicht den ganzen Strahlenbiischel mit dem Centrum 
(gl) beschreibt. Da nun diese Gerade, wenn der Punkt 7’ in seine 
Endlage B riickt, zu ihrer Anfangslage / zuriickkehrt, so muss sie 
den Sinn ihrer Drehung geiindert haben; das kann sie aber nach dem 
Staudt’schen Satze II] nur, wenn sie wihrend der Bewegung des 
Punktes 7’ mindestens einmal Tangente des Bogens AB geworden ist. 
Durch den Punkt (gl) geht also mindestens eine Tangente des Bogens 
AB und ebenso mindestens eine des Bogens BC. 

Hieraus folgt, wenn die Gerade ¢ die Tangenten des Bogens ABC 
durchliuft, dass der Punkt (g#) die Lage (gl) mindestens zweimal 
erreicht; da aber eine Aenderung seiner Bewegungsrichtung nach dem 
Staudt’schen Satze I ausgeschlossen ist, so muss der Punkt (g#) die 
ganze Gerade g durchlaufen. 

Nun kann man in der Umgebung jedes einem nirgends singuliren 
Bogen angehérigen Punktes 7”, dessen Tangente ¢’ ist, wegen der stetigen 
Aenderung der Tangente ein solches Stiick des Bogens abgrenzen, dass, 
wenn die Gerade ¢ die Tangenten dieses Stiickes durchliiuft, der Punkt 
(gt) auf irgend einer das Stiick nicht schneidenden Geraden g nur eine 
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beliebig kleine Strecke durchliiuft; dann lehrt das am Bogen ABC 
erhaltene Resultat, dass das abgegrenzte Stiick keiner Geraden mehr 
als zweimal begegnen kann. Diesem Ergebniss kann das dualistisch 
entsprechende bei der in sich reciproken Natur unseres Curvenbegriffs 
beigefiigt werden, sodass man folgenden Satz erhilt: 

In der Umgebung jedes Punktes eines von Singularitiiten freien 
ebenen Bogens kann von diesem ein Stiick abgeschnitten werden, welches 
keiner Geraden mehr als zweimal begegnet und durch keinen Punkt mehr 
als zwei seiner Tangenten schickt. 

Dieser Satz bleibt richtig, wenn man unter den Schnittpunkten 
einer Geraden mit einer Curve jeden Beriihrungspunkt doppelt zihlt, 
und die dualistisch entsprechende Zihlungsweise fiir die durch einen 
Punkt gehenden Tangenten einfiihrt. Denn hat ein Bogenstiick mit 
der in Z” beriihrenden Tangente noch den von 7” verschiedenen Punkt 
F gemein, so kann man diesen als den festen Punkt des Staudt’schen 
Satzes II betrachten und unmittelbar aus diesem Satze schliessen, dass 
es Gerade giebt, welche unserm Bogenstiick mindestens dreimal be- 
gegnen. 


§ 3. 

Jetzt habe ein beliebiger nirgends singulirer Bogen %, dessen 
Endpunkte A und B, dessen Endtangenten a und b sind, mit a ausser 
A noch m Punkte P, also im ganzen m + 2 Punkte gemein.. Schneidet 
man dann, was nach § 2 mdglich ist, von $ einen in A beginnenden 
Bogen %, ab, der keiner Geraden mehr als zweimal begegnet, so hat 
der Rest des Bogens %, welcher durch B, bezeichnet werde, mit a 
die m Punkte P gemein; von diesen ist keiner ein Beriihrungspunkt, 
da Doppeltangenten des Bogens % ausgeschlossen sind. 

Wenn nun keiner der Punkte P mit B zusammenfillt, so kann 
man aus dem Staudt’schen Satze Il, indem man unter JF irgend einen 
Punkt der Geraden a versteht, schliessen, dass jede von a hinreichend 
wenig verschiedene Gerade mit 8, genau m getrennte Punkte gemein 
hat, und zwar je einen, der von einem gegebenen Punkte P beliebig 
wenig verschieden ist. Speciell also haben bei hinreichender Be- 
schrinkung des Bogens %, alle Tangenten desselben mit 8, genau m 
Punkte und mit 8 im Ganzen m+ 2 Punkte gemein, da der Bogen 
%, keiner seiner Tangenten ausserhalb ihres Beriihrungspunktes be- 
gegnet. 

Diese Schlussreihe kann man, wie auf den Punkt A und den 
Bogen AB, so auf jeden Punkt 7” unseres Bogens 8 und den Bogen 
7B anwenden, wenn die in 7” beriihrende Tangente ¢’ entsprechend 
der fiir die Punkte P gemachten Voraussetzung nicht durch B geht; 
alle von ¢’ hinreichend wenig verschiedene Tangenten des Bogens 7” B 
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haben also mit diesem dieselbe Gesammtzahl von Punkten wie ¢’ selbst 
gemein. Durchliuft also die Gerade ¢, indem sie in 7’ beriihrt, die 
Tangenten des Bogens von a nach b hin, so kann sich die Gesammt- 
zahl der Punkte, welche sie mit dem Bogen 7'B gemein hat, nur in 
solehen Lagen der Geraden ¢ indern, in welchen sie durch B geht. 
Nibert sich nun die Gerade ¢ der Endlage b, so hat sie schliesslich 
nach § 1 mit BT ausser 7 keinen Punkt gemein; sie muss also wihrend 
ihrer Bewegung m Schnittpunkte mit dem Bogen 7B verloren haben. 
Da nun, so lange 7’ von B verschieden ist, die Tangente ¢ niemals mit 
b zusammenfallt, so kann immer nur jedesmal einer ihrer Schnittpunkte 
mit 7B in die Lage B iibergehen; es giebt also mindestens m Lagen 
der Geraden ¢, in welchen sie durch B geht. Daraus folgt m’ > m, 
wenn durch m’ die Gesammtzahl der ausser 6 noch durch B gehenden 
Tangenten des Bogens 8 bezeichnet wird; die dualistisch zugeordnete 
Betrachtung ergiebt aber m > wm’, sodass die Gleichung m= resultirt. 
Damit ist folgendes bewiesen: 

Bei jedem nirgends singuliren ebenen Bogen ist die Gesammtzahl 
der durch den einen Endpunkt gehenden Tangenten des Bogens gleich 
der Gesammtzahl der Punkte, welche die Tangente des andern End- 
punktes mit dem Bogen gemein hat. 


§ 4. 

Speciell habe keine Endtangente des betrachteten Bogens mit 
diesem einen Punkt ausser ihrem Beriihrungspunkte gemein; unter 
dieser Voraussetzung heisse unser Bogen %’. Werden dann die Tan- 
genten desselben von der Geraden ¢, welche in J beriihrt, von @ nach 
b hin durchlaufen, so kann nach § 3 die Anzahl der Schnittpunkte von 
¢ mit dem Bogen 7B und ebenso mit dem Bogen AT sich niemals 
iindern; also enthalt keine Tangente des Bogens %’ Punkte desselben, 
die vom Beriihrungspunkte verschieden sind. Da ferner nach § 3 die 
charakteristischen Eigenschaften des Bogens %’ in sich reciprok sind, 
so geht auch durch keinen Punkt desselben eine in ihm nicht be- 
rihrende Tangente. 

Nun bewegt sich der Schnittpunkt (at) lings der Geraden a nach 
dem Staudt’schen Satze I ohne Aenderung seiner Richtung von A nach 
B, = (ab); da er nun die Lage A nicht zum zweiten Mal erreichen 
kann, so tiberstreicht er nur die eine Strecke AB, einfach; durch 
einen Punkt der Tangente a geht also ausser ihr héchstens noch eine 
Tangente des Bogens %$’, und das entsprechende gilt offenbar von der 
Tangente b. 

Jetzt sei ¢’ irgend eine von a und J verschiedene Tangente des 
Bogens %’; dann kann nach dem Staudt’schen Satze I der Schnittpunkt 
(¢t’) seine Bewegungsrichtung lings der Geraden ¢’ nicht iindern und 
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bewegt sich aus der Anfangslage (at’) in die Endlage (b¢’). Da nun 
wie gezeigt, durch (at’) nicht mehr als zwei, also ausser a und ¢’ 
keine Tangenten des Bogens gehen, so kann der Punkt (¢t’) seine 
Anfangslage (at¢’) nicht zum zweiten Male erreichen, durchliuft also 
nur die eine von den Punkten (a¢’) und (bt’) abgegrenzte Strecke ein- 
fach. Durch irgend einen Punkt der Tangente ¢’ geht somit ausser 
dieser héchstens noch eine Tangente des Bogens %’. Fiigt man hierzu 
das dualistisch entsprechende Resultat, was bei der in sich reciproken 
Natur des Bogens %’ erlaubt ist, so ergiebt sich folgender Satz: 

Geht durch keinen Endpunkt eines von Singularitdten freien ebenen 
Bogens ausser der in ihm beriihrenden noch eine weitere Tangente des 
Bogens, so gehen tiberhaupt durch keinen Punkt mehr als zwei Tan- 
genten des Bogens, und dieser begegnet keiner Geraden mehr als zwei- 
mal. Dasselbe gilt, wenn keine Endtangente des Bogens mit diesem 
ausser dem Bertihrungspunkt einen weiteren Punkt gemein hat. 

Als Corollar ergiebt sich bei der in § 2 eingefiihrten Ziihlungs- 
weise, dass ein Bogen, wenn er keiner Geraden mehr als zweimal 
begegnet, durch keinen Punkt mehr als zwei seiner Tangenten schickt, 
und umgekehrt. 


Il. 
Die einfachsten Satze iiber Raumcurven und ihre Schmiegungsebenen. 


§ 3. 

Um den bisherigen analoge Betrachtungen fiir Raumcurven durch- 
fiihren zu kénnen, gehen wir, entsprechend den in § 1 tiber die Er- 
zeugung der ebenen Curven gemachten Bemerkungen von der Vor- 
stellung aus, dass ein die Curve durchlaufender Punkt sich stetig in 
einer Geraden, der Tangente, bewegt, dass diese sich gleichzeitig in 
einer Ebene, der Schmiegungsebene, um den Punkt dreht, die Ebene 
aber um die Tangente rotirt, und dass die Richtung der Bewegung 
sowie die Sinne der Rotationen sich nur in einzelnen singuliiren Lagen 
der bewegten Elemente iindern. Diese Vorstellung fiihrt zu der folgen- 
den schiirferen Definition. 

Als ein nirgends singuliirer Raumcurvenbogen werde jede im pro- 
jectiven Sinne stetige, von Doppeltangenten und Doppelschmiegungs- 
ebenen freie Punktfolge betrachtet, welche iiberall bestimmte und stetig 
variirende Tangenten und Schmiegungsebenen besitzt, und durch die 
folgenden Staudt’schen Sdtze niher gekennzeichnet wird. 

III. Beschreibt die Ebene t in bestimmter Richtung den Biischel 
der Schmiegungsebenen des Bogens und osculirt im Punkte 
T, dessen Tangente durch ¢ bezeichnet werden midge, so 
iindert der Schnittpunkt (gr) der Ebene t mit einer festen 
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Geraden g die Richtung seiner Bewegung in den und nur 
den Lagen der Elemente tr, ¢, 7, in welchen entweder die 
Geraden g und ¢ einen von 7’ verschiedenen Punkt gemein 
haben und in einer von t verschiedenen Ebene liegen, oder 
die Gerade g, ohne mit ¢ zusammenzufallen, in der Ebene 
t liegt und den Punkt 7 enthilt. 


. Die Ebene [g7'], welche durch 7 und die feste Gerade g 
geht, findert den Sinn ihrer Drehung dann und nur dann, 
wenn entweder die Geraden g und ¢ in einer von t ver- 
schiedenen Ebene liegen und einen von 7’ verschiedenen 
Punkt gemein haben, oder die Gerade g, ohne mit ¢ identisch 
zu sein, durch J’ geht und in der Ebene r liegt. 


. Die Projection des Bogens von einem Punkte aus, der ent- 
weder in keiner Schmiegungsebene oder auf dem Bogen 
selbst liegt, kann an Singularitiiten héchstens Doppelpunkte 
und Doppeltangenten besitzen. 

. Der Schnitt der von den Tangenten des Bogens gebildeten 
abwickelbaren Fliche mit einer Ebene, die entweder keinen 
Punkt des Bogens enthalt, oder eine Schmiegungsebene 
desselben ist, kann an Singularitiiten nur Doppelpunkte oder 
Doppeltangenten besitzen. 

Diese Siitze sind specielle Fille derjenigen, welche von Staudt in 
den Nrn. 208 und 209 seiner ,,Geometrie der Lage“ ausgesprochen 
hat. Wie man sich dieselben fiir anschauliche Curven evident machen 
kann, hat Herr Wiener in seinem ,,Lehrbuch der descriptiven Geo- 
metrie “ (Bd. I, 8. 214) sowie in einer friiheren Mittheilung (Schlémilch’s 
Zeitschrift Bd. XXV) gezeigt. 

Die Siitze IV und VI kénnten offenbar entbehrlich gemacht wer- 
den durch die Festsetzung, dass in einer reciproken Verwandtschaft 
den Punkten eines nirgends singuliiren Bogens die Schmiegungsebenen 
eines eben solchen entsprechen, wihrend dies andrerseits aus den 


Siitzen III bis VI folgt. 


§ 6. 

Eine weitere unmittelbare Folgerung ergiebt sich, wenn man den 
Satz IIL auf alle durch einen Punkt P gehenden Geraden und alle 
diejenigen Schmiegungsebenen des Bogens, welche von einer der durch 
P gehenden hinreichend wenig verschieden sind, anwendet; man sieht 
dann sofort, dass von diesen Schmiegungsebenen eine hinreichend be- 
schriinkte Umgebung des Punktes P einfach erfillt wird, wenn dieser 
weder auf einer Endschmiegungsebene noch auf der abwickelbaren 
Fliiche des Bogens gelegen ist; dass deshalb nur, wenn einer dieser 
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beiden Fille eintritt, bei stetiger Bewegung des Punktes P die Anzahl 
der durch ihn gehenden Schmiegungsebenen sich aindern kann. 

Hieraus ergiebt sich durch eine Schlussreihe, welche der in § 3 
benutzten analog ist, ein allgemeiner Satz, der zwar im Folgenden 
keine Verwendung findet, aber seiner einfachen Form halber bemerkens- 
werth erscheint: 

Gehen durch den einen Endpunkt eines von Singularititen freien 
‘unebenen Bogens, von dessen Tangenten keine zwei sich schneiden, ausser 
der in diesem Endpunkt osculirenden noch k Schmiegungsebenen des 
Bogens, so hat die Schmiegungsebene des andern Endpunktes ausser diesem 
noch k Punkte mit dem Bogen gemein. 


§ 7. 

Speciell werde ein nirgends singuliirer unebener Bogen wie in 
meiner citirten Abhandlung als ,,Bogen [ bezeichnet, wenn er die in 
sich reciproken Eigenschaften besitzt, dass keine zwei seiner Tangenten 
sich schneiden und keine seiner Schmiegungsebenen ausser ihrem 
Osculationspunkt noch einen weiteren Punkt des Bogens enthilt. Dass 
jeder hinreichend kleine Theil eines beliebigen von Singularititen freien 
Bogens ein Bogen [F ist, ergiebt mit Beriicksichtigung des § 2 die 
Betrachtung der Schnittcurve der abwickelbaren Fliche mit einer 
Schmiegungsebene, welche in der Umgebung des Osculationspunktes 
dieser Ebene nach dem Staudt’schen Satze VI nicht singuliir ist. 

Die Endpunkte des Bogens [ seien nun A und B, die in ihnen 
beriihrenden Tangenten a und b, die zugehdrigen Schmiegungsebenen 
« und 6; die von den Tangenten des Bogens gebildete abwickelbare 
Fliche habe mit der Ebene @ ausser der Tangente a die Curve 2 
gemein, 

Durchliiuft dann die Ebene rt alle Schmiegungsebenen des Bogens 
von @ nach #6 hin, so kann nach dem Staudt’schen Satze III der 
Schnittpunkt (at) die Richtung seiner Bewegung lings der Geraden 
a nicht indern; seine Anfangs- und Endlage sind die Punkte A und 
E = (a\|a«B|) = (af). Da nun durch A ausser @ keine Schmiegungs- 
ebene des Bogens geht, so kann der Punkt (at) die Lage A nicht 
zum zweiten Mal erreichen, er kann also bei der Unveriinderlichkeit 
seiner Bewegungsrichtung nur die eine der beiden Strecken AE ein- 
fach durchlaufen, sodass durch jeden Punkt der Geraden a héchstens 
eine von @ verschiedene Ebene t geht. Es sind aber die Schnittlinien 
|at| die Tangenten der Curve &%; diese kann also keine Doppeltan- 
genten besitzen. Sie kann ferner keine Doppelpunkte haben, da ein 
solcher ein Schnittpunkt zweier Tangenten des Bogens [ wiire; sonstige 
Singularitiiten sind nach dem Staudt’schen Satze VI ausgeschlossen ; 
die Curve %& ist also von Singularititen frei. 

14* 
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Da ferner durch den Punkt A keine von @ verschiedene Ebene rt, 
also keine von a verschiedene Tangente |ar| der Curve & geht, und 
die Gerade a von keiner Tangente des Bogens [ geschnitten wird, 
also ausser A keinen Punkt der Curve & enthilt, so folgt nach § 3, 
dass auch die andere Endtangente dieser Curve, die Schnittlinie ||, 
ausser ihrem Beriibrungspunkt (@b) keinen Punkt des Bogens % ent- 
hilt, also itiberhaupt von keiner Tangente des Bogens [ ausser a und 
b geschnitten wird; hieraus aber ergiebt sich nach § 4, dass durch 
keinen Punkt mehr als zwei Tangenten der Curve % gehen, und dass 
keine Gerade dieser Curve mehr als zweimal begegnet. 

Eine unmittelbare Consequenz dieses Resultats ist, dass keine drei 
Schmiegungsebenen des Bogens eine Gerade gemein haben kénnen, da 
die Spur dieser Geraden in der Ebene «@ ein Punkt wiire, welcher 
drei Tangenten des Bogens % angehért; auch kann die Ebene @ keine 
Schnittlinie zweier Schmiegungsebenen enthalten, da eine solche eine 
Doppeltangente der Curve % sein wiirde. 


§ 8. 

Von diesen Resultaten ausgehend kann man nun leicht auch die 
Beschaffenheit der Curve © untersuchen, welche eine beliebige von « 
und #6 verschiedene Schmiegungsebene t’ ausser der in ihr liegenden 
Tangente ¢’ mit der abwickelbaren Fliiche des Bogens [ gemein hat. 
Zunichst sieht man, da die Tangenten der Curve © die Spuren der 
Schmiegungsebenen des Bogens [ in der Ebene rt’ sind, dass keine 
zwei dieser Tangenten zusammenfallen, also keine Doppeltangenten 
der Curve € vorhanden sein kénnen, da in diesem Falle drei Schmiegungs- 
ebenen durch eine Gerade gingen, was nach §7 ausgeschlossen ist. 
Doppelpunkte besitzt die Curve © nicht, da keine zwei Tangenten des 
Bogens [ sich schneiden; sonstige Singularitiiten sind nach dem 
Staudt’schen Satze VI ausgeschlossen; die Curve © ist also von Singu- 
laritiiten frei. 

Die Endtangenten dieser Curve sind die Geraden |@r’| und |fr'|, 
deren erstere zugleich Tangente der Curve & ist, also nach § 7 keinen 
Punkt der Curve & ausser ihrem Beriihrungspunkt (a?) enthilt. 
Da nun die Spuren der von @ verschiedenen Tangenten des Bogens [ 
in der Ebene a die Punkte der Curve & sind, so folgt, dass die 
Gerade |at’| von keiner Tangente des Bogens [ ausser a und ¢’ ge- 
schnitten wird. In der Ebene 7’ sind aber die Spuren der von ¢’ ver- 
schiedenen Tangenten des Bogens [ die Punkte der Curve ©; diese 
hat also mit der Geraden |a@t’| ausser dem Beriihrungspunkt (at’) 
keinen Punkt gemein. 

Diese Betrachtungen kann man offenbar auch durchfiihren, indem 
man tiberall an Stelle der Elemente a und a die entsprechenden b und p 
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verwendet; es enthiilt also auch die Gerade |ft’| ausser ihrem Be- 
riihrungspunkt (br) keinen weiteren Punkt des Bogens ©. Dieser 
wird aber von den Geraden |art’|, |Br’| in seinen Endpunkten beriihrt; 
nach § 4 folgt also, dass durch keinen Punkt der Ebene tc’ mehr als 
zwei Tangenten der Curve ©, d. h. Spuren von rt’ verschiedener 
Schmiegungsebenen des Bogens [ gehen. Da nun als Punkt einer 
Ebene rt’ jeder Punkt betrachtet werden kann, durch den mindestens 
eine Schmiegungsebene des Bogens[ geht, so folgt, dass durch keinen 
Punkt mehr als drei Schmiegungsebenen des Bogens T gehen.*) 

Die charakteristischen Eigenschaften dieses Bogens sind aber in 
sich reciprok; also hat auch keine Ebene mit T mehr als drei Punkte 
gemein. 

Zihlt man unter den Schnittpunkten einer Ebene mit einer Curve 
einen Beriihrungspunkt doppelt, einen Osculationspunkt dreifach und 
fiihrt die dual entsprechende Zihlungsweise fiir die durch einen Punkt 
gehenden Schmiegungsebenen ein, so ergiebt sich sofort das Corollar, 
dass ein unebener von Singularitiiten freier Bogen, wenn er keiner 
Ebene mehr als dreimal begegnet, durch keinen Punkt mehr als drei 
seiner Schmiegungsebenen schickt, und umgekehrt. 


II. 
Secanten des Bogens f und seiner abwickelbaren Fliche. 


§ 9. 

Wie in § 7 bemerkt ist, begegnet die Gerade |af| keiner 
Tangente des Bogens [ mit Ausnahme von a und 0; lisst man also 
den Punkt 7’ von A nach B hin den Bogen entlang laufen, so folgt 
aus dem Staudt’schen Satze IV, dass die Ebene ¢ = [7'|aB|] den Sinn 
ihrer Drehung um die Axe |@f| niemals iindern kann; dabei geht sie 
stetig aus der Anfangslage @ in die Endlage B iiber. Die Lage a 
kann aber nach Beginn der Bewegung des Punktes 7’ nicht wieder 
erreicht werden, da die Ebene a ausser A keinen Punkt des Bogens [ 
enthilt; die Ebene ¢ kann also sicher nicht den ganzen Ebenenbiischel 
mit der Axe |@f| beschreiben, und demnach, bei der Unveriinderlich- 
keit ihres Drehungssinnes, keine ihrer Lagen zweimal erreichen. Daraus 
folgt, dass keine zwei Punkte des Bogens [ mit der Geraden || in 
einer Ebene liegen, dass also diese Gerade von keiner Secante des 
Bogens [ getroffen wird. 

Sind nun Z”’ und 7” irgend zwei Punkte des Bogens [, von denen 
der erste in der Richtung von A nach B hin vorangeht, und schneidet 


*) Der friiher von mir gegebene Beweis dieses Satzes hat eine leicht er- 
kennbare, tibrigens auch leicht auszufiillende Liicke. Vgl, Bd, XXXI dieser 
Annalen 8. 515, 
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die Gerade s =| 7" T”| die Ebenen a und § in M=(sa) und N=(s), 
so durchliuft der Schnittpunkt (se) zufolge den iiber die Drehung der 
Ebene « angestellten Betrachtungen die eine der beiden Strecken MN 
einfach und erreicht dabei den Punkt 7” eher als 7’; diese gehéren 
also beide einer und derselben Strecke MN an, und die auf der 
Geraden s fixirten Punkte haben in einer bestimmten Richtung die 


Reihenfolge M, 7’, T”, N. 


§ 10. 

Jetzt durchlaufe wieder die Ebene t die Gesammtheit der 
Schmiegungsebenen des Bogens [ in der Richtung von « nach £ hin. 
Dann bewegt sich nach dem Staudt’schen Satze III der Schnittpunkt 
(st) ohne Richtungsinderung; denn die Gerade s liegt in keiner 
Schmiegungsebene des Bogens[, weil aus einer solchen Annahme die 
Existenz einer dem Bogen viermal begegnenden Ebene folgen wiirde, 
was den Ergebnissen des § 8 widerspricht. Offenbar sind M und N 
die Anfangs- und Endlage des Punktes (st), und dieser erreicht die 
Lagen Z’ und 7” nur je einmal, da durch keinen dieser Punkte ausser 
der in ihm osculirenden eine weitere Schmiegungsebene des BogensT geht. 

Wegen der Reihenfolge der Punkte 7”, 7” auf dem Bogen [ 
erreicht der Punkt (st) die Lage 7” eher als 7”; er kann also von 
M aus nicht in die die Punkte 7’ und 7” nicht enthaltenden Strecken 
MN hineinriicken, da er dann bei der Unverinderlichkeit seiner 
Bewegungsrichtung und der in § 9 festgestellten Reihenfolge der auf 
s fixirten Punkte iiber N in die andere, die Punkte 7’ und 7” ent- 
haltende Strecke MN hineinriicken und demnach die Lage 7” eher 
als 7” erreichen wiirde, was nicht der Fall ist. Der Punkt (st) be- 
wegt sich also von VM aus in die 7” und 7” enthaltende Strecke MN 
hinein; erreicht er die Lage N zum ersten Mal, so muss die Ebene rt 
schon ihre Endlage B erreicht haben, da andernfalls der Punkt (st) 
die ganze Gerade s nochmals durchlaufen, also z. B. die Lage 7” zum 
zweiten Mal erreichen miisste, was unmdglich ist. Der Punkt (sr) 
durchliiuft also nur die T’ und T” enthaltende Strecke MN einfach. 
Diese Strecke gehért dem einen der beiden durch & und § abgegrenzten 
vollkommenen Flichenwinkel an, und zwar demjenigen, in welchem 
der Bogen [ ganz verbleibt, da er keine der Ebenen a@ und # iiber- 
schreitet. Dieser Fliichenwinkel werde durch (@f),, der andere durch 
(a6), bezeichnet; nennt man ferner (m) das Gebiet aller Punkte, 
durch welche je m Schmiegungsebenen des Bogens [ gehen, so kann 
das, was tiber die Bedeckung der Geraden s durch die Punkte (sr) 
abgeleitet ist, in folgender Weise formulirt werden : 

Eine Verbindungslinie zweier Punkte des Bogens T gehirt im 
Winkelraum (af), ganze dem Gebiet (0) an. 
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Riicken die Punkte Z” und 7” zusammen, sodass die Secante s 
in eine Tangente tibergeht, so bedarf, wie aus der Beweismethode er- 
sichtlich ist, das erhaltene Resultat nur insofern einer Modification, 
als durch jeden Punkt der Tangente die im Beriihrungspunkt derselben 
osculirende Schmiegungsebene geht; ausser dieser nach § 8 doppelt 
zu ziihlenden geht durch keinen Punkt einer Tangente, welcher dem 
Winkelraum (@f), angehért, noch eine weitere Schmiegungsebene des 
Bogens [, 


§ 11. 


Gerade dies speciellere Resultat giebt noch zu einigen Bemerkungen 
Anlass. 

Es sei P ein dem Winkelraum (a8), angehdriger Punkt der 
Tangente ¢’, in deren Beriihrungspunkt 7’ die Schmiegungsebene 1’ 
osculiren mége; g sei eine durch P gehende, der Ebene tr’ nicht an- 
gehérige Gerade. Durchliuft dann die Ebene t in bestimmter Richtung 
die Schmiegungsebenen eines hinreichend kleinen den Punkt 7” ent- 
haltenden Theils [, des Bogens [, so folgt aus dem Staudt’schen Satze 
Ill, dass der Punkt (gr) von einer Seite her in die Lage P hinein- 
riickt und in ihr die Richtung seiner Bewegung umkehrt; die successive 
erreichten Lagen des Punktes (gr) bedecken also die Gerade g in der 
Umgebung des Punktes P auf der einen Seite desselben zweifach, auf 
der andern gar nicht. Da nun von dem nach Abscheidung des Bogens 
[, tibrigbleibenden Rest des Bogens [ nach § 10 durch P keine 
Schmiegungsebene geht, und nach § 6 dasselbe von allen hinreichend 
nahe bei P liegenden Punkten gilt, so folgt, dass von den Schmiegungs- 
ebenen des Bogens [ durch einen Punkt der Geraden g in der Um- 
gebung von P entweder zwei oder keine hindurchgehen, je nachdem 
der Punkt auf der einen oder andern Seite von P liegt. Ein lings 
der Geraden g die Lage P passirender Punkt kommt also bei einer 
bestimmten Bewegungsrichtung aus dem Gebiet (0) in das Gebiet (2). 

In jeder durch g gelegten Ebene sind nun die Tangenten ihrer 
Schnittcurve mit der abwickelbaren Fliche die Spuren der Schmiegungs- 
ebenen des Bogens [; in der Richtung, welche lings der Geraden g 
von (0) nach (2) fiihrt, kommt man also bei jeder ebenen Schnittcurve 
von Punkten, durch welche keine, zu Punkten, durch welche zwei 
Tangenten der Curve gehen, also von der concaven zur convexen Seite. 
Man kann hiernach auch auf der abwickelbaren Flaiche eine concave 
und eine convexe Seite unterscheiden; liings einer Geraden, welche 
die Fliche in einem Punkte des Winkelraums (@f), durchschneidet, 
fiihrt der Uebergang aus dem Gebiet (0) in das Gebiet (2) zugleich 
von der concaven auf die convexe Seite der Fliche. 
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§ 12. 

Hat also die Gerade g im Winkelraum (af), ausser P noch die 
Punkte Q@, R,... mit der abwickelbaren Fliche gemein, von denen 
bei stetiger Bewegung lings der Geraden g ohne Ueberschreitung der 
Ebenen @ und 6 von P aus zuerst der Punkt Q erreicht werden mige, 
so liegt eine bestimmte Strecke PQ, die durch PQ bezeichnet werde, 
ganz im Winkelraum (af), und enthalt ausser ihren Endpunkten keine 
Punkte der abwickelbaren Fliiche, liegt also nach den §§ 11 und 6 
entweder ganz im Gebiet (2) oder ganz im Gebiet (0). 

Nehmen wir an, das erstere sei der Fall, so liegt der Punkt (gr) 
stets auf der Strecke PQ, wenn man t die von t’ hinreichend wenig 
verschiedenen Schmiegungsebenen des Bogens F durchlaufen lisst. Der 
Punkt @ liege dann auf der Tangente ¢”, deren Beriihrungspunkt 7” 
etwa dem Bogen BT" angehéren mége; liisst man die variabele 
Schmiegungsebene t von t’ aus in die Lage rt” iibergehen, so liuft der 
Punkt (gt) nach dem Staudt’schen Satze IIL von P nach Q; da er 
nun zu Anfang seiner Bewegung in die Strecke PQ fillt, die Lage P 
aber nach § 10 nicht zum zweiten Mal erreichen kann, so durchliuft 
er die Strecke PQ einfach. 

Lasst man dagegen den Osculationspunkt der Ebene t von 7” aus 
den Bogen AZ” entlang laufen, so bewegt sich der Punkt (gt) auch 
jetzt noch von P aus in die Strecke PQ hinein; seine Richtung kann 
er nach dem Staudt’schen Satze III nur aindern, wenn er in einen 
Punkt der abwickelbaren Fliche itibergeht; aufhéren kann seine Be- 
wegung nur, wenn t die Lage a, also der Punkt (gr) die Lage (ga) 
erreicht. Da nun auf der Strecke PQ von den Endpunkten abgesehen 
weder Punkte der abwickelbaren Fliiche noch der Punkt (ga) gelegen 
sind, so muss auch jetzt noch der Punkt (gt) die ganze Strecke PQ 
von P nach Q hin durchlaufen, und erreicht die Lage Q bei einer 
Lage t’” der Ebene t, welche sicher von t” verschieden ist; denn von 
den Osculationspunkten der Ebenen t” und +” liegt der erste auf dem 
Bogen BT", der zweite auf dem Bogen AZ”. Durch Y widen also 
die beiden Schmiegungsebenen t” und t” gehen, was nach § 10 un- 
méglich ist. Die Annahme also, dass die Strecke PQ in dem Ge- 
biet (2) verlaufe, fiihrt auf eine unstatthafte Folgerung; die Strecke 
PQ gehort daher stets dem Gebiet (0) an. 

Dabei kann die Gerade PQ in Q nicht die abwickelbare Fliche 
beriihren; denn unter dieser Annahme wiirde die in Q beriihrende 
Ebene t” durch P gehen, was wiederum nach § 10 unmiglich ist. 
Ueberschreitet also ein lings der Geraden g laufender Punkt, indem 
er die Strecke PQ verlisst, die Lage Q, so gelangt er nach § 11 








Ae 
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in das Gebiet (2). Erreicht er bei unveriinderter Bewegungsrichtung 
in R zum ersten Male die abwickelbare Fliche wieder, und liegt R 
im Gebiet (@8),, so gehért nach § 6 die ganze durchlaufene Strecke 
QR dem Gebiet (2) an. Das wiirde aber, wie bei der Strecke PQ 
gezeigt ist, zu einem Widerspruch fiihren; im Gebiet (#8), kann also 
ein soleher Punkt R nicht vorhanden sein. Damit ist folgender Satz 
bewiesen: 

Eine beliebige Gerade kann im Winkelraum (af), mit der ab- 
wickelbaren Fiche des Bogens T nicht mehr als zwei Punkte gemein 
haben; hat sie mit der Fléche die Punkte P und Q gemein, so liegt 
die dem Winkelraum (a8), angehdrige Strecke PQ ganz im Gebiet (0), 
der iibrige in («B), fallende Theil der Geraden PQ im Gebiet (2). 


§ 13. 

Die auf den Flichenwinkel (a8), beziiglichen Ergebnisse der beiden 
letzten Paragraphen behalten ihre Giiltigkeit, wenn statt der abwickel- 
baren Fliche ein diesem Flichenwinkel angehériges Kegelfliichenstiick 
mit den Endtangentialebenen « und £ betrachtet wird, welches von 
seinem Scheitel aus einen nirgends singuliiren ebenen Bogen ¥% projicirt. 
Dieser hat offenbar, da die Kegelfliiche im Gebiet (af), verbleibt, mit 
keiner seiner Endtangenten ausser dem Berthrungspunkt einen weiteren 
Punkt gemein, kann also nach § 4 keiner Geraden mehr als zweimal 
begegnen und durch keinen Punkt mehr als zwei seiner ‘Tangenten 
schicken; da nun alle erwihnten Kigenschaften des Bogens $8 von 
projectiver Natur sind, so tibertragen sie sich unmittelbar auf jeden 
ebenen Schnitt der Kegelfliiche. Ist dann P ein beliebiger Punkt der 
Fliiche und g eine durch ihn gehende, die Fliche nicht beriihrende 
Gerade, so ergiebt die Anwendung des Staudt’schen Satzes I auf irgend 
einen durch g gelegten ebenen Schnitt der Flache, dass der Punkt 
(gt) die Richtung seiner Bewegung in P iindert, wenn die Ebene t 
von « nach B hin die Tangentialebenen der Kegelfliiche durchliuft. 
Da ferner zufolge den iiber die Tangenten des Bogens 8 gemachten 
Bemerkungen durch keinen Punkt mehr als zwei Tangentialebenen der 
Fliche gehen, so folgt, dass ein liings der Geraden g laufender Punkt 
in der Lage P aus einem der Gebiete (0) und (2) in das andere ge- 
langt, wenn (m) das Gebiet aller Punkte ist, durch welche je m 
Tangentialebenen gehen; offenbar liegt auch hier das Gebiet (0) auf 
der concaven, das Gebiet (2) auf der convexen Seite der Kegelfliiche. 

Auf Grund dieser Bemerkungen und der durch Anwendung des 
Staudtschen Satzes I auf der Curve % leicht zu erschliessendeni That- 
sache, dass ein Uebergang von einem der Gebiete (m) in ein anderes 
nur bei Ueberschreitung der Fliiche oder einer der Ebenen « und p 
stattfindet, kann man die Entwicklungen des § 12 wértlich wieder- 
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holen, indem an Stelle der Bégen AZ’ und BT” die Stiicke zu be- 
trachten sind, in welche die durch P gehende Generatrix die Kegel- 
fliche zerlegt; an Stelle der Tangenten und Schmiegungsebenen des 
Bogens [ treten die Erzeugenden und Tangentialebenen der Kegel- 
fliche; es ergiebt sich also auch fiir diese das in § 12 erhaltene, 
iibrigens einleuchtende Resultai, dass die dem Winkelraum («(), an- 
gehérige Verbindungsstrecke zweier Punkte der Fliche ganz im Gebiet 
(0) liegt. 
IV. 


Die Erfillung des Raumes durch die Secanten einer beliebigen 
Raumeurve. 


§ 14. 

Nach den bisherigen auf den Bogen [ beziiglichen Untersuchungen 
kann jetzt die Theorie der Secanten einer beliebigen von Singularitiiten 
freien Raumcurve A, welche auch in mehrere Stiicke zerfallen darf, 
in Angriff gevommen werden. 

Es seien M und N zwei von den Endpunkten verschiedene Punkte 
dieser Curve, deren Tangenten m und » sich nicht schneiden; AB 
und CD seien zwei Stiicke der Curve A, deren erstes den Punkt WU, 
das zweite den Punkt N umgiebt. Auf ersterem sei V, auf letzerem 
W ein beliebiger Punkt; beschriinkt man dann die Ausdehnung dieser 
Stiicke hinreichend, und bezeichnet durch V’, V” irgend zwei ver- 
schiedene specielle Lagen des Punktes V, durch W’, W” verschiedene 
specielle Lagen des Punktes W, so ist die Gerade V’ V” so wenig 
wie man will von m, die Gerade W’ W” beliebig wenig von m ver- 
schieden. Da nun die Tangenten m und m keinen Punkt gemein 
haben, so gilt dasselbe von den Geraden V’V” und W’W”; also 
kénnen auch die Geraden V’ W’ und V” W” sich nicht schneiden. 
Somit folgt, dass im Gebiet aller von MN hinreichend wenig ver- 
schiedenen Secanten der Curve A irgend zwei sich nur schneiden kinnen, 
wenn sie einen Punkt der Curve gemein haben. 


§ 15. 


Liegen also die beiden Bogen AB und CD ganz im Endlichen, 
was man durch hinreichende Beschrinkung derselben und néthigen- 
falls durch collineare Transformation erreichen kann, so bilden die 
bei siimmtlichen méglichen Lagen von V und W erhaltenen endlichen 
Strecken AW, BW, CV, DV eine sich selbst nicht durchdringende 
und offenbar in sich zusammenhiingende Oberfliiche, welche in vier 
gekriimmte Dreiecke zerfillt; diese stossen in den Bégen AB und CD 
sowie in den endlichen Strecken AC, AD, BC, BD an einander 
und bilden demnach eine tetraederartige Fliche. 
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Diese Fliche werde nun parallel der Geraden MN auf eine gegen 
diese geneigte Ebene y projicirt, und allgemein das Bild jedes Punktes 
und jeder Geraden vom Original durch Anheftung des Index 0 unter- 
schieden. Zieht man dann durch den unendlich fernen Punkt der 
Geraden MN eine unendlichferne Gerade g®, welche mit m und n 
keinen Punkt gemein hat, so kénnen nach dem Staudt’schen Satze III 
die Bégen AB und CD derartig beschriinkt werden, dass die Ebenen 
(9° V] und [g* W] ihre Drehungssinne nicht findern, wenn man V 
von A nach B und W von Cnach D lings der Curve A laufen lisst. 
Dann kann der Punkt V,, der jedesmal der Ebene [g®V] angehort, 
nur unter der Bedingung der Lage M, = N, unendlich nahe riicken, 
dass der entsprechende Punkt V sich dem Punkt M unbegrenzt nihert, 
und analoges gilt vom Punkte W,. Man kann demnach in der Ebene y 
eine Umgebung (J/,) des Punktes MZ, und auf den Bogen AB und 
CD die Stiicke M und N, welche beziehentlich die Punkte M und N 
enthalten, so klein abgrenzen, dass der Punkt V, und W, in das 
Gebiet (JZ,) nur fallen, wenn die entsprechenden Punkte V und W, 
beziehentlich den Bégen M und N angehdren. Die hiermit definirte 
Beziehung der Gebiete (M,), M, N bleibt offenbar bestehen, wenn 
man die beiden letzteren durch kleinere, beziehentlich die Punkte M 
und N enthaltende Bégen ersetzt. 


§ 16. 

Nun hat bei hinreichender Beschrinkung der Bégen AB und CD 
der erstere mit der Ebene [nM], der zweite mit der Ebene [mN] 
nur je einen einzigen Punkt, welcher nicht Bertihrungspunkt ist, ge- 
mein; man kann also annehmen, dass die Punkte C und D auf ver- 
schiedenen Seiten der Ebene [mN], die Punkte A und B auf ver- 
schiedenen Seiten der Ebene [nJ/] gelegen sind. Daraus folgt, dass 
in der Ebene 9 die Punkte C, und D, auf verschiedenen Seiten der 
Geraden m, liegen. 

Beschriinkt man dann das Stiick M hinreichend und bezeichnet 
durch V' und V®? irgend zwei seiner Punkte, so ist die Gerade | V' V?| 
so wenig wie man will von der Tangente m, also V,' V,? beliebig wenig 
von m, verschieden; die Punkte C, und D, liegen also in der Ebene 9 
auch auf verschiedenen Seiten der Geraden V,'V,?, Daraus folgt, dass 
die endlichen Strecken C, V,', C, V,? auf der einen, D, V,', Dy V,? auf 
der anderen Seite der Geraden | V,'V,?| liegen; sicher hat deshalb 
keine der endlichen Strecken C, V,' und D, V,' mit einer der Strecken 
D,V,' und D, V,? abgesehen von C, und D, einen Punkt gemein. 
Durchliuft also der Punkt V das ganze Stiick M, so bedecken die 
endlichen Strecken C,V, und D,V, eine gewisse Umgebung des 
Punktes M, genau einfach; dasselbe ergiebt sich durch eine der eben 
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durchgefiihrten analoge auf das Stiick N beziigliche Betrachtung fiir die 
Strecken A, W,, B,W,. Beschriinkt man die hiernach von den end- 
lichen Strecken A, W,, B, W,, C,V,, D) Vy genau doppelt bedeckte 
Umgebung des Punktes M, so, dass sie im Gebiet (M,) enthalten ist, 
so ragt in dieselbe nach § 15 iiberhaupt keine der Strecken A, W,, 
B, W,, C, Vo, Dy Vo hinein, bei welcher nicht die Punkte V und W 
beziehentlich den Stiicken M und N angehéren. Von den Projectionen 
simmtlicher gerader Strecken, welche die Oberfliche des in § 15 
definirten Tetraeders bilden, wird also eine gewisse Umgebung des 
Punktes M, genau zweifach bedeckt. 

Hieraus ist ersichtlich, dass eine hinreichend wenig von MN 
verschiedene Parallele dieser Geraden mit der bezeichneten Tetraeder- 
fliche genau zwei Punkte M’ und N’ gemein hat, deren erster be- 
liebig wenig von M, der zweite beliebig wenig von N entfernt liegt; 
offenbar kann eine solche Parallele g gewahlt werden, dass die Punkte 
M’ und N’ keiner Kante des Tetraeders angehéren. Dabei findet 
keine Beriihrung zwischen g und der Tetraederfliiche statt, da diese 
von der Geraden MN offenbar nicht beriihrt wird; in M’ und N’ tritt 
also die Gerade g aus dem Aeussern des Tetraeders in das Innere iiber, 
sodass die endliche Strecke M’ N’ ganz dem Inunern, die unendliche 
ganz dem Aeusseren desselben angehért. Da nun erstere so wenig 
wie man will von der endlichen Strecke MN verschieden ist, so folgt, 
dass jeder von M und N verschiedene Punkt dieser Strecke MN dem 
Innenraum des Tetraeders angehért; daraus aber ergiebt sich, dass 
dasselbe von einer hinreichend eng begrenzten Umgebung eines solchen 
Punktes gilt. 

§ 17. 

Kin Punkt dieser Umgebung, welcher der Geraden MN nicht 
angehért, sei P; liisst man dann die Punkte JA’, B’, C’, D’ be- 
ziehentlich von den Anfangslagen A, B, C, D ausgehen und lings 
der Bégen AB und CD sich stetig so bewegen, dass A’ und B’ gegen 
die Lage M, C’ und D’ gegen N convergiren, und construirt in jeder 
Lage dieser Punkte die Tetraederfliiche, welche aus allen endlichen 
Verbindungsstrecken der Punkte A’ und B’ mit Punkten des Bogens 
C’ D’ und der Punkte C’ und D’ mit Punkten des Bogens A’ B’ be- 
steht, so wird diese Fliche sich stetig findern und schliesslich in ihrer 
ganzen Ausdehnung sich von der endlichen Strecke MN beliebig 
wenig entfernen; man kann also durch hinreichende Verkleinerung der 
Bégen A’ B’ und C’D’ erreichen, dass der Punkt P ausserhalb der 
construirten Tetraederfliiche A’ B’C’ D’ liegt. Da nun diese mit einer 
Anfangslage begann, in welcher sie nach § 16 den Punkt P um- 
fasste, so folgt, dass bei mindestens einer speciellen Lage der Punkte 
A’, B’, C’, D’ der Punkt auf der zugehérigen Tetraederfliche selbst 
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liegen, also auf einer die Bégen AB und CD verbindenden Secante 
der Curve A liegen muss. Nach § 14 aber kann es nur eine durch P 
gehende Secante dieser Art geben; bedenkt man also noch, dass eine 
beliebige der beiden Strecken MN durch collineare Transformation 
in’s Endliche gebracht werden kann, so ergiebt sich folgender Satz: 

Hat eine durch den Punkt O gehende Gerade mit der nirgends 
singuldren Curve A, welche auch aus mehreren Stiicken bestehen kann, 
die von den Endpunkten und von O verschiedenen Punkte M und N 
gemein, deren Tangenten sich nicht schneiden, so kann man auf der 
Curve A beliebig kleine bezichentlich die Punkte M und N enthaltende 
Bigen AB und CD derartig abgrenzen, dass durch jeden von O hin- 
reichend wenig verschiedenen Punkt eine einzige die Bigen AB und CD 
verbindende Secante der Curve A geht. 


§ 18. 

Hieraus folgt unmittelbar, dass bei stetiger Bewegung des Punktes 
O jede einzelne der durch ihn gehenden Secanten der Curve A, welche 
die Kigenschaften der Secante | MN| hat, sich stetig andert; die An- 
zahl der durch O gehenden Secanten kann sich also nur andern, wenn 
der Punkt O in solche Lagen riickt, in welchen nicht mehr alle durch 
ihn gehenden Secanten den fiir | MN| geltenden Voraussetzungen ge- 
niigen, d. h. wenn entweder ein Schnittpunkt einer Secante mit der 
Curve in einen Endpunkt riickt, oder die beiden Schnittpunkte einer 
Secante zusammenriicken, oder endlich die Tangenten dieser Punkte 
zum Schnitt kommen; lisst man also den Punkt O nie auf die Curve 
A selbst fallen, so findert sich die Anzahl der durch den Punkt O 
gehenden Secanten nur, wenn dieser 

a) in eine die Curve von einem Endpunkt aus _projicirende 
Kegelfliche, 

b) in die von den Tangenten der Curve gebildete abwickelbare Fiche, 

c) in die abwickelbare Fliiche, welche von den die Curve doppelt 
beriihrenden Ebenen umhiillt wird, 
hineinriickt. Der Fall a) braucht nicht niher betrachtet zu werden, 
da es sich in den meisten Anwendungen um geschlossene Curven 
handelt; die Fille b) und c) sollen einer genaueren Untersuchung unter- 
worfen werden. 


V. 
Die beiden Hauptfille, in denen die Anzahl der scheinbaren Doppel- 
punkte einer Raumcurve sich dndert. 
§ 19. 


Es sei, um zuniichst den Fall b) des vorigen Paragraphen zu er- 
ledigen, O’ ein beliebiger Punkt der Tangente ¢’, welche in dem von 
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O’ und den Endpunkten verschiedenen Punkte Z” die Curve A be- 
riihrt. Durchliuft dann die Ebene +t die hinreichend nahe bei 7” 
osculirenden Schmiegungsebenen der Curve A, so sind die Punkte 
(¢’r) nach dem Begriff der Schmiegungsebene so wenig wie man will 
von 7” verschieden. Daraus folgt nach § 6, dass man einen 7'’ ent- 
haltenden ,,Bogen [“ im Sinne des § 7 von der Curve A abschneiden 
kann, von dessen Schmiegungsebenen ausser der in 7” osculirenden 
keine durch O’ geht, sodass dieser Punkt nach § 10 — unter Bei- 
behaltung der dort gebrauchten Bezeichnungen — dem Winkelraum 
(af), angehért. Dann sind fiir den Punkt O’ mit Bezug auf die 
Secanten des Bogens [ die Fille a) und c) des vorigen Paragraphen 
ausgeschlossen, da keine Ebene dem Bogen mehr als dreimal begegnet. 
In der Umgebung des Punktes O’ gehen also dieselbe Anzahl von 
Secanten des Bogens [ durch irgend zwei Punkte, welche durch die 
abwickelbare [liche nicht von einander getrennt werden, also nach 
§ 11 entweder beide dem Gebiet (0) oder beide dem Gebiet (2) des 
Bogens [ angehéren. Im Gebiet (2) aber liegt nach § 10 kein Stiick 
einer Secante des Bogens [; andrerseits giebt es offenbar Secanten, 
welche beliebig wenig von ¢’ verschieden sind, also durch eine be- 
liebig eng begrenzte Umgebung des Punktes 0’ hindurchgehen. Da 
nun durch keinen Punkt mehr als eine Secante des Bogens [ geht, 
so folgt, dass durch alle von O’ hinreichend wenig entfernten Punkte 
des Gebietes (0) je eine einzige Secante des Bogens [ geht. Diese 
eine Secante geht also unter den durch O gehenden Secanten der 
Curve A verloren, wenn man O in der Lage O’ durch die abwickelbare 
Fliche hindurch vom Gebiet (0) nach dem Gebiet (2) hin gehen lisst. — 
Beriicksichtigt man die in § 11 eingefiihrte Unterscheidung der ver- 
schiedenen Seiten der abwickelbaren Fliche, so kann das hiermit er- 
haltene Resultat in folgender Form ausgesprochen werden: 

Eine nirgends singuliire Rawmcurve A, welche auch aus mehreren 
Stiicken bestehen kann, werde von verschiedenen Punkten projicirt. 
Bewegt sich dann das Projectionscentrum durch die von den Tangenten 
gebildete abwickelbare Fliche hindurch von der concaven nach der convexen 
Seite hin, so geht ein scheinbarer Doppelpunkt der Curve verloren, wihrend 
gleichzeitig zwei scheinbare Wendepunkte gewonnen werden. 


§ 20. 

Um endlich auch den Fall § 18 c) zu untersuchen, werde an- 
genommen, es seien M und N zwei im Endlichen liegende Punkte 
der Curve A, deren Tangenten m und » in einer Ebene t’ liegen. 
Dabei soll vorausgesetzt werden, was aus den Staudt’schen Siitzen 
schwerlich abzuleiten sein diirfte und eine neue Bestimmung unseres 
Curvenbegriffs involvirt, dass die die Curve A doppelt beriihrenden 
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Ebenen eine abwickelbare Fliche A umbhiillen, die entweder eine von 
einzelnen Punkten abgesehen den Staudt’schen Siitzen III bis VI unter- 
worfene Riickkehrkante besitzt, oder speciell eine Kegelfliche ist, 
welche einen im Allgemeinen nicht singuliren ebenen Bogen im Sinne 
des § 1 projicirt. Selbstverstiindlich kann die Fliiche A auch in 
mehrere Stiicke der angegebenen Art zerfallen, wie dies ja schon bei 
den einfachsten Beispielen algebraischer Curven eintritt. 

Es seien nun Qt und X zwei spiiter noch niheren Bestimmungen 
zu unterwerfende Bégen der Curve A, deren erster den Punkt M, der 
zweite den Punkt N enthilt; St’ und N’ seien beliebig kleine, be- 
ziehentlich die Punkte M und N umfassende Theile der Bogen WM 
und ¥. Dann ist aus dem Staudt’schen Satze IV leicht ersichtlich, 
dass Ebenen construirt werden kénnen, welche mit jedem der Bogen 
WM’ und N° zwei Punkte gemein haben; sind MW, und M, ihre Schnitt- 
punkte mit IN’, N, und N, mit X’, so seien in dem endlichen Viereck 
M,M,N,N, etwa M,N, und M,N, die Diagonalen, sodass der Punkt 
K = (|M,N,|, | ,N,)) 

im Endlichen liegt. 

Liisst man nun entweder durch Verkleinerung des Bogens Wt’ die 
Punkte M, und M, gegen M, oder durch Verkleinerung von Jt’ die 
Punkte N, und N, gegen N convergiren, so kommt im ersten Falle 
der Punkt K der Lage M, im zweiten Falle der Lage N so nahe wie 
man will; lisst man also die Ebene M,M, N,N, stetig aus einer Lage 
der ersten Art in eine solche der zweiten Art tibergehen, und fallt in 
jeder Lage von K aus ein Loth auf die Gerade |MN|, so bewegt 
sich der Fusspunkt derselben stetig, indem er stets im Endlichen bleibt, 
aus beliebiger Niihe von M in beliebige Niihe von N, durchliuft also 
jeden von M und N verschiedenen Punkt der endlichen Strecke WN. 
Da ferner die Linge dieses Lothes bei hinreichender Beschrinkung 
der Bégen Yt’ und XN’ so klein bleibt wie man will, so folgt, dass 
in jeder Nihe eines beliebig fixirten Punktes der endlichen Strecke 
MN Punkte K vorhanden sind. Bedenkt man endlich, dass bei hin- 
reichender Beschriinkung der Bogen Yt und N die unendliche Strecke 
MN durch eine diese Bégen im Endlichen lassende collineare 
Transformation in’s Endliche gebracht und der eben durchgefiihrten 
Betrachtung unterworfen werden kann, so erhilt man folgendes 
Resultat: 

Sind M und N Punkte der Curve A, deren Tangenten sich schneiden, 
sind ferner YW und XN hinreichend kleine beziehentlich die Punkte M 
und N umfassende Stiicke der Curve A, so giebt es in jeder Nahe eines 
beliebigen von M und N verschiedenen Punktes der Geraden |MN| 
Punkte, von denen gesehen die Bogen It und N ewei scheinbare Durch- 
schnittspunkte haben. 
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§ 21. 


Die Bégen WM und R mobgen nun so beschrinkt werden, dass die 
siimmtlichen einen von ihnen treffenden Erzeugenden der Fliiche A 
lings der Riickkehrkante derselben Tangenten eines ,,Bogens [“ im 
Sinne des § 7 sind; ist dann O irgend ein Punkt der Geraden | MN), 
welcher von ihrem Beriihrungspunkte 7” mit der Riickkehrkante der 
Flache A sowie von M und N verschieden ist, so kann der Bogen [ 
durch Beschriinkung der Stiicke Qt und MN so verkleinert werden, dass 
die Schnittpunkte seiner siimmtlichen Schmiegungsebenen mit der 
Geraden |MN| von 7” so wenig wie man will verschieden sind; man 
kann also annehmen, dass der Punkt O von Z” durch die End- 
schmiegungsebenen @ und # des Bogens [ getrennt wird, also nach 
§ 11 dem Winkelraum (@f), angehért. Die Tangentenfliiche des 
Bogens [ heisse A). 

Wenn dagegen die Fliiche A eine Kegelfliche mit der Spitze 7” 
ist, so kann man durch Beschriankung der Bigen Wt und R erreichen, 
dass simmtliche mindestens einem von ihnen begegnenden Erzeugenden 
des Kegels A ein Flichenstiick A, bilden, das keiner Geraden mehr 
als zweimal begegnet; die Endtangentialebenen desselben mégen durch 
a und B bezeichnet werden, und derjenige von diesen Ebenen be- 
grenzte vollkommene Fliichenraum, in welchem die Fliiche A, ganz 
verbleibt, durch (@@),. 

In jedem der beiden Fille sei (m) das Gebiet der Punkte, durch 
welche genau m Beriihrungsebenen des betrachteten abwickelbaren 
Flachenstiickes A, gehen. Ist dann M’ irgend ein Punkt des Bogens 
M, ebenso N’ ein Punkt des Bogens N, so liegt nach den §§ 12 und 13 
diejenige Strecke M’ N’, welche ganz dem Winkelraum (a), angehort, 
ganz im Gebiet (0). Alle méglichen hiermit definirten Strecken M’ N’ 
sind bei hinreichender Beschrinkung der Bégen Yt und X endlich, 
wenn noéthigenfalls durch collineare Transformation die in dem Winkel- 
raum (@B), verlaufende Strecke MN in’s Endliche gebracht worden ist. 


§ 22. 

Nach diesen Vorbemerkungen kénnen die Punkte in der Niihe 
von OQ leicht auf die Anzahl der durch sie gehenden Secanten der 
Curve A hin untersucht werden, 

Zuniichst weiss man nach den §§ 12 und 13, dass keine Gerade mit 
A, mehr als zwei dem Winkelraum (@f), angehérige Punkte gemein 
haben kann; also geht durch O keine der Kegelflichen, welche das 
Curvensystem WW, MN von einem seiner Endpunkte aus _projiciren. 
Ferner geht offenbar durch O keine Tangente der Bégen MN und K 
bei hinreichender Beschriinkung dieser; die beiden Fille § 18 a) und b) 
sind also fiir den Punkt O ausgeschlossen. In einer hinreichend eng 
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begrenzten Umgebung desselben gehen demnach durch irgend zwei Punkte 
dieselbe Anzahl von Secanten des Curvensystems IN, NR, wenn sie 
durch die Fliche A, nicht von einander getrennt werden, also nach den 
§§ 11 und 13 entweder beide dem Gebiet (0) oder beide dem Gebiet 


(2) angehoren. 


§ 23. 

Liegt zuniichst der Punkt O auf der endlichen Strecke MN, 
welcher nach § 21 der Punkt 7” nicht angehért, so kénnen in be- 
liebiger Nihe von O nur Punkte der endlichen Strecken MM’ N’ vor- 
handen sein, welche nach § 21 ganz dem Gebiet (0) angehéren; in 
einer hinreichend eng begrenzten Umgebung des Punktes O enthiilt 
also keine Gerade |M'N’| Punkte des Gebiets (2). Da nun nach 
§ 20 in dieser Umgebung Punkte vorhanden sind, durch welche je 
zwei Gerade |M’N’| gehen, so folgt, dass durch einen Punkt der 
Umgebung von O zwei oder keine Gerade M'N’ geht, je nachdem 
der Punkt dem Gebiet (0) oder (2) angehort. 

Liegt dagegen der Punkt O auf der unendlichen Strecke MN, 
so liegen in einer hinreichend eng begrenzten Umgebung desselben 
nur Punkte der unendlichen Strecken M’N’, welche, soweit sie dem 
Winkelraum (@f), angehéren, nach § 21 ganz im Gebiet (2) verlaufen; 
mit Beriicksichtigung des § 20 folgt also, dass jetzt in der Umgebung 
von O durch jeden Punkt des Gebiets (2) zwei, durch Punkte des 
Gebiets (0) keine Geraden M’ N’ hindurchgehen. 

Beriicksichtigt man noch, dass bei Projection der Curve A jeder 
durch das Projectionscentrum gehenden Tangentialebene der Fliiche A 
eine scheinbare Doppeltangente entspricht; erinnert man sich ferner 
der in § 11 eingefiihrten Unterscheidung der zwei Seiten einer ab- 
wickelbaren Fliiche, so kann man die erhaltenen Resultate zu folgendem 
Satze zusammenfassen : 


Es sei \ eine nirgends singuliire Raumceurve, die auch aus mehreren 
Stiicken bestehen kann; die Ebenen welche die Curve doppelt beriihren, 
migen die Developpabele A umhiillen; eine Erzeugende dieser Fliche 
habe mit der Curve A die Punkte M und N gemein; T’ sei der Be- 
rithrungspunkt der Geraden |MN\ mit der Riickkehrkante der Fliche AQ, 
oder, wenn diese conisch ist, die Spitze derselben. 

Geht dann das Projectionscentrum, von dem aus die Curve A pro- 
jicirt wird, durch die Fliiche & hindurch, wnd zwar entweder in einem 
Punkte der Geraden |MN\, der durch M und N von T" getrennt wird, 
von der concaven Seite der Fliiche nach der convexen hin, oder in einem 
Punkte der Geraden |MN\, der von T” durch M und N nicht getrennt 
wird, von der convexen nach der concaven Seite hin, so gewinnt die 
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Curve A zwei scheinbare Doppelpunkte. Dabei werden zwei scheinbare 
Doppeltangenten im ersten Falle gewonnen, im eweiten verloren. 


Geht also das Projectionscentrum im Punkte O von der concaven 
zur convexen Seite der Fliche A, so aindern die den Punkten M und 
N benachbarten Theile der Curve A ihre scheinbare Gestalt, je nach- 
dem die Punkte O und 7” durch M und N getrennt werden oder nicht, 
in der durch die erste oder zweite Figurenreihe angedeuteten Weise. 


ww 
Og 
ie 


Yer il 
§ 24. 

Vielfache Gelegenheit zur Anwendung der erhaltenen Siitze bietet 

die Untersuchung der Realitits- und Gestaltsverhiltnisse der im Fliichen- 
biischel zweiter Ordnung auftretenden geometrischen Gebilde, und zwar 
auch dann, wenn die Grundcurve Singularitiiten besitzt. Fiir sie ist 
die Fliche A der Inbegriff der im Biischel vorkommenden Kegelflichen; 
ist O ein Punkt eines solchen Kegels, so ergiebt sich aus § 23 sofort, 
dass im Punkte O, jenachdem derselbe von der Spitze des Kegels auf 
der ihn enthaltenden Generatrix desselben durch zwei Punkte der 
Grundecurve getrennt ist oder nicht, der Uebergang von der concaven 
Seite des Kegels auf die convexe aus dem von elliptischen Flichen 
des Biischels in den von hyperbolischen erfiillten Raum fiihrt, oder 
umgekehrt. Letzteres findet, wie man leicht sieht, auch dann statt, 
wenn die betrachtete Generatrix iiberhaupt keinen reellen Punkt der 
Curve enthilt. Hieraus kann man leicht auch bei einer mit Singu- 
laritiiten behafteten Grundcurve sehen, welche der von den Kegel- 


flichen abgegrenzten Raumtheile durch die elliptischen, und welche 
durch die hyperbolischen Flichen des Biischels erfiillt werden. 


Breslau, December 1888. 





Ueber polyedrale Configurationen. 
Von 


JAN DE Vries in Kampen (Holland). 


Die Geraden und Ebenen eines vollstindigen riiumlichen »-Ecks 
werden von einer beliebigen Ebene in einer Configuration 


((3)_.> (3),) 


geschnitten, welche Herr Jung eine polyedrale Configuration der n'«" 
Ordnung nennt.*) Werden die Ecken des n-Ecks mit den Zahlen 
1, 2,3, ..., seine Seiten mit den Combinationen zweiter Classe, seine 
Ebenen mit den Combinationen dritter Classe jener Zahlen bezeichnet, 
dann liegt es nahe, die Bezeichnung der Geraden und Ebenen auf 


ihre Spuren zu iibertragen. Obige nunmehr aus (3) Punkten ik und 


(3) Geraden ikl zusammengesetzte polyedrale Cf., welche ich der 


Kiirze halber x, nenne, ist offenbar gleichartig mit der Cf., die durch 
die iusseren Aehnlichkeitspunkte » beliebiger Kreise gebildet wird. **) 


§ 1. 
Allgemeine Sitze. 


1. Die nach dem Cf.punkte 12 zielenden Cf.geraden 127 (¢=3,4,...m) 
enthalten je eine Ecke der beiden vollstindigen (nm —2)-Ecke 


13, 14, 15, ... In, 
23, 24, 25,... 2n, 


Istituto Lombardo, Ser. II, tomo XVIII). Nach Abschluss meiner Arbeit erhalte 
ich Kenntniss von einer weiteren hier anzufiihrenden Arbeit von Jung: ,,Sull’ 
equilibrio dei poligoni articolati in connessione col problema delle configurazioni.‘ 
(Annali di Matematica, Ser. II, tom. XII). Es finden sich dort neben verschiedenen 
Andeutungen tiber Zerlegungen allgemeiner Art die Siitze tiber Cyklen von Sieben- 
ecken resp. Neunecken, welche ich auf pag. 242/43 der vorliegenden Arbeit 
gegeben habe. 

**) Die nachstehenden Siitze habe ich zum Theil verdffentlicht in meiner 


Arbeit ,,Over vlakke polyedrale cf.“ (Sitz. Ber. der Holl. Akad. d. Wiss, Ser. III, 
Ba. VI, 8. 9). 


15* 
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deren Seiten der 2, angehéren; die iibrigen Cf.punkte kl sind die 
Schnitte homologer Seiten 1k1, 2k1, die iibrigen Cf.geraden die Per- 


spectivitiitsaxen der wR Paare von Dreiecken (1k, 11, 1m), (2k, 21, 2m), 


fiir welche 12 das Perspectivitiitscentrum ist. Die 2, gehdren somit 
jener von Herrn Kantor*) bemerkten Gattung von Cf. an, welche 
durch p einem q-strahligen Biischel eingeschriebene vollstiindige g-Ecke 
bestimmt werden. **) 

» Luine polyedrale Cf. n'” Ordnung ist durch zwei perspectivisch 
belegene (n—2)-Ecke vollstiindig bestimmt.‘ 

Die Schnitte homeloger Seiten und die Perspectivitiitsaxen der 
n—2 
3 
als die Restfigur des Punktes 12 erscheint. 


2. In meiner Arbeit ,, Ueber gewisse ebene Configurationen “‘***) 
habe ich die x, gelegentlich erwaihnt; dabei ergab sich, dass sie auf 
10 verschiedene Arten betrachtet werden kann als die Zusammen- 
stellung zweier Gruppen von je drei Dreiecken, deren Ecken 9 Cf.punkte 
liefern, indess von den iibrigen 6 drei die Perspectivitiitscentra der 
einen Gruppe, drei die Centra der anderen Gruppe sind; die Triiger 
jener Tripel von Centra habe ich als associirte Gerade bezeichnet. 

Indem jede Gerade der z, als Seite (n—3) vollstindiger Vierseite 


erscheint, daher (*3°) Cf. x, gemeinschaftlich ist, sind ihr ‘cy 


Gerade associirt; fiir die Gerade 123 sind dies die Geraden ikl 
(i =—4 bis n, k=—5 bis n, 1—6 bis nm), welche offenbar mit den 
ihnen incidenten Punkten ik ({=4 bis n, k=—5 bis n) eine ay_3 
bilden. 

» Die associirten Geraden einer Geraden der x, bilden eine 2y~3.“ 

»,Luine x, ist vollstindig bestimmt durch (n—3) Vierseite, welche 
drei allineirte Ecken gemein haben.“ 

Die Punkte 17 (¢ = 2 bis n) bilden mit den Geraden 1ik (i=2 
bis n, k =3 bis m) ein vollstiindiges (n — 1)-Eck, dessen Seiten je 
einen Punkt der z,_; tragen, welche durch Entfernung jenes (n—1)- 
Ecks aus der z, erhalten wird. 


oben erwihnten ) Dreieckspaare bilden offenbar eine z,_2, welche 


*) ,,Ueber eine Gattung von Conf.‘ (Sitzber. der Wiener Akademie, Bd. 80). 
**) In einer Arbeit ,,Over eene groep van regelmatige vlakke cef.‘‘ Sitzungs- 
berichte der Hollindischen Akademie der Wissenschaften Ser. III, Bd. V1, 8. 45) 
habe ich gezeigt, dass die Elemente simmtlicher von Herru Kantor gefundenen 
ebenen Cf. durch die Combinationen i'* bez. (¢-+-1)'*" Classe von » Zahlen be- 
zeichnet werden kénnen, Daraus ergiebt sich, dass die Mehrzahl der Eigen- 
schaften polyedraler Cf. auf jene allgemeinere Cf. iibertragen werden kann, 
*8*) Acta Mathematica 12, Seite 70. 
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,,Hine 2, lisst sich auf » verschiedene Arten in eine z,_; und ein 
vollstindiges (n—1)-Eck spalten.“ 

Fiir die 2, (die bekannte Cf. des Desargues) wurde diese Eigen- 
schaft schon von Herrn Kantor*) bemerkt. 


§ 2. 
Gruppen gegenseitig getrennter Cf.punkte. 


3. Die Cf. x, enthilt 15 Tripel getrennter Punkte ik, jl, mp. Aus 
den 12 einem solchen Tripel incidenten Cf.geraden lassen sich 3 Vier- 
seite bilden, indess die tibrigen Cf.geraden mit den iibrigen Cf.punkten 
eine (12,, 8,) bilden. Nachstehende Tabelle veranschaulicht diese 
Spaltung in Bezug auf das Tripel 12, 34, 56; iklm bezeichne das von 
der Geraden ikl, ikm, ilm, klm begrenzte Vierseit. 





1234 | 1256 





3456 | (12,, 8) 


123 | 125 | 345 | 135 | 235 


(A) 124 | 126 | 346 | 136 | 236 
134 | 156 | 356 | 145 | 245 











234 | 256 456 | 146 | 246 





Jede 22, liisst sich auf diese Weise aus einer Gruppe von 2, und 
einer gewissen Cf. zusammensetzen. Die m getrennten Punkte 12, 34, 
56, ...(2%—1)2m, welche ich unter dem Namen ,, Neben-n-eck“ zu- 
sammenfasse**), sind mit je (2n—2) Geraden incident, welche je 
ausserdem noch zwei Punkte tragen; sie zielen somit zu je zweien 
nach den iibrigen 2n(n—1) Cf.punkten. Jene 2n(m—1) Geraden 


sind die Seiten von <n(n — 1) Vierseiten ik1m mit je einem dem Neben- 


n-eck angehérenden Gegeneckenpaar; werden sie aus der 22, fort- 
gelassen, so ergiebt sich eine Cf. 


4(” 8(%) ). 
( (5), 4° (3), 

Fiir x, zeigt Tabelle (B) die Trennung in 6 Cf. x, und eine Cf. 
(24,, 32,). 

*) ,,Die Conf, (3, 3),9"* (Sitz. Wiener Akad. Bd. 84). 

**) Mit ,,Hauptvieleck‘‘ bezeichne ich eine Gruppe getrennter Cfpunkte, 
welche zusammen allen Cf.geraden incident sind. Diese Ausdriicke sind den von 
Herrn Martinetti benutzten Bezeichnungen moltilatero principale und m, non 
principale nachgebildet. (Sopra alcune cf. piane, Ann. di Mat, Ser. Ila, 
tomo XIV). 
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1234 | 1256 | 1278 | 3456 | 3478 | 5678 
Faas [am | at | as | at 


347 | 567 
124 | 126 | 128 | 346 | 348 | 568 


134 | 156 | 178 | 356 | 378 | 578 
934 | 256 | 278 | 456 | 478 | 678 











(B) 





(24,, 325) 





135 | 136 | 137 | 138 
147 | 148 | 146 | 145 
168 | 157 | 158 | 167 
238 | 237 | 235 | 236 
246 | 245 | 248 | 247 
257 | 268 | 267 | 258 


| 


367 | 358 | 368 | 357 


458 | 467 | 457 | 468 




















Wihrend in 2, der Punkt 13 den fiinfzehn 2, angehdrte, in welchen 
einer der von ihm getrennten Punkte seine Gegenecke war, findet 
er sich in jener (24,, 32,) nur noch in den Vierseiten 1357, 1358, 
1367, 1368; es sind nimlich ausser dem Vierseite 1234 die 4 von der 
Geraden 132 und die 4 von 134 begrenzten 2x, verschwunden, schliess- 
lich aber auch die beiden Vierseite, welche 13 mit 56 und 78 bestimmte. 

Aus der 22, verschwindet fir den Punkt 13 das Vierseit 1234, 
die 2(2n%—4) von den Geraden 132, 134 gebildeten x, und die (m — 2) 
Vierseite, in welchen 13 die Gegenecke ist von einem der Cf.punkte, 
die ausser 12, 34 in dem Neben-n-ecke enthalten sind; in der neuen 


Cf. ist 13 somit Eckpunkt in —s —(5n—9) oder 2(n — 2)(n—3) 
Cf.vierseiten, also gemeinschaftliche Ecke von 4(m—2) (n—3) Cf.- 
dreiecken; der Kiirze halber nenne ich 13 einen 
— 
3(” 9 *) trigonischen Punkt: 


die Punkte der aus 2, abgeleiteten (12,, 8,) bezeichne ich demnach 
als atrigonisch. ° 

»,Aus einer a2, geht durch Entfernung eines der (2n)!:(2".n!) 
Neben-n-ecke und der seinen Punkten incidenten Cf.geraden allemal eine 


(4(3),_,, 8(3),) 
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hervor, deren Punkte 8 (*S *) -trigonisch sind, indess sie in an 
2(2 “"y *) -trigoniseh waren. 

4. In der Cf. (60,, 160,), welche durch Ausscheidung der nach 
den Punkten 12, 34, 56, 78, 9(10), (11)(12) zielenden Geraden aus 
z,, entsteht, giebt es Nebenzwolfecke. Indem niimlich die Geraden 
123, 124, 134, 234 verschwunden sind, bilden die Punkte 13, 14, 23, 
24 ein getrenntes Quadrupel; demnach liisst sich z. B. aus den Punkten 
13, 14, 23, 24; 57, 58, 67, 68; 9(11), 9(12), (10)(11), (10)(12) eine 
getrennte Gruppe zusammensetzen. Die tibrigen 48 Punkte sind mit 
je 4 der durch jene 12 Punkte laufenden Geraden der (60,, 160,) in- 
cident: werden diese 96 Geraden fortgelassen, so entsteht eine Cf. 
(48,, 64,), in der 15 mit vier Punktepaaren 19, 59; 1(10), 5(10); 
1(11), 5(11); 1(12), 5(12) allineirt ist, zwischen denen die friihere 
Verbindung durch die Entfernung der Punkte 9(10), 9(11), 9(12), 
(10)(11), (10)(12), (11)(12) aufgehoben worden: die neue Cf. ist somit 
eine atrigonische. Sie entsteht offenbar aus z,, durch Abtrennung der 
Geraden, welche nach den Ecken der Vierseite 1234, 5678, 9(10)(11)(12) 
zielen; hieraus erhellt, dass eine analoge Betrachtung nur fiir polyedrale 
Cf. der Ordnung 4m angestellt werden kann. 

In einer 2,4, sind die Ecken der Vierseite 1234, 5678,..., 
(4m —3) (4m —2) (4m—1)4m ausser mit deren Seiten noch mit je 
(4m—4) Cf.geraden incident, welche in Sextupeln durch die iibrigen 
8m(m—1) Cf.punkten laufen; diese bilden daher mit den iibrigen 


( m)— 4m— 6m(4m —4)| == m(m — 1) (m— 2) Geraden der 24,, 
vo 


eine neue Cf., in welcher jeder Punkt (4m — 8) Gerade, jede Gerade 
drei Punkte enthiilt. 

In z;,, bildet der Punkt 15 mit jedem der von ihm getrennten 
Punkte ein Gegeneckenpaar einer 2,; in der neuen Cf. eriibrigen von 
diesen Gegenecken nur diejenigen Punkte, deren Bezeichnung aus 
einer Zahl der Gruppe (41 — 3), (4¢— 2), (44 — 1), 4¢ und einer 
Zahl der Gruppe (44 — 3), (4k — 2), (44 — 1), 4h zusammengesetzt 
ist, wo i = 3,4,5...m, k=4,5,6...m. Jeder Punkt der neuen 
Cf. gehért demnach 16 r = *) Vierseiten und 32 r 2 . Dreiecken an. 

Wine 4m enthilt (4m)! :24">< m! Gruppen von m Vierseiten, 
deren Bezeichnung simmtliche Zahlen von 1 bis 4m erfordert. Durch 


Ausscheidung der Geraden, welche nach den 6m Ecken einer solchen 
Gruppe zielen, entsteht eine Cf. 


(16(),_ 64('3),) 


mit 16(m— 2) (m— 3)-trigonischen Punkten.“ 
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§ 3. 
Zahlenfremde Punktgruppen. 


5. Fiir eine x3» giebt die Aufstellung der aus m Geraden be- 
stehenden Gruppe 
| 123| 456 | 789] .--|(3¢-—2)(3¢— 1) (32)|---| (8m —2)(3m —1)3 m| 
ebenfalls Anlass zu einer Zerlegung der Cf. Die durch diese Geraden 
verbundenen 3m Cf.punkte sind niimlich mit je (8m—5) Cf.geraden 


incident, welche in Quadrupeln durch die iibrigen 4 m(m— 1) Cf.punkte 


laufen; diese bilden daher mit den iibrigen sd m(m— 1) (m—2) Cf.- 
geraden eine in 23,, enthaltene Cf. mit den Indices (8m—6) und 3. 
In der neuen Cf. ist der Punkt 14 getrennt von denjenigen Punkten, 
deren Bezeichnung aus einer Zahl der Gruppe (3i—2), (3i—1), 3% 
nebst einer Zahl der Gruppe (8k—2), (8k—1), 3k besteht (i = 3 


bis m, k = 4 bis m); er ist also Gegenecke von 9 (” 2°) Punkten 


in ebensovielen Vierseiten, somit gemeinschaftliche Ecke von 18 “ee 


Cf.dreiecken. 

ydede asm liefert durch Ausscheidung der Geraden, welche verbun- 
den sind mit den m Geraden einer Gruppe, deren Bezeichnung siimmt- 
liche Zahlen von 1 bis 3m erfordert, eine 9(m— 2) (m—3)-trigonische Cf. 


(9(2),,. 9 27(3)),) 


6. Bezeichnet man mit abede die z;, deren Punkte und Gerade 
durch die Combinationen 2‘ bez. 3'" Classe der Zahlen a, b, ¢, d, e 
dargestellt werden, und dehnt dieses Verfahren auf eine z, aus, so 
ist die obige Betrachtung einer Verallgemeinerung fihig. Theilt man 
namlich die zur Bezeichnung einer z,,, erforderlichen Zahlen 1 bis pm 
in Gruppen von je p Zahlen, dann sind die Geraden, welche nach 
den Punkten einer jeden durch eine dieser Gruppen vorgestellten 2, 
zielen, volistiindig getrennt von den Punkten der iibrigen (m —- 1) 
Cf. a». Werden die Geraden der m Cf. x, ausser Acht gelassen, so 


liefern die m (5) Punkte jener Cf. zusammen m (8) - p(m—1) Ge- 
rade der 2», welche mit den iibrigen (s?) —m (5) = p? (5) 
Cf.punkten incident sind. Durch jeden dieser p? 3) Punkte laufen 
somit 2(p—1) jener Geraden, daher (mp — 2) — 2(p—1) oder p(m—2) 


von den iibrigen ("3) —m (5) —m (5) - p(m — 1) Geraden der zp». 








— 
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In der Cf., welche durch Abtrennung jener mit den Punkten der m 
Cf. a, incidenten Geraden entsteht, ist jeder Punkt wf Ecke von 


p? rs *) Vierseiten; jede Gegenecke dieses Punktes #8 wird nim- 


lich bezeichnet durch eine Zahl aus einer p-zahligen Gruppe, welche 
weder « noch # enthilt, nebst einer Zahl aus einer zweiten Gruppe, 
fiir welche dasselbe zutrifft. 

» Bildet man in einer 2pm eine Gruppe von m Cf. xy, deren Be- 
seichnung stimmtliche Zahlen von 1 bis pm erfordert, so ldsst sich die 
Cf. spalten in jene m Cf. x,, die Geraden, welche nach deren Punkten 


sielen und eine Cf. 
(o*(2), 4-9 2°(3),) 


mit lauter p? (m—2) (m—3)-trigonischen Punkten.‘ 
Fiir m = 53 gilt daher der Satz: 
»Aus jeder x3, lassen sich durch Abspaltung gewisser Geraden 
atrigonische Cf. 
(8P3, p3) 


bilden.* 
In obiger Cf. 


> 


f 


(3) mn ?°(3),) 
*) 


Vierseiten gemeinschaftlich: sie enthiilt also 


bo 


ist jeder Punkt p? ("> 


im Ganzen ap ("9 *)-2 (3) oder p* (“t) Cf. 2,; jede ihrer Ge- 


m 


raden begrenzt 4p‘ ( °) : p® (3) oder p(m—3) Vierseite. 


g§ 4. 
Hauptvielseite. 


7. Die Geraden, welche in einer x, von der Geraden 123 ge- 
trennt sind, werden durch Geradentripel bezeichnet, die entweder eine 
oder keine der Zahlen 1, 2, 3 enthalten. In a, giebt es somit nur 
Paare getrennter Geraden, z. B. 123, 145; a, besitzt Quadrupel, wie 
123, 145, 256, 346, die zusammen zwélf Cf.punkte tragen, indess die 
iibrigen drei, also 16, 24, 35, getrennt liegen. Fiir z, liisst sich dus 
folgende Geradensextupel bilden. 








1/1 1)2)2 313 
(C) 9/41614/5/41/5 
in ieiai4 716 
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Ein soleches Sextupel nenne ich ein ,,Hauptsiebenseit“ der 2,3; im 
Allgemeinen mige ,, Hauptvielseit“‘ der Name sein fiir eine Gruppe 
getrennter Geraden, welche zusammen alle Punkte einer Cf. tragen. 

Wird aus 2, ein Hauptseptupel fortgelassen, so ergiebt sich eine 
Cf. (21,, 28,) mit lauter oktotrigonischen Punkten; fiir den Punkt 12 
werden die 8 Cf.dreiecke, welchen er angehért, von den Geraden 
245, 247, 256, 267; 146, 147, 156, 157 herausgeschnitten. 

Weil die Gerade 123 allen Hauptseptupeln gemein ist, welche durch 
Permutation der Zahlen 1, 2, 3 aus (C) hervorgehen, giebt es im Ganzen 
(3) >< 6:7 = 30 solcher Gruppen. 

Nachstehendes Hauptsiebenseit hat mit (C) keine Gerade gemein. 

1j/1/1|/2|2/4)4 
(D) 2/3/15]: 316 
alelzizielslz| 

Es bildet mit dem Septupel (C) eine Cf. (21,, 14,), deren Ent- 
fernung aus z, eine ditrigonische Cf. 21, liefert, in der z. B. der 
Punkt 12 nur mit den Geraden 156 und 267 verbunden ist; es kann 
leicht eingesehen werden, dass sie keine Hauptsiebenseite besitzt, also 
nicht wie 2, und obige (21,, 28,) zu einfacheren Cf. Anlass_ bietet. 
Jene 21, wird weiter unten aus einem anderen Gesichtspunkte be- 
trachtet werden. 


8. Offenbar besteht ein Hawptvielseit der x, aus (5) :3 Geraden, 


woraus erhellt, dass » == 0 oder = 1 (mod. 5) sein muss. Nun kann 
die Zahl 1 entweder mit (n— 1): 2 oder mit (n—2):2 aus den Zahlen 
2 bis » gebildeten Paaren zu getrennten Geraden zusammengesetzt 
werden, je nachdem » ungerade oder gerade ist. Im ersten Falle giebt 
es n(n —1):6, im zweiten n(n—2):6 getrennte Gerade; die erforder- 


liche Anzahl (5) : 3 kann also nur fiir ungerades » erhalten werden, 


wonach » = 1 oder = 3 (mod. 6) sein muss. 

Weil die Tabelle fiir ein Hauptvielseit der Cf. x, jede Zahl 
(m—1):2 mal enthilt und die Zahlen in Tripel geordnet werden, 
liefert sie zugleich die Bezeichnung fiir eine regelmiissige Cf. 


i 
(men 5” en 1);) . 


Diese Bemerkung kann zur Erleichterung der Bestimmung eines Haupt- 
vielseits benutzt werden. In einer solchen Cf. ist niimlich jeder Punkt 
1 mit allen iibrigen verbunden durch die (n—1):2 in ihm zusammen- 
laufenden Geraden; die Ausscheidung dieser Geraden sammt dem 
Punkte 1 giebt somit eine 





Polyedrale Configurationen. 


(@— 1)(n—s):2, : (n— 1) (n— 3)s) 


mit getrennten Punktepaaren, indem z. B. der Punkt 2 mit allen 
iibrigen Punkten bis auf einen verbunden ist. Nimmt man aus dieser 
neuen Cf. das von den Punkten 2 und 2 gebildete getrennte Paar 
nebst den mit ihnen incidenten Geraden fort, so entsteht eine 


((n — 3)(n—1):2, + (n—3) (n— 7)s) 


welche fiir » == 3 (mod. 4) getrennte Quadrupel enthilt; es tragen ja 
die nach einem ihrer Punkte zielenden Geraden je (n—7) Punkte, 
wonach der betreffende Punkt von drei weiteren Punkten getrennt ist, 
die wegen der Regelmiissigkeit der Cf. auch unter sich nicht verbun- 
den sein kénnen. Man kann also ein solches Quadrupel sammt den 
nach seinen Punkten convergirenden Geraden ausscheiden und stisst 
dann auf eine 


((»— 7) (n—15) :2 » = (n — 7) (n—15)s) 


mit getrennten Octupeln falls » = 7 (mod. 8), Auf diese Weise wird 
fiir » == 2” — 1 (mod. 2”) die Bestimmung der betreffenden Tabelle 
abhiingig von der einer Tabelle fiir eine regelmiissige 


(n+ 1— 2?) (nt 1—op-+l) 9? x (n-+-1—2?)(n+1 —2r#),) 


mit getirennten aus je 2” Punkten bestehenden Gruppen. Offenbar 
kann die Of. 


((®—1un:2y § @—1)(n—8)) 


umgangen werden, indem die Ausscheidung der Geraden 123 nebst 
den mit ihr verbundenen 3(n—3):2 Geraden sofort die Cf. 


((n—3)u 7):2) : (n—3) (n—1)s) 


aus der urspriinglichen entstehen lisst. 

9. Als Beispiel mége die Bestimmung der Tabelle eines Haupt- 
fiinfundreissigseits der 2z,, hier einen Platz finden. Indem jene Tabelle 
zugleich eine (15,, 35,) darstellt, wird man durch obige Bemerkung 
auf eine (12,, 16,) mit drei getrennten Punktquadrupeln gefiihrt, deren 
Diagonalen sich in drei getrennte Sextupel anordnen lassen; dieser 
Bedingung geniigt die von mir in einer anderen Arbeit betrachtete Cf. 
(12,, 16,)A*). Werden die dort benutzten Zeichen 1',2',3’,4’; 1”,2”,3"4” 


*) Acta Mathematica 12,, 8, 64. 
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beztiglich durch die Zahlen 5, 6, 7, 8; 9, 10, 11, 12 ersetzt, so entsteht 
die Tabelle: 
1} 1]/1]/1]2/2)2)2)3|/3|3|}3|4|4|/41]4 
(E) 6/6/7|8/5|6)7/8)/5/6|7/8|5|6|7\3). 
9} 10/11) 12) 10/9] 12) 11/11)12/9/10/ 12) 11) 10/9 
Von den 18 Seiten der vollstiindigen Vierecke 1234, 5678, 9(10)(11)(12) 
miissen nun in der Cf. (15,, 35,) deren 6 nach einem Punkte 13, 
6 nach einem Punkte 14, 6 nach einem Punkte 15 convergiren; die 
35*¢ Gerade ist dann (13)(14)(15). Demnach wird (E) zur gewiinschten 
Tabelle ergiinzt durch nachstehende Tafel (F) 
1\3)|5 7/9/11] 1 25/6 9/10] 1;2 ae sal Sa 
(F) 2/4/68 1012) 3 4,7 8|1112) 4/3 df 1 rn 
113/13)13)13,13)13 | 14.14. 14.14)14.14) 15/15)15)15,15)15 | 15! 
In der Cf. 


((3), > ¢™@—D@—3),), 


welche aus z, durch Abtrennung eines Hauptvielseits hervorgeht, ist 
jeder Punkt ik mit (n—3) Paaren i/, kl allineirt, welche in der x, 


unter sich durch 2 (” . 7 Gerade verbunden werden; von diesen sind 


n—3 
fiir jeden Punkt eine; es ist daher in der neuen Cf. jeder Punkt Ecke 
von (n—3) (n—5) Cf.dreiecken. 

»» Wenn n == 1 oder = 3 (mod. 6), so besitet die Cf. x, Hauptviel- 
seite; werden die Geraden einer solchen Gruppe aus der Cf. fortgelassen, 
so ergibt sich allemal eine (n—3) (n—5)-trigonische 


((5), A n(n—1)(n—3),) # 

10. Fiir die 2, erhilt man die Tabelle eines Hauptzwélfseits am 
leichtesten, wenn man aus den Zahlen 1 bis 9 drei zahlenfremde Tripel 
bildet, jede Zahl des ersten Tripels mit jeder des zweiten combinirt 
und die dadurch entstandenen Paare durch je eine Zahl des dritten 
Tripels zu Tripeln ergiinzt. Auf diese Weise wurden die nachstehen- 
den Hauptzwélfseite aufgestellt, welche keine Gerade gemein haben. 


123 | 147 | 159 | 168 
(G) 456 | 258 | 267 | 249 
789 | 369 | 348 | 357 
129 | 134 | 178 | 156 
367 | 268 | 235 | 247 |. 
458 | 579 | 469 | 389 


aber 2 >< als Gerade des Hauptvielseits verschwunden, niimlich 
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Die Entfernung eines dieser Hauptzwilfseite liefert eine 24-trigonische 
(36,, 72,), die Ausscheidung der beiden Gruppen eine (36,;, 60,) mit 
12-trigonischen Punkten, indem z. B. der Punkt 12 in dieser Cf. den 
durch die Geraden 145, 146, 148, 157, 158, 167; 245, 246, 248, 256, 257, 
278 herausgeschnittenen Dreiecken angehért. 

Als Ausgangspunkt fiir die Bestimmung der nachstehenden Tabelle 
eines Hauptsechsundzwanzigseits der z,, diente, den Betrachtungen des 
§ 8 gemiiss, die von Herrn Kantor als 10,A bezeichnete regelmiissige 
Cf.; die als 10,B bezeichnete Desargues’sche Cf., (welche mit 2, 
identisch ist), konnte nicht benutzt werden, weil ihre getrennten 
Punktepaare sich nicht in drei von einander unabhingige Quintupel 
ordnen lassen. 


x x a be > 2 \2| 2 3/5 |8/8/4)4/4)5 5/5) 6) 6) 711 
21416 8 Minh vd ncsenhdl 6|7|9 7 91617 7/8) 819/8|12). 


isipl7| 11 alislelis 13\9 12lgi19l13 1]| 10 sl10913 12}11)10)13 


11. Die Geraden der aus 2, pean (24,, 32,) wurden in 
Tabelle (B) in vier Octupel geordnet, welche offenbar vier Haupt- 
achtseite darstellen, es kénnen somit aus jener Cf. durch Ausscheidung 
von einem oder zwei dieser Octupel Cf. 24, und (24,, 16,) gebildet 
werden. 

Im Allgemeinen wird eine aus 22, hervorgegangene 


(4(2),,_.» 8(3),) 


nur dann Hauptvielseite gestatten, falls (5) ein Vielfaches von 3, also 


2n = 0 oder == 2 (mod. 3) ist. In der betreffenden Tabelle ist jede 
Zahl daun mit (n—1) aus den itibrigen (2~—1) Zahlen gebildeten 
Paaren zu Tripeln vereinigt, und die Gesammtheit dieser Tripel stellt 
eine Cf. 


(I) 


9 
(2m, 3% (n — 1)s) 


dar, deren Punkte » getrennte Paare bilden, wonach die Ausscheidung 
der mit einem solchen Paare incidenten Geraden eine Cf. 


((2n—2).-9, $(v—1)(n—3),) 


liefert; hierdurch wird die Bestimmung der Tabelle auf ihnliche Weise 
wie in N. 8 wesentlich erleichtert. 

Beispielsweise wurde nachstehende (12,, 20,) mit Hiilfe der oben 
erwihnten 10, A abgeleitet. Werden die durch diese Tabelle dargestellten 
Geraden aus einer in 2,, enthaltenen Cf. (60,, 160,) fortgelassen, so 
ergibt sich eine Cf. (60,, 140,). 
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aye 1 /2/2/2/2/3/3/3/3/4)4)5 np 4 
 jaiale alla s 5 |8/10/4] 5 2 || 10] 6 78/9 
5|7/11/12/6111/9/12|8/12/11/10112/11/10/9/ 12/11 ‘ 


Aus Tabelle (K) ist leicht ersichtlich, dass die betreffende (60, , 160,) 
aus z,, entsteht durch Entfernung der mit den Punkten 1(10), 27, 
36, 49, 58, (11) (12) incidenten Geraden. Die oben erwiihnte (60,, 140,) 
ist keine regelmiissige Cf., indem von den zwélf Vierseiten, welchen 
jeder ihrer Punkte angehért, je vier durch die Geraden 126, 12(12), je 
drei durch die tibrigen in 12 zusammenlaufenden Geraden begrenzt 
werden. 

Die durch die Tabelle (L) dargestellte, von (K) unabhiingige, 
Gruppe von 20 getrennten Geraden erlaubt die Aufstellung einer in 
der (60,, 140,) enthaltenen (60,, 120,), in welcher jeder Punkt in vier 
Vierseiten vorkommt; dabei gehéren zwei der nach jenem Punkte 
zielenden Geraden je zwei dieser Vierseite, jede der iibrigen je einem 
der Vierseite an. 

‘ofl Bed ed iv ye Bo Bd Bo Do oD be 


15/616) 7)9 


(L) |2}3| 4| 5 |8}3|4| 8|10) 4] 5 |7\6| 7] 718 | 9 }10). 
16/7/11 12/9/9/5{ 12/11/12 ie ai 9/10! 12/11/11) 112 


» Wenn n= 0 oder =1 (mod. 3), so sind in der aus 2, ab- 


geleiteten Cf. 
(4(2),., »§ 3),) 


(4(5),.«° 2 a(n —1) (2n—5),) 


enthalten, die durch Abtrennung eines Hauptvielseits aus ihr hervorgehen.“ 
12. Werden aus der a, die Geraden 147, 258, 369 sammt den 
mit ihnen verbundenen Geraden entfernt, so ergiebt sich eine atri- 


gonische Cf. 27, (vgl. § 3, 5) mit den Geraden: 


123 | 234 | 378 
126 | 237 | 456 
129 | 246 | 468 
135 | 249 | 459 
138 | 267 | 489 |. 
156 | 279 | 567 
159 | 345 | 579 
168 | 348 | 678 
189 | 357 | 789 


Cf. 
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Aus dieser 27, kann eine (27,, 18,) hergeleitet werden mit Hiilfe 
des nachstehenden Hauptneunseits 
1}1|1|2 | 2\/3|3)4)|6 
(N) 215)8/4\/7|5)4/5)|7 
316/1916191718/1918 


(9(3),,¢> 27(3),) 


welche aus 23, entsteht durch Entfernung der mit m zahlenfremden 
Geraden verbundenen Geraden, kann nur fiir ungerades m Hauptviel- 


Die 


seite besitzen; indem niimlich die Tabelle der 3 (2) getrennten Ge- 
raden jede der 3m Zahlen gleich oft aufweisen muss, kann (m— 1) 
nur gerade sein. 

13. Fiir die (48,,64,), welche in § 2, 4 aus z,, hergeleitet wurde, 
enthilt Tabelle (E) ein Hauptsechszehnseit, dessen Beseitigung eine 
48, ergiebt. Diese 48, erlaubt die Aufstellung des in (O) dargestellten 
semererei te: durch dessen ait: eine (48, , 32,) entsteht. 
nt be bed Be 2)2|3|3|3)3/4,4/4)/4 

78) 5 ue 5 |6 7|8 5/6) 7 g |. 
10/11 12/9) 11 ala 12 ial9 10} 11/9] 12/11/10 


,dede atrigonische 


(0) 


(3p?, py), 
welche durch Entfernung der mit p zahlenfremden Geraden verbundenen 
Cfgeraden ais a3, gebildet werden kann, besitet Haupt-p*-seite, deren 
jedes eine 
(3p2_,, p*(p — 1),) 

entstehen ldisst.“* 

Aehnliche Siitze, auf die ich hier nicht niiher eingehe, kénnen 
aufgestellt werden fiir die in § 3, 6 abgeleiteten Cf. 


§ 5. 
Gruppen gegenseitig getrennter Cf. z. 

14. Im § 2, 4 gab die Betrachtung zahlenfremder Vierseite An- 
lass zur Bildung neuer Cf.; hiernach lisst sich vermuthen, dass es 
polyedrale Cf. gebe, fiir welche eine Gruppe getrennter Vierseite 
simmtliche Cf.punkte enthalte; eine solche dem Hauptvielseite analoge 


Gruppe miisste dann aus (5): 6 Vierseiten bestehen, woraus sich die 


Bedingung n == 0,1, 4 oder 9 (mod. 12) ergibt. Indem nun zwei 2,, 
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welche keinen Punkt gemein haben, héchstens in einer Zahl iiberein- 
stimmen, muss in der Tabelle fiir eine ,, Hawpt-x,-gruppe“ jede Zahl 
mit (n—1):3 zahlenfremden Tripeln zu Quadrupeln vereinigt sein; 
diese aweite on beschriinkt die — solcher Gruppen 


Offenbar stellt die Tabelle eit einer aoe ie! Gruppe zugleich eine 
1 
_— —1) 
Crew’ a *(" ) 


dar, in der jeder Cf.punkt mit allen itibrigen Punkten verbunden ist, 
wonach die Ausscheidung der mit ihm incidenten Geraden eine 


((n— Ma jal “is (n—1) (n—4),) 


ergibt. Es lisst sich somit die Bestimmung der betretfenden Tabelle, 
ebenso wie fiir die Hauptvielseite, auf einfachere Aufgaben zuriick- 
fiihren. 

Fiir den kleinsten Werth, den » den Bedingungen gemiiss haben 
kann, also fiir » = 13, wurde Tabelle (P) aus der Tabelle eines Haupt- 
zwolfseits der x, abgeleitet. 


(P) 


Werden die dreizehn durch (P) versinnlichten 2, aus der z,, fort- 
gelassen, so entsteht eine Cf. (78,, 234,), in welcher die Gerade 124 
sechs a, begrenzt, indem die Vierseite 1234, 1246, 1247, 124(13) 
durch die Abtrennung der Geraden 123, 246, 147, 24(13) auf- 
gehoben sind. 

Fiir die 2,, giebt die Tabelle (Q) eine aus zwauzig Vierseiten be- 
stehende Gruppe, deren Ausscheidung eine (120,,, 480,) liefert. 


3 | 
| 5 | 


(Q) 


Ml slobal af 10| 9} 11) 
14/15/16 valis 


| 


ia 15) 16|16)15/13) 


»Liir n=1 oder =4 (mod. 12) besitet cine x, ,,Haupt-x,-gruppen“; 
durch Entfernung der Seiten dieser x, ergibt sich dann eine 


(3 n(m —1)n—4, ; n(n —1)(n— 4),) A 





ar me > ee ae eee oe 
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15. Aus Tabelle (Q) lisst sich eine 21, bilden, indem die ersten 
vier Quadrupel durch den Punkt (17), die anderen Quadrupel beziiglich 
durch (18), (19), (20), (21) zu Quintupeln ergiinzt und ihnen das 
Quintupel (17), (18), (19), (20), (21) zugesellt wird. So entsteht 
Tabelle (R), welche eine ,,Haupt-2,;-Gruppe“ der z,, darstellt, d. h. 
eine Gruppe von Cf. z,, die zusammen alle Punkte der z,, enthalten ; 
die Ausscheidung der jenen a, angehérenden Geraden gibt daher 
eine (210,,, 1120,). 


Bel bd be bo fd bd 2/3 ak: 

2 6/1014 5 s\8\6l7/6l7 5|8|7/6/8l 5|7/6 18 
(R) 3 v{iihig| 9haliaao(ola| 9 || sfiohsisad 99 

|4| 8 | 12 16 13 14 16 15,14 13 15 16 16 15)13|14)15 16 14 1320 


ATT, 17 17, 18) 18118 18 18 19 19}19) 119,20 20)20/20 O}2 1) 21 21 21/21 








Offenbar kann eine aus getrennten Cf. x, zusammengesetzte Gruppe 


nur dann sammtliche Punkte der 2, enthalten, wenn (5) ein Viel- 


faches von (8), also n(n —- 1) ==0 (mod. p(p — 1)) ist. Indem in 
der Tabelle einer solchen ,,Haupt-2,-Gruppe“ jede der Zahlen 1 bis n 
gleich oft vorkommt, also jede mit (n — 1):(p— 1) zahlenfremden 
Gruppen verbunden ist, muss (p — 1) ein Theiler von (nm — 1) sein. 
Durch Entfernung der Geraden, welche den Cf. x, der Hauptgruppe 
angehéren, verliert jeder Punkt der 2, (p — 2) von den nach ihm 


zielenden Geraden, und es ergibt sich eine aus (5) Punkten und 
n\ _ n(n—1) (/p 
(3 P\p— 1) 3 
Geraden zusammengesetzte Cf. 
»» Wenn (n—1) ein Vielfaches von (p—1) und eugleich (5) 


ein Vielfaches von P ist, so erlaubt die Cf. x, die Aufstellung von 
2 9 


»Haupt-x,-Gruppen“, denen die Eigenschaft zukommt, dass die Aus- 
scheidung stimmtlicher einer Gruppe angehdrenden Geraden eine in x, 
enthaltene 


( Dep? . n(n — 1) (n — »)s) 


ergibt. 
§ 6. 
Cyklen von Vielecken in der Cf. z. 


16. Bekanntlich lasst sich die Desargues’sche Cf. 2, auf sechs 
verschiedene Arten auffassen als bestehend aus zwei Fiinfecken, deren 
Mathematische Annalen, XXXIV. 16 
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jedes dem andern gleichzeitig ein- und umbeschrieben ist.*) Es sind 
beispielsweise 12, 23, 34, 45, 51 die Ecken eines Fiinfecks, dessen 
Seiten 123, 234, 345, 451, 512 beziiglich die Ecken 13, 24, 35, 41, 52 
des von den Geraden 135, 241, 352, 413, 524 begrenzten Fiinfecks 
tragen, indess diese Seiten in der obigen Reihenfolge die Ecken 15, 12, 
23, 34, 45 des ersten Fiinfecks enthalten. Betrachtet man 12 als den 
ersten, 23 als den zweiten Eckpunkt, 123 als die erste Seite des ersten 
Fiinfecks, 13 als den ersten, 35 als den zweiten Eckpunkt, 135 als 
die erste Seite des zweiten Fiinfecks, so ist allemal der ¢'e Eckpunkt 
der zweiten mit der (24 — 1)'" Seite der ersten Figur, aber die i 
Ecke der ersten mit der (1 — 27)'" Seite der zweiten Figur incident, 
vorausgesetzt, dass fiir die nach dieser Regel bestimmten Zahlen ihre 
kleinsten positiven Reste mod. 5 eintreten. 

In der Cf. x, begrenzen die nachstehenden drei Geradenseptupel 
drei Siebenecke mit den in Tabelle (T) aufgeziihlten Eckpunkten; sie 
bilden eine bereits von Herrn Cayley bemerkte Figur, in welcher in 
der cyklischen Reihenfolge a, b, c, a jedes Siebeneck dem voran- 
gehenden einbeschrieben, daher dem folgenden umbeschrieben ist. 

I. 123, 234, 345, 456, 567, 671, 712. 
(S) Il. 135, 357, 572, 724, 246, 461, 613. 

Ill. 152, 526, 263, 637, 374, 741, 415. 

a. 12, 23, 34, 45, 56, 67, 71. 
(T) b. 13, 35, 57, 72, 24, 46, 61. 

c. 15, 52, 26, 63, 37, 74, 41. 
Diese Figur weicht darin von 2, ab, dass der i'* Eckpunkt von 3, c, a 
jedesmal mit der (21 — 1)" Seite von a, b, ¢ incident ist. Sie ist 
also nach der Bezeichnung des Herrn Schénflies eine Cf. erster Art, 
indess x, als eine Cf. eweiter Art zu betrachten wiire.**) Diese Cf. 21, 
entsteht aus 2, durch Abtrennung der beiden Hauptseptupel 

124, 137, 156, 235, 267, 346, 457, 

beg 134, 157, 237, 245, 356, 467, 
ist also gleichartig mit der im §4,7 abgeleiteten ditrigonischen 21,. 

Jede Permutation der Zahlen 1 bis 7 erlaubt die Aufstellung einer 
21,; bildet man in der Reihenfolge jener Permutation die Tabellen 


fiir I und a, so ergiebt sich die Reihenfolge fiir b, wenn man, cyklisch 
verfahrend, die erste, dritte, ... (2k -+ 1)*° Zahl herausgreift, fiir ¢, 


*) Wie Herr Schroeter ,,Ueber lineare Konstructionen zur Herstellung der 
Konf. n,‘* (Gétt. Nachr, Nr. 9, 1888) bemerkt hat, wurden diese Figur und die 
hiernach erwihnte 21, zuerst von Cayley in der Abhandlung ,,Sur quelques 
théorémes de la géometrie de position’t (Crelle XXXI, 8S. 215 und 217) beschrieben, 

**) Ueber die regelmiissigen Cf, m, (Math. Ann. XXXI, S, 61). 
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wenn die erste, fiinfte, ... (4k + 1) Zahl genommen wird. Dem- 
nach enthalt a, (7!: 7><3!) oder 120 verschiedene 21,. 

Eine den Figuren x, und 21, analoge aus einem Cyklus von Viel- 
ecken gebildete Cf. ist offenbar nur fiir polyedrale Cf. ungerader Ord- 
nung moglich. Fiir 2, ergiebt obiges Verfahren eine 27,, welche aus 
nachstehenden drei Neunecken a, b, ¢ besteht, und identisch ist mit 
der durch Tabelle (M) dargestellten atrigonischen@®7, ; sie ist eine Cf. 
eweiter Art. 

a. 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, 89, 91; 
(U) b. 13, 35, 57, 79, 92, 24, 46, 68, 81; 
ce. 15, 59, 94, 48, 83, 37, 72, 26, 61; 

17. Bildet man aus den Zahlen 1 bis (2”-+4+ 1) nachstehende 
Tabelle, wo die Zahlen > 2n-+1 ihre kleinsten positiven Reste 
mod. 2m + 1 vertreten, so stellt sich heraus, dass es zwei Arten aus 
Cyklen von Vielecken bestehender Cf. p, giebt, deren Elemente einer 
Tn41 angehdren. 

l 2 3 4--- k -++ (2n+ 1), 
3 5 7-+-+(2k—1)--- 2n, 

wy jt 5 9 13+ ++ (4k—3)--- Qn—2), 

l 9 17 25.---(8k—7)--+-+ (2n— 6), 





(142%) (142-29) (143-29) (1-+2n-25), 
Ist niimlich 2 die kleinste Zahl, welche der Congruenz 2* == — 1 
(mod. 2m + 1) geniigt, so wird die letzte Zeile von (V) mit der in 
umgekehrter Reihenfolge genommenen ersten Zeile identisch; die ersten 
x Zeilen gestatten dann die Aufstellung von @ Vielecken a,, a,,... Gz, 
deren Ecken durch je zwei benachbarte Zahlen der beziiglichen Zeile 
bezeichnet werden; es liegt jedesmal der ¢'° Eckpunkt eines (2”-+- 1)-ecks 
auf der (2¢ — 1)" Seite des vorangehenden Vielecks, mit Ausnahme 
des letzten Polygons, dessen (1 — 2i%)'* Seite den ie" Eckpunkt des 
ersten triigt; die Cf. ist eweiter Art. 

Ist dagegen obige Congruenz keiner Lisung fahig und a der 
kleinste Werth, welcher die Congruenz 2* = 1 befriedigt, so wird die 
(a + 1)¢ Zeile mit der ersten identisch, und die Tabelle giebt die 
Bezeichnung einer aus 2 Polygonen bestehenden Cf. (2m + 1) a, in 
der allemal die i'® Ecke jedes Vielecks mit der (2% — 1)'" Seite des 
vorhergehenden incident ist; die Cf. gehért der ersten Art an. 

Bezeichnet t(2-+-1) den Totient von (2%-+-1), so ist bekanntlich 

1 
grant) = 1 (mod. 2n +1), daher 22° = + 1 (mod. 2n + 1) 
und rZ—r(2n +1) oder <n, weil der Totient héchstens 2m, 


16* 
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Die zur Cf. (2 + 1) 2, vereinigten Polygone haben zusammen eine 
Anzahl Ecken, welche also héchstens (2m + 1)”, d. h. gleich der 
Anzahl aller der 22,4; angehérenden Punkte ist. 

Indem der auf der zweiten Seite 234 des ersten Vielecks belegene 
Punkt 24 die (nm + 2)'* Ecke des zweiten Vielecks ist, hat die von 
Herrn Schénflies mit 1 bezeichnete Zahl fiir beide Arten von (2n+ 1) 2, 
den Werth (n+ 1)# fiir die der ersten Art angehdrenden Cf. ergibt 
sich also r = 0), fiir die Cf. der zweiten Art r== — 1 (mod. 2n + 1), 
was mit der obigen Betrachtung tibereinstimmi. 

18. Die vorletzte Zeile der Tabelle (V) enthilt die Zahlen 1, 
(1+ 2), (1 + 2-2-4), (14+3-2") u.s.w. Gibt es eine 
Zahl x, welche der Congruenz 2* == — 1 (mod. 2n-+ 1) geniigt, so 
wird 27-!=n, 3. 2*-! =m — 1 und jene Zeile geht tiber in 1, n+-1, 
2n-+1, n, 2n, n—1, u. s. w. Hat jene Congruenz keine Wurzel, 
und befriedigt 2 die Congruenz 2* = 1 (mod. 2n + 1), so enthilt die 
betreffende Reihe die Zahlen 1, n+ 2, 2,n+3,3,n+4u. 8. w. 
In der aus 22,4; abgeleiteten (2m + 1) a, ist der Punkt 12 somit in 
beiden Fallen mit den Geraden 123, 12(m-+ 2) und 12(2n +1) in- 
cident. Beachtet man, dass zwei Punkte ab und ae nur dann durch 
eine Gerade der (2n-+ 1), verbunden werden, wenn die Zahlen 
a, b, ¢ (wo néthig durch ihnen mod. (2m -+ 1) congruente Zahlen 
ersetzt) in irgend einer Reihenfolge eine arithmetische Progression 
bilden, so ergibt sich, dass die Punkte 13 und 1(m + 2) nur fiir 
2n-+-1—5 oder 7, die Punkte 13 und 1(2”+1) nur fiir 2n-+1=5, 
die Punkte 1(m + 2) und 1(2m + 1) ebenfalls nur fiir 2n-+1=—5 
verbunden sind. Die Cf. (2n-++ 1) a, sind daher atrigonisch, wofern 
nicht 2n + 1—5 oder 7. 

Nachstehendes Schema zeigt, inwiefern die in der (2n + 1) 2, 
mit 12, 23, 13 allineirten Punkte durch Cf. gerade verbunden werden. 





34 35 


™, 


24 2(2n-+ 1) 


A 


23 12 





3 (n+ 3) 1 (m+ 2) 1(2n+-1) 1 (2 ”) 


2 (n+ 3) 2 (n -+- 2) 3 (2m) 
Ausser den in diesem Schema angedeuteten Verbindungslinien sind 
in der oben erwiihnten 27, noch die Punktepaare 34,3(2mn); 35, 3(n-+-3); 
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3(m + 3), 3(2n); 15, 1(2m+ 1); 15, 1(m+2); 24, 2(n+ 2); 
1(2n), 1(m + 2); 2(m+ 3), 2(2n-+ 1) durch Cf, gerade verbunden; 
in der aus z,, abgeleiteten 60, ist diess fiir die Paare 15, 1(m + 2) 
und 3(n + 3), 3(2m) der Fall. 

»Dezeichnet x die kleinste Wurzel der Congruenge 2* = — 1 
(mod. 2n + 1), oder wenn diese unmidglich ist, die kleinste Wurzel der 
Congruenz 2° = 1 (mod. 2n + 1), so enthdlt die Cf. tng: [(2n+ 1)! 
:(2n +1) 22] Cf. (2n+1)2,, welche aus einem Cyklus von x ein- 
fachen (2n + 1)-Ecken derart zusammengesetat sind, dass jedes Vieleck 
einem Vielecke eingeschrieben, einem anderen umbeschrieben ist. Diese 
Cf. sind, (die Faille 2n + 1=5 oder 7 ausgenommen), atrigonisch; 
jede Gerade begrenst vier einfache Vierecke, mit Ausnahme der aus x, 
und 2,, gebildeten Cf. 27, und 60,, wo diese Anzahl ewilf beziiglich 
sechs betrdgt.* 

§ 7. 
Halb-regelmissige Cf. in der z. 


19. In der x, ist die Gerade 123 ausser von den Geraden 456, 
457, 467, 567 noch von den in (W) aufgeziihlten Geraden getrennt. 
| 145 | 146 | 147 | 156 | 157 | 167 
(W) | 245 246 | 247 | 256 | 257 | 267 
| 345 | 346 | 347 | 356 | 357 | 367 
Diese Geraden bilden offenbar eine Cf. 18,, welche aus vier paarweise 
perspectivisch gelegenen Punkttripeln 174, 27, 37% (¢ = 4, 5, 6, 7) 
sammt den sechs Centren und den Perspectivitiitsstrahlen zusammen- 
gesetzt ist; sie enthiilt 3 vollstiindige Vierecke, also 12 Cf.dreiecke; 
jeder der 12 Punkte 17%, 27, 3¢ ist tritrigonisch, die tibrigen sind 
atrigonisch, 

Denkt man sich die 4 Punkttripel 17, 2%, 37 beziiglich mit 4 
nach einem Punkte ¢ zielenden Geraden incident, so haben jene 3 
Vierecke in Bezug auf ¢ eine solche perspectivische Lage, dass sie 
das von je zweien aus Perspectivitiitsaxen gebildete Vierseit gemein 
haben. Diese Bemerkung gestattet die Herstellung einer mit jener 
18, gleichartigen Cf. 

Allgemein sind in der 22,4; die m-punktigen Gruppen 17, 2%, 
3i,...ki,...ni (i= n+1,n+2,..., 2n,2n+1) paarweise 


perspectivisch in Bezug auf die 4 $ ') Punkte ij (¢(=n-+ 1 bis 


2n+1, j—n+2 bis 2n+1), bilden also mit diesen 2 t ') 


Punkten und den (” $ ') Perspectivitiitsstrahlen eine 
1 


(F n(m + 1),, zw (n of 1)s) ‘ 
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Die tibrigen Geraden der 22,4, gehéren theilweise einer x, mit der 
Bezeichnung 123...(m—1)™m, zum Theil einer von den Punkten ij 
bestimmten 2,4; mit der Bezeichnung (n+ 1) (n+2) ... 2n(2n+1) 
an, indess der Rest jener Geraden nach den Punkten der z,, zielt. 


»Lintfernt man aus einer Meni. eine der " rg *) in thr ent- 


haltenen x,, die in den Punkten dieser x, zusanvmenlaufenden Geraden 
und die Geraden der von den iibrigen Punkten der 22,41 bestimmten 
Tn41, S80 ergibt sich eine Cf. 


(30 F ee CF ’),) 


mit n(n + 1) Punkten, welche (5) -trigonisch, und * t J Punkten, 


die atrigonisch sind. Die Cf. lisst sich auffassen als die Zusammen- 
stellung von (n-+ 1) aus je n Punkten gebildeten Gruppen mit den 


e $ ') zu den Gruppenpaaren gehdrigen Perspectivitiitscentren und 
den betreffenden Perspectivitétsstrahlen,.“ 


Kampen, im December 1888, 





Ueber die Darstellung der hypergeometrischen Transcendenten 
durch eindeutige Functionen. 


Von 


Erwin Papreritz in Dresden. 


Der Begriff einer hypergeometrischen Function, wie ich ihn dem 
Folgenden zu Grunde legen will, deckt sich mit dem der Riemann’schen 
Function 

0 ow 1 | 
Pia B y «>. 
a’ Bp y | 
Kine solche Function ist also die Lésung einer linearen Differential- 
gleichung 2. Ordnung: 
@P (a+e’—1)+(B+0 +1 @ | dP 
dat a(1 — x) dx 
aa’ — (ae + BR +yy)e+BF2 | p__ 
——— z(1— 2) P=0 
mit reellen, an die Bedingung 


ata+pB+pf+yty—=i 
gebundenen Coefficienten. Die Bestimmung derselben hingt wesentlich 
ab von den Differenzen der Parameter: 
A=a—«u, u=Bp—f’, v=y-—y. 

Dies hat zur Folge, dass es in mehreren Fragen geniigt, statt der 
hypergeometrischen Function, den Quotienten zweier unabhiingiger 
Zweige derselben zu betrachten, welcher A, wu, v als alleinige Be- 
stimmungsstiicke enthilt, und durch s(4, w, v, 2) bezeichnet wird. 

Es sei y eine hypergeometrische Function von «, so wird im 
Allgemeinen weder y eindeutig in 2 sein, noch umgekehrt 2 eindeutig 
in y, und dieselbe Bemerkung gilt natiirlich von der Beziehung zwischen 
s und a Hiermit hingt weiter die Thatsache zusammen, dass durch 
die gebriuchlichen Reihenentwickelungen, welche nach Potenzen von x 
oder einer linearen Function von x fortschreiten, die Function y (oder 
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ebenso s) immer nur fiir einen Theil des Werthegebietes x dargestellt 
werden kann, in verschiedenen Theilen der x-Ebene dagegen ver- 
schiedene Entwickelungen angewendet werden miissen. 

In den soeben genannten beiden Umstiinden wurzelt aber die 
Mehrzahl der Schwierigkeiten, denen man in der Theorie der hyper- 
geometrischen Functionen begegnet. Diese lassen sich vermeiden. Es 
gelingt nimlich, « und y als eindeutige Functionen einer dritten 
Variablen darzustellen und zwar so, dass beide Gréssen eine fiir alle 
zulissigen Werthe der neuen Verinderlichen gleichmiissig geltende 
analytische Definition erhalten. 

Es ist klar, dass man in der Durchfiihrung einer solchen Dar. 
stellung ein fiir die Theorie unserer Functionen fundamentales Problem 
zu erblicken hat. Kine Lésung desselben zu entwickeln, ist der Zweck 
der vorliegenden Arbeit. 

Die Méglichkeit einer Darstellung der hypergeometrischen Trans- 
cendenten durch eindeutige Functionen findet sich zuerst in einer Ab- 
handlung des Hrn. F. Klein ausgesprochen in folgendem Satze*): 
»Alle hypergeometrischen Reihen, welche nach dem Doppelverhiiltniss 
o(= x*) fortschreiten, lassen sich als eindeutige Modulfunctionen dar- 
stellen“. x? bedeutet den Legendre’schen Modul ‘eines elliptischen 
Integrales 1. Gattung und als neue Variable soll das Periodenver- 
hiltniss t, der transcendente Modul, eingefiihrt werden. 

Dieser Satz ist andererseits als specieller Fall unter den Ergeb- 
nissen der neueren Untersuchungen enthalten, welche Hr. Poincaré 
iiber periodische Functionen in allgemeinerem Sinne verdffentlicht hat.**) 

Ich will sogleich betonen, dass das Studium dieser bedeutenden 
Arbeiten einen grossen Kinfluss auf die Richtung meiner gegenwiirtigen 
Untersuchung ausgeiibt hat. Die von Hrn. Poincaré allgemein an- 
gewandte Darstellungsmethode liisst sich ausdehnen auf den hier zu 
behandelnden specielleren Fall. Doch wiirde dies zuniichst noch eine 
Umformung unseres Problems erfordern, bei welcher man auf einen 
Theil der urspriinglichen Einfachheit desselben verzichten miisste, ich 
meine: auf die elementare arithmetische Definition der Gruppe g, welche 
von allen linearen Transformationen der Grésse rt gebildet wird, welche 
die Werthe von z = x?(r) ungeiindert lassen. 

Aus diesem Grunde habe ich, dem besonderen Charakter der hier 
vorliegenden Aufgabe entsprechend, es unternommen, die Poincaré’sche 
Darstellungsweise durch eine andere zu ersetzen, welche jener aller- 
dings in mehreren wichtigen Beziehungen analog ist, in anderen 


*) Klein, Ueber die Transformation der elliptischen Functionen und die Auf- 
lésung der Gleichungen fiinften Grades. Math. Ann, Bd. 14, p. 159. 

**) Poincaré, Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, Acta Math. Bd. 1, und 
Mémoire sur les fonctions zétafuchsiennes, Acta Math, Bd. 5, 
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wesentlichen Punkten von ihr abweicht. Mit Hiilfe derselben werden 
die hypergeometrischen Functionen ausgedriickt durch zwei eindeutige 
transcendente Functionen Z,(t) und Z,(t); die zur Definition dieser 
letzteren benutzten convergenten Processe aber besitzen eine doppelte 
Kigenthiimlichkeit: sie lassen einerseits die homogenen linearen Sub- 
stitutionen erkennen, welche Z, und Z, erleiden, wenn t den Sub- 
stitutionen der Gruppe g unterworfen wird, andererseits treten bei 
ihnen die wesentlich singuliiren Stellen dieser Functionen unmittelbar 
in Evidenz. 


§ 1. 
Beweis der Darstellbarkeit der hypergeometrischen Functionen von 
x = x*(r) als eindeutiger Functionen von t. 
Unseren Darlegungen stellen wir einen einfachen Beweis des 
Klein’schen Satzes voran, beschriinken uns aber auf die Betrachtung 


der Function s(A, w, v, 2), was in der That fiir unsere Zwecke ausreicht. 
Der Satz selbst lautet dann, wie folgt: 


Theorem I. Jede Lisung s(a, u,v, x) der Differentialgleichung 


ee ( Se an =) + (B+ oh — — 1) 0+ (1 — wh 
_*) i re 2a%(1 — ax)? 


” 


(A) “9 


wird, wenn « = x?(r) gesetzt wird, eine eindeutige Function von t. 


Die Function r(x?) ist selbst eine s-Function mit den Parametern 
1 =u =v =O; die singuliiren Punkte sind, wie bei s(x), die Punkte 
z=0,0o,1. Die Umkehrfunction x?(r) ist eindeutig. 

Die zu einem Werthe « gehdrigen verschiedenen Werthe eines 
particuliren Integrales s von (A) gehen aus einem derselben hervor, 
wenn a nach irgend welchen Umkreisungen der singuliiren Punkte 
a=(,0co,1 zum Ausgangswerthe zuriickgefthrt wird. Der mit « 
verbundene Werth des + wird jeder vollstindigen Umkreisung eines 
singuliren Punktes entsprechend eine lineare Substitution erfabren, 
welche in der Gruppe g der (mod, 2) zur Identitét congruenten ganz- 
zahligen Substitutionen 

_ «tt+6 

yt+o 
von der Determinante «ad — By = 1 enthalten ist. Gesetzt nun, es 
gehérten zu einem bestimmten Werthe t (welchem ein und nur ein 
Werth von 2 entspricht) irgend zwei verschiedene Werthe von s, so 
muss es méglich sein, den einen in den anderen iiberzufiihren, indem 
man # einen geeigneten geschlossenen Weg beschreiben liisst, auf 
welchem einer oder mehrere der Punkte x = 0, 00, 1 in bestimmter 
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Folge und eventuell mehrfach umkreist werden*). Dem wiirde eine 
Folge linearer Transformationen von t entsprechen, welche zur Identitit 
fiihren miisste. Letzteres ist unméglich, da die Gruppe g keine 
periodischen Substitutionen enthilt. Daher gehért zu jedem Werthe 
von t ein einziger Werth von s, w. z. b. w. 


§ 2. 
Die Differentialgleichung des Problems in verschiedenen Formen. 


Es soll zuerst durch den Ansatz 
(1) % = x*(t) 
aus der Differentialgleichung (A) eine Differentialgleichung 3. Ordnung 
(1) abgeleitet werden, welche s(z) als Function von t definirt. Ferner 
ordnen wir (A) eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung (B) zu, 
welche eine hypergeometrische Function y(#) definirt. Diese wird 
ebenfalls durch Einfiihrung von rt transformirt in eine Differential- 
gleichung (11). Endlich wird noch der Uebergang zu einer besonders 
einfachen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung (III) gemacht, auf 
welche die vorige leicht reducirt werden kann. 

Gebrauchen wir zur Abkiirzung das Symbol 


RA, uw, v, x) = (1 — ) + (28 + w* — o* — 1) & + (1 — w*) 2* : 


2x*(1 — x)* 
so haben wir als Ausgangspunkt die Differentialgleichung der s-Function: 
(A) [se = RA, u,v, a) 
und die Differentialgleichung fiir das Periodenverhiiltniss t eines ellip- 
tischen Integrales 1. Gattung als Function von «2 = x’: 


(2) [rt], = R(O, 0, 0, 2). 
Fiihrt man aber in dem Differentialausdruck [s], stati 2 eine neue 
Variable t ein, so gilt der Satz: 

[sle = [se ($2) + [rhe 
Hieraus folgt unmittelbar, dass s(4, uw, v, x) als Function von r durch 
die Differentialgleichung 


(Q) [sk = {R(, uw, v, x*(r)) — R(0, 0, 0, x?(z))| (uy 


dt 
definirt werden kann. Die rechte Seite derselben werde durch 
(A, w, », 2) 
bezeichnet; ihre explicite Form soll alsbald angegeben werden. 


*) Man kann leicht zeigen, dass die Differentialgleichung (A) nur ein System 
untereinander zusammenhiingender Integrale besitzt. 
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Nach einem bekannten Satze lisst sich der Differentialgleichung 

(A) die folgende 
2, 

(B) oY 4} RCA, wy», 2) -y = 0 
durch die Relation 

sa 

Ye 
zuordnen, Diese definirt eine hypergeometrische Function y von 2, 
fiir welche die Parameterdifferenzen a — a’, B — B’, y—y’ die be- 
liebig gegebenen Werthe A, u,v haben. Sie ist nicht die allgemeinste 
hypergeometrische Function dieser Art (welche fiinf willkiirliche Para- 
meter enthalten miisste); diese wiirde vielmehr erst erhalten werden, 
indem man y mit einem Factor der Form 
x?(1 — x) 

multiplicirt, wo & und «¢ beliebige reelle Zahlen bedeuten, Indessen 
kénnen wir, ohne die Allgemeinheit zu beeintrachtigen, die Differential- 
gleichung (B) der Untersuchung zu Grunde legen, da die Darstellung 
einer Grésse «?(1— x)* als eindeutiger Function von t keine Schwierig- 
keit bietet. 

Wir werden annehmen, dass keine der Grissen 4, w, v Null oder 
einer ganzen Zahl gleich sei, indem wir uns die Aufhebung dieser Be- 
schrinkung und die genaue Erérterung der einfachen Modificationen, 
die ein solcher Fall bedingen wiirde, fiir eine spiitere Gelegenheit vor- 
behalten. 

Transformirt man (B) durch Einftihrung der unabhiingigen Variablen 
t, so entsteht die Differentialgleichung: 


ay d dx? (tr) dy 
(If) de® dt (log ~dt J dt 


1 dx? 2 
+z R(a, mw,» am) (CG) 9 =o 


welche der Differentialgleichung (I) in dem oben angegebenen Sinne 
zugeordnet ist. 

Andererseits lisst sich derselben Gleichung die folgende einfachere 
direct zuordnen: 


(111) wr 4 1 O(a, w, vt) =O. 


“dt 
Zwischen den Integralen von (II) und (III) aber besteht, wie 
leicht zu verificiren, die Relation: 


ix®(t 
(3) y= Cc. y Se. y- 


Es bleibt noch tibrig, die Form der eindeutigen Function 9 (A, u,v, 7) 
genauer anzugeben. Man hat zuerst: 





E. Paprertirz, 


4 oo — See es at 


2xf(i— xt ti‘ CN de 
Der Werth von x? sei durch die der Theorie der elliptischen Trans- 


cendenten entnommene Formel 
2 a 22012) 
@,'(0| r) 


definirt, so wird: 
a 5‘ (0| t) P 
L— # ae 


Ferner findet man aus der Gleichung 


I (1+ n°") 


w? = 16h. —"=* 


@ ? 


[[o+e-» 


d log x? 
dt 


h == ¢f**, 


ohne Miihe: 
= ix- 3,'(0|r). 


Hieraus folgt: 
(4) O(A, w, v, 7) 
2 
=F (42-85! Or): 84 (0.z) — 2-H," (O}r) -,4 (Ot) + v?- ,4(O}r)-O54 (Or) . 


§ 3. 
Die Form der nach Potenzen von h = '** fortschreitenden Ent- 
wickelungen, welche dem Probleme geniigen. 
Die Differentialgleichung (III) lisst sich unter EKinfiihrung der 
Variablen 
(1) h = ¢'** 
in die folgende umsetzen: 


a 1 4 1 
(IV) ait + ho ry ~~ Deth? * O(a, U,Y, t) - n= 0. 


Andererseits kann die Grésse ®(4, w, v, t) leicht nach Potenzen von h 
vollstindig entwickelt werden. Dies vorausgesetzt, lassen sich zwei 
linear unabhingige Integrale 4, und y, auf Grund recurrenter Rech- 
nungen ebenfalls nach Potenzen von h entwickeln. Diese Potenz- 
reihen convergiren, was man a priori feststellen kann, fiir 


mod. h < 1 


und stellen also die Functionen y, und y, in dem ganzen Gebiete der 
Verianderlichen rt dar, fiir welches sie iiberhaupt definirt sind, niimlich 
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fiir alle Werthe t mit positivem imaginiren Theile. Aber als eine 
befriedigende Lésung unseres Problemes kénnen die fraglichen Reihen 
nicht angesehen werden. Ihre Bildungsweise ist derart complicirt, 
dass sie weder zur Rechnung tauglich erscheinen, noch einen Kinblick 
in die Natur der dargestellten Functionen gewihren. 

Wenn ich es nun aus diesem Grunde vermeiden werde, in der 
Folge einen ausgedehnteren Gebrauch von diesen Potenzreihen zu 
machen, so kann ich sie doch nicht mit Stillschweigen tibergehen, da 
die Existenz derselben sowie einige ihrer EKigenschaften mir als Aus- 
gangspunkt dienen werden. Ich werde also folgenden Hilfssatz be- 
weisen: 


Lemma I. Eine Differentialgleichung von der Form (IV) besitet 
zwei linear unabhdngige Integrale: 


a 
(2) ees “ie u,v, h), 
Ny =h ~ V(—4,u,v,h), 


in denen eine eindeutige Function des Argumentes h bedeutet, die 
fiir das Gebiet mod. h <1 durch eine nach ganzen positiven Potenzen 
von h fortschreitende Reihe definirt ist und fiir h=0 den Werth 1 
annimmt. Die Coefficienten der Reihe sind rationale Functionen der 
Parameter 2, u,v und so beschaffen, dass die identische Gleichung 


V(A, u,v, h) = VA, v, w, —h) 
stattfindet. ‘ 


Man benutze zuerst die Entwickelungen 


r n 
a 


9,(0|x) - 9"(0|t) = 1+ 16 >) (— 1+ n?- 


n=l 


a4 - 9,4(0\r) = — 1)-1. m3. Fiery 
»'(O|z) - &4(0|r) 0 > yt. . 
8,4(0|1) - 8,0 |r) = “> ni. 
so ergiebt sich: 


(3) _ -O(A, u,v, T) 


=P 4 1> [42(— h)» + w(— 1 + v7] n?- a ’ 


n=1 
oder auch: 
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1 R 2? x x ahs 
cy M(A, Bt, v,t)= — + ae > DO 1)" n3 2" (m+) 


m=0 n=1 


+ 4u? PIS 1)* 08 he @mtt) 


m=0 2= 


+ w>y> n> he emt, 


m=0n=1 
Um die hier auftretenden Doppelsummen in einfache verwandeln und 
diese bequemer schreiben zu kénnen, mdgen auf folgende Art zwei 
Symbole ~(q) und 7(q) definirt werden. Es sei fiir jede ganze Zahl q: 


¥(q) = >) (— 1)’, 


wo p alle ganzen Zahlen durchliuft, die Theiler von q sind. Fiir ein 
gebrochenes q sei ~(q) = 0. Ferner werde 


x(q) -> p* 


gesetzt, wo p entweder alle, oder alle geraden Theiler von q durch- 
liuft, jenachdem q selbst ungerade oder gerade ist. 
Hierauf findet sich: 


1 42 = 7 
(4) 2nth? - O(4, u,v, t)= 4h? +4 >) Anke, 


a=1 
wo 


(5) A,=2-y(%) 4 0-( 1)"- x(n) + v? - x(n) 
zu setzen ist. 


Um jetzt eine Lésung der vollstiindig entwickelten Differential- 
gleichung 


ay 1 dy 9 
(IV) ane +h ah ~ (% +4 Ae ‘\onm 
e=1 


zu finden, substituire man in dieselbe die Reihe 
(6) = he - >" anh”, 
m=0 


wodurch die nach Potenzen von hk geordnete Gleichung 


(e—+ rat 2 {lon ?— =| ae —- 1S a a, A + - hm =0 


r=0 
hervorgeht, welche eine identische werden muss. Der Exponent @ 
bestimmt sich mithin aus der Gleichung 
22 


(2) e—-t=0, 
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a . . 
so dass den Annahmen eg = - = entsprechend, zwei verschiedene 


Lésungen erhalten werden, von denen, wie es unser Lemma behauptet, 
die eine aus der anderen abgeleitet wird, indem man 4 sein Zeichen 
wechseln lisst. Wihlen wir: 


a 
(8) deh 


so ergiebt sich die Recursionsformel: 

m—1 
(9) an = wei : De tolenen m= 1,2,3, etc. 

r=0 
Der erste Coefficient a, bleibt unbestimmt; er mag = 1 gesetzt werden. 
Beachtet man noch, dass fiir ein gerades m der Coefficient A, eine 
symmetrische Function der Elemente uw, v, fiir ein ungerades ” aber 
eine alternirende Function derselben Elemente darstellt, so erkennt 
man aus der Recursionsformel, dass auch die Coefficienten a,, a,, a3, etc. 
abwechselnd alternirende und symmetrische Functionen von mw und v 
werden, woraus die in das Lemma I. aufgenommene Functional- 
gleichung folgt. 

Da sich, wie man leicht erkennt, im Innern des Einheitskreises 
um den Punkt h=O keine singuliren Stellen der Function y be- 
finden kénnen, so ist der Convergenzbereich unserer Y-Reihen durch 
(10) mod.h < 1 


gegeben. Kine analytische Fortsetzung tiber den Einheitskreis hinaus 
ist unméglich, da derselbe tiberall dicht mit singuliiren Stellen be- 
setzt ist. 

Von dem complicirten Charakter der Reihencoefficienten erhiilt 
man eine ohngefihre Vorstellung durch ihre allgemeine Darstellung in 
Determinantenform: 


4” 
(11) Gm = “nt (A$ 1) (A 2) - + (Am) * An; 


ees 6: ic” 0 
a 
2(a-+ 2) 
A, ( + ii 0 
A, tee 0 


mm 4 (mm aeten 0 


An—1 An-2 An—s eee A A, (@o—Nere—» 
Ag-1 Am—s te : A, A, 
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§ 4. 
Einfiihrung neuer Variablen. 


Auf Grund der fiir jede lineare Function t’ von rt geltenden 
Gleichung 


(1) [Sle = [se (42) 


dt 


und der bekannten Verwandlungsformeln der elliptischen #-Functionen 
(fiir den Werth 0 ihres ersten Argumentes) findet man folgenden Satz: 


Die Differentialgleichung (1) hat die Eigenschaft, dass sich bei 
Einfiihrung einer neuen Variablen t’ durch eine ganzzahlige Substitution 
(2) t =x arte, ad —By=1] 
ihre Form nicht dindert, sondern sich lediglich die Parameter 4, w, v 
permutiren. 

Die Permutationen 


(3) A, u,v; 4, ¥, Ws wa, v3; u,v, da; vy, as vd, 
entsprechen bezw. den Variablen 
(4) t, t—1, : ao Ss 


i-rc’ i1—¢ Tt 
und den mit diesen 6 Repriisentanten durch eine (mod. 2) zur Identitat 
congruente Substitution dquivalenten Variablen +. Diese entsprechen 
threrseits den Variablen 
1 


4 x—1 
1—2x 


1—z 
? ? x 


r x 1 
0) %, Gi? @ 


Ist die zu irgend einem t’ gehdrige Permutation der 2, uw, v etwa 
V', w, v, so hat man: 
(6) [Sle = O(4, w, v’, r+). 

Die Einfiihrung von rt’ in (III) fiihrt diese Differentialgleichung 
tiber in: 


ad? n 2 dy, 1 —_ a 
(7) dt? . - += 9G, wv, t)-n=0. 


Y 
Setzt man aber: 


(8) 


so kommt die Differentialgleichung fiir 4 auf die friihere Form zuriick: 


a n 1 , , , , , 
(9) dr? +3 O(4,u,¥,7) +4 = 0. 
Durch Einfiihrung von 
(10) hi == f*? 
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geht diese natiirlich tiber in die Gleichung 


1 
(11) ca. = i a +s er = -O(4, wv, tv): 1 = 0, 


auf welche wiederum das Lemma I Anwendung findet. 


Schreibt man jetzt den Factor (c’ -- “y" in der Form: 


(12) —yv(yt+0)=—y- = 


dt 


so zeigt sich, dass die Differentialgleichung (III) folgende unendlich 
vielen Integralsysteme besitzt: 
/q s ind, 
ieee V ae e* WA, wv, en"), 
(13) 
a 


No = de’ -@e@ . W(—4, uw, v’, ei*t), 


Mithin besitzt die Gleichung wie folgende Integralsysteme: 


is -e Wa, wv’, ef"), 
(14) 


1x? —'% ¥ , , ’ 2 , 
abhi ~W(—A4, w, v, e**). 


§ 5. 
Die Fundamentalintegrale. 
Wihlt man fiir die Variable r’ insbesondere die 6 Reprdisentanten 


t 1 —1 t—1 
(1) tT, t—1, cau? Gaset) ee t 


so erhilt man 6 Integralsysteme, welche sich indess auf nur 3 wesent- 
lich unterschiedene reduciren, insofern sich zufolge der im Lemma I 
angefiihrten Functionalgleichung die Integrale je eines der 6 Systeme 
von denen eines anderen nur durch constante Factoren unterscheiden. 
Diese Integralsysteme stellen sich mit Riicksicht auf die Formel 
Y BO my Fa. B0°(0|t) - H2*(0/t) 
44° (0|r) : 


wenn der Factor /iz unterdriickt und abkiirzend 


. 2 
(3) f(t) = era ols) 


geschrieben wird, in folgende Form: 
Mathematische Annalen, XXXIV. 
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— 
—t 
f(t).e” . Via, ga, 9, €**) 
ima 
> e—D ; 
f(t).€ - ¥(a, v, w, ee), 
_ina, 
f(t).e * .¥(— 4, w, », e”*) 
ima 
(c—1) 


f(t).e 2 y yc 4, v, Uy, eft(e—1)); 


imme ft 


(1—r).f(t).e * = vy A, 1, . a, 


25 
mhe co 


imu imu 1 


° opie? 


imu 1 





hiak ox 
(—e).fa).e 2 i. 
uma. © “9 a 


itv —1 


t.f(t).e” 8 


imv —1l 


inv ttl 
t.f(t)e* * . ( 
t.f(t).e * * w(y, u, A, . 


_iav t 1 ia 
t.f(t).e * F itm °). 


Die Systeme ¥,, Y%3 Y:, Yo3,Yi > Yo” entsprechen der Reihe nach den 
singuliren Punkten = 0, co, 1. Wir werden fiir dieselben die drei 
an erster Stelle angefiihrten Ausdriicke benutzen. 

Auf Grund der folgenden Verwandlungsformeln (fiir den Werth 0 
des ersten Argumentes der #-Functionen): 





(5) #,2(t)- Oo2(t) ox, ‘ , oe(* ko -) a, (; = ) 
#,2(r) t—1 a? : £ -) 


ot ([) eG) 


t 
= gg — : a 


kann man statt der vorigen Integralsysteme die folgenden anschreiben, 
welche mit jenen, abgesehen von multiplicativen vierten LKinheits- 
wurzeln tibereinstimmen: 
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_ 22° (2) Ho2 (4) Wa u,v cin?) 
’ oe =) ? 


_ 82? (t) Ho? (tr) 


@,2(r) -¥(-— A, “u Y, e*); 


CD) (gic 
CD wlnane), 


- os z) (i) ‘Hus _ ee i 
8,2 — v( 4, ’ ), 
ad on) v(y, a, Le 
a 
"GY (a pact 
an(= = . v( ? we ), 


Zum Zwecke einfacherer Darstellung fiihren wir die Exponenten 











’ 


a+1 : “ v+1 


9 
— 


(7) 
len ak ponent, yo ant! 


ein, welches genau die Exponenten der zu den singuliren Punkten 

z=, co, 1 gehérigen Fuchs’schen Fundamentalsysteme der Differen- 

tialgleichung (B) sind. Zugleich bedienen wir uns von jetzt ab der Buch- 

staben + und s als Substitutionssymbole im Sinne der Gleichungen 
—1 

(8) r(t) ==, s(t) = —- 

Endlich setzen wir unter Beriicksichtigung der Form der Ent- 


wickelung von 
ine 


8,2(0|r) = 4e? (14+ Qeiar4...), 
,2(0\r) =1+4e74+. 
8,?(O|r) = 1 — 4e'** +... 

zur Abkiirzung: 
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2 92(r)%,2(e) / 
9, ("**) = es - VA, w, v, e'**), 


2 a,2 a 2/ : 
Po (e'7) — ‘ ae . ¥(—- A, Ul, Y, eit); 


ee he 


w, (er (2) = e ‘I-1, 
iil o3(—*-) 


5 GL) KE 


oy (Z —T 


: <n 8 
ty (e849) = et. we _ ' 'G ). v (>, u, a, e* ‘), 
19 (= ‘) 


*GI"G) of me 


— v, MW, A, e 
492 (— = 


Es sind dann die Functionen g,, 92, %;, 2, %1» Yo Unter der gemein- 
samen Form enthalten: 


(10) 1+ce+ce*+- 


wo g von der Form ist: 
(11) 


Unsere Fundamentalsysteme von Integralen aber stellen sich jetzt 
so dar: 


¥2(E7") — de 


2 (eo (*)) as 








Y; = citar je 1 (f**), y; sia ei #Pr(z) se wy, (e247), 
Yo = einme't, @, (e**); Yo _ ei tA'r(t). wv, (e'# 7”); 
y," = eitys(t). U1 (ei *3(2)) | 


Yo" _ eit’ s(t), qo (e' *8(*)). 


(V) 


Der zwischen ihnen nothwendig stattfindende lineare Zusammen- 
hang werde ausgedriickt durch die Formeln 


(V1) = =Ay + By, y" =A y+ By, 
yy = Cy, + Dy,» yy” = C”y, + DH. 
Abkiirzend werden wir diese linearen Transformationen durch 
(12) id = RY), 1" = 8m), 
Yo = Ry), yo" = S(y2) 
wiedergeben, Ihre Determinanten sind von Null verschieden, 
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§ 6. 
Die Gruppen g und G der Differentialgleichung II. Singulire Stellen. 


Es sei T die Gruppe der reellen ganzzahligen Substitutionen 
(1) va tt, ad—beml. 
In ihr ist als ausgezeichnete Untergruppe die Gruppe g der (mod. 2) 


zur Identitét congruenten Substitutionen enthalten, welche die Werthe 
der Function 
v= x(t) 


ungeiindert lassen. Wir bezeichnen diese, wie folgt: 


(2) Q(t) =t, bil 
wobei stets 
(3) «@6;—By=—1, «=1, B=0, y, =O, 0;=1 (mod. 2) 


ist. Ferner bedeute G eine zu g isomorphe Gruppe homogener linearer 
Substitutionen: 


(4 pe mt Drs og = Any, + Airy, his May ~ Lili % 

Ty (Y2) = 923 (Lilye) = Aisy, + Aisa} 

Diese Gruppe G@ sei dadurch definirt, dass die beiden Integrale y, und y, 
der Differentialgleichung (II) die zu ihr gehérige Substitution 7; 
erfahren sollen, wenn auf + die lineargebrochene Substitution ¢; von g 
angewendet wird, mithin 2 nach gewissen Umkreisungen der Punkte 
“=, oo, 1 zum Ausgangswerthe zuriickkehrt. *) 

Die Besprechung der EKigenschaften der Substitutionen von [ und 
g, Welche fiir unsere Zwecke verwerthet werden sollen, kniipfen wir 
an bekannte geometrische Vorstellungen an, niimlich an die Eintheilung 
der positiv zur reellen Axe gelegenen Halbebene t in Kreisbogen- 
vierecke, welche auseinander durch die Transformationen der Gruppe 
hervorgehen. Niiheres hieriiber findet man in der bereits citirten Ab- 
handlung des Herrn Klein, (Math. Ann. Bd. 14). 

Der Aufbau der einzelnen Substitutionen von G aus erzeugenden 
Substitutionen ist vermdge des Isomorphismus beider Gruppen der 
nimliche, wie ing, wenn die erzeugenden einander entsprechen. Die 
explicite Darstellung der Substitutionen in G, welche den gegebenen 
erzeugenden Substitutionen von g entsprechen, ist ihrerseits stets mit 
bekannten Mitteln durchfiihrbar. 


*) In der Bezeichnungsweise des Herrn Poincaré ist x eine ,,fonction 
fuchsienne“ von t, g ihr zugeordnet als ,,groupe fuchsien“, andererseits y eine 
»fonction zétafuchsienne“, 

e 
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Kann sonach die Gruppe G als mit g zugleich bekannt angesehen 
werden, so bildet die Aufsuchung der Substitutionen in G, welche 
gegebenen Substitutionen in g correspondiren, fiir uns das Mittel, um 
das Verhalten der Integrale y, wnd y, an den singuliren Stellen der 
Ebene +t festzustellen und weiterhin um zu einer Darstellung dieser 
Functionen zu gelangen. 

Die singuldren Stellen der Differentialgleichung (II) sind ihrer Lage 
nach bekannt, Sie erfiillen iiberall dicht die reelle Axe in der Ebene t 
und vertheilen sich in drei Kategorieen von je unendlich vielen Punkten, 
welche bezw. den drei singuliiren Punkten x = 0, oo, 1 der urspriing- 
lichen Differentialgleichung (B) entsprechen, d. h. mit den correspon- 
direnden Punkten 
(5) t=, 1,0 
vermége der Substitutionen von g iiquivalent sind. In ihrer Gesammt- 
heit entsprechen sie den reellen Werthen der Variablen t. 

Jenachdem aber der reelle rationale Punkt te durch einen 
irreduciblen Bruch einer der drei Formen 

2p+io 2p+1 2p 
(6) aieibes 29° Yq+i’ @q+1 
dargestellt wird, ist er durch Substitutionen von g iiquivalent mit 
t=oco, 1,0. Die betreffenden Substitutionen sind nur bestimmt bis 
auf eine hinzutretende beliebige (positive oder negative) Potenz der- 
jenigen parabolischen Substitutionen in g, welche resp. t =o, 1, 0 
festlassen. 

Die in obige drei Kategorieen vertheilten reellen rationalen Zahlen 
é ordnen sich als Unendlichkeitsstellen bestimmten Classen linear- 
gebrochener Functionen von t zu, deren Coefficienten ganze Zahlen von 
der Determinante 1 sind. Es entsprechen niimlich die Stellen 
Sp+t pt 

a 2q+1?’ 
den Functionen von der Form 


é&e= 


t (2 ail 
f(t) T—t(x ? é, (t) 


(7) 


1 t;(t)—1 
(rt) — 1, Tt’? ae 
in denen ¢,; irgend eine Substitution in g bedeutet. 

Irgend einem gegebenen Werthe « entsprechen hierbei unendlich 
viele lineare Functionen mit demselben Nenner. Will man aber jedem 
reellen rationalen Werthe ¢ eine .bestimute unter den obigex Fune- 
tionen zuordnen, die fiir t—¢ wnendlich wird, so kann man sich 
etwa auf die Betrachtung der drei Functiousformen 
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t;(t) —l1 
(8) t; (t), 1—t,(t) ? t,(t) 


beschrinken und hat weiter noch in jedem dieser drei Fille die an- 
zuwendenden Substitutionen ¢; passend auszuwiihlen. 

In Bezug auf diesen Gegenstand mégen einige Einzelheiten erdrtert 
werden. 

Die obengenannten drei Functionsformen geben wir durch 


(9) ti(t), tr(t), ts(t) 
wieder*), 

Fiir die folgenden Substitutionen der Gruppe g fixiren wir die 
Bezeichnung : 


t,(r) =t-+2, 
(10) b()— F237 


t,(t) = cont 


Sie sind parabolisch und haben die festbleibenden Punkte t == oo, 1, 0. 
Uebrigens geniigen sie der Relation 


(11) tytyt,(t) = 


und es erzeugen zwei von ihnen, z. B. ¢, und #, durch Iteration und 
Combination die Gruppe g. 

Jetzt sei ein reeller rationaler Werth ¢ gegeben abs es mégen 
diejenigen Substitutionen ¢ aufgesucht werden, welche man auf die 
Variable t anzuwenden hat, um (jenachdem « der 1., 2., 3. Kategorie 


angehort) aus 
t, (zt), s(t) 


solche lineare Functionen hervorgehen zu lassen, welche fiir t = ¢ 
unendlich werden. 

Bezeichnet ¢ irgend eine unserer Forderung geniigende Substitu- 
tion, so sind (was oben schon angedeutet wurde) alle die gesuchten 
Substitutionen, jenen drei Fiillen entsprechend, durch 


(12) ttt, tt, tty? 


gegeben, wo k eine beliebige positive oder negative ganze Zahl 
bedeutet. 


.*) In einem Producte von Substitutionen mdgen die einzelnen Substitutionen 
von links nach rechts in derselben Folge geschrieben werden, wie sie nach einan- 
der angewandt werden. Es ist also: 


tr(t) =r(t(r)), ete. 
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Die Aufsuchung einer Substitution ¢ vollzieht sich aber nach 
folgenden einfachen Regeln. 

Man setze: 

2a+1 2 

(18) te) = Seeraa ei 
und fiige die Bedingung 
(14) 2ad— 2be+a+d=0 
hinzu, welche ausdriickt, dass die Determinante der Substitution = 1 
sein soll. Hierauf sind die ganzen Zahlen a, b, c,d so zu bestimmen, 
dass bezw. eine der folgenden Gleichungen besteht: 


1° _ 24+1 _ 2p+l 


2c se ° 
go = 3(4—b)+1 _ Spi 
“* @@—e)+1  2q+1”’ 
30 a i 
” “Geri” tess 
1°. Man setze, da 2d-+1 und 2¢ ohne gemeinsamen Theiler 
sein miissen, 
d=p, c=—4q, 
so bilden a und 6 eine Lisung der Diophantischen Gleichung 
(2p+1)a+ 2qb—=—p. 
Aus irgend einer speciellen Lésung derselben erhilt man die allgemeine 
in der Form: 
a—2qk, 6+ (2p+1)k. 
2°. Da 2(d—b) + 1 und 2(a—c) + 1 relativ prim sein miissen 
(ein ihnen etwa gemeinsamer Theiler miisste auch ihr Product, welches 
= 1 — 2b(2a—2c-+1) — 2c(2d—2b-+1) gefunden wird, also auch 
1 theilen), setze man: 
d=p+b, c=a-—q, 
so bilden a und 0 eine ganzzahlige Lisung der Gleichung 
(2p+1)a + (2q+1)b—=—p. 
Hier ist die allgemeine Form der Lésungen: 
a+(2q+1)k, b—(2p+1)k. 
3°. Die Zahlen 2a-+ 1 und 20 sind theilerfremd zu nehmen, 
Man hat also 


a=q,.b=—p : 
zu setzen und fiir ¢ und d Lésungen der Diophantischen Gleichung 
(2qg+1)d + 2pe— —q 
zu wahlen; diese stehen unter der allgemeinen Form: 


c—(2q+1)k, d+2pk. 
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Die angegebenen Diophantischen Gleichungen sind stets in ganzen 
Zahlen lésbar. Die allgemeine Form ihrer Lésungen steht im Einklang 
mit dem, was oben iiber die Unbestimmtheit der Substitution ¢ gesagt 
wurde. 

Zwei Substitutionen einer Gruppe von der Form 


¢ und tt? 


nennen wir beziiglich t, dquivalent. Ferner: vertheilen wir alle Sub- 
stitutionen einer Gruppe in Classen, so dass jede Classe die unter- . 
einander beziiglich ¢, ‘iquivalenten Substitutionen und nur solche 
umfasst, so mag ein vollstindiges System nach t. indquivalenter Sub- 
stitutionen ein solches heissen, welches aus jeder Classe einen Repriisen- 
tanten enthilt. 

Dann kénnen wir sagen: 

Lemma Il. Das allgemeinste Verfahren, welches dazu fiihrt, einem 
jeden reellen rationalen Punkte ¢ eine und nur eine fiir t = & wnendlich 
werdende lineare Function der Formen 


ti(t), tr(t), &8(r) 
zuzuordnen, besteht darin, dass man in den Ausdriicken 


u(t), vr(t), ws(r) 
die Symbole u, v, w resp. ein vollstindiges System beziiglich t,, t,, t; 
indquivalenter Substitutionen der Gruppe g durchlaufen ldsst. 

Fasst man uw, vr, ws als Substitutionen der Gruppe [ auf, so 
bilden sie in dieser ein vollstiindiges System beziiglich der Substitution 
t=—t+1 

iniiquivalenter Substitutionen. Hieraus folgt: 
Lemma III. Das allgemeinste Verfahren, jedem Punkte é eine 
einzige fiir t = & unendlich werdende ganszahlige lineare Function 


art+b 
i(t) = et-+d’ 


ad—bec=1 . 


zuzuweisen, besteht darin, dass man das Symbol 1 ein  vollstindiges 
System nach t' =+t-+ 1 indigquivalenter Substitutionen der Gruppe T 
durchlaufen lésst. 
Wir werden hauptsiichlich von dem Lemma II Gebrauch machen. 
Aus der Gruppe g ist also zuerst ein System H von unendlich 
vielen Substitutionen 
(15) to(t) == 2, 4, (zt), %(%), t5(t),... 
auszuscheiden, welche mit Bezug auf ¢,(t) siimmtlich inaquivalent und 
so beschaffen sind, dass jede gegebene Substitution ¢;(r) in g sich auf 
eine einzige Art in die Form setzen lisst: 


(16) t;(t) = tat,*(t) = u(t) + 2k. 
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Die Auswahl dieses Systemes H, welche auf unendlich mannichfache 
Weise erfolgen kann, wird sich fiir unsere Zwecke als gleichgiiltig 

erweisen. Um aber die Vorstellungen zu 
| fixiren, treffen wir sie so, dass, wenn dem 
| Punkte 


| t= §+in 
{ das oberhalb der Kreise §(§--1) + 4? =0 


und zwischen den Geraden § = + 1 ge- 
legene Gebiet RF, als Spielraum angewiesen 
wird, die zu allen Substitutionen u, ge- 
hérigen Gebiete FR, gerade den oberhalb 
~~ ges er reellen Axe und zwischen den niim- 
lichen Geraden geiegenen Streifen der 
t-Ebene einfach und liickenlos bedecken. 
Es ist zweitens aus der Gruppe g ein System H' von Substi- 
tutionen 


(17) V(t) = 7, (tT), Q(t), U(t),-.- 
auszuscheiden, welche nach ¢,(t) simmtlich iniquivalent und so be- 


schaffen sind, dass jede gegebene Substitution ¢;(r) sich nur auf eine 
Art in der Form: 


(18) t;(t) = Unt (t) = 








— 
w-7 T=0 
Pig. 1. 


(2k— 1), (t) —2k 
vk-v,(t) — (2k+1) 


schreiben lisst. Die noch in unserer Willkiir gelegene Wahl des 
Systemes H’ treffen wir zweckmiissig so, dass wir fiir jeden Werth 
von ” 

(19) V, = ruz,r—! 

setzen. In der That folgt leicht, dass v, ein vollstiindiges System nach 
t, inaiquivalenter Substitutionen durchliuft, wenn u, das System H 
durchliuft. Man braucht nur zu beachten, dass aus der Annahme 


Vn = Unt." oder rtt,r—' = ru,r-'t,', 
zufolge der Beziehung 
Des ky—1 
t,* = rt,*r—, 
die unzulissige Relation 


tn = thy t,* 
folgen wiirde. 


Drittens soll aus der Gruppe g ein System H” solcher Substitu- 
tionen 


(20) W,(t)=T, w(t), W(t), W,(t),... 


ausgewihlt werden, welche, nach ¢,(r) iniiquivalent, es gestatten jede 
Substitution ¢;(r) auf eine Art in die Form zu bringen: 
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w,, (t) 


1—2k-w, (2) 


(21) t;(v) = Wy ty*(t) = 


Wir fixiren dieses System H’, indem wir allgemein 
(22) Wn = SU, S! 
setzen. 

Es mégen noch zwei Hilfssiitze angefiihrt werden, auf welche wir 
spiiter Bezug nehmen werden. 

Lemma IV. Sind t. und tz gwei gegebene Substitutionen einer 
Gruppe und durchliuft das Symbol t; ein vollstdndiges System nach tq 
indquivalenter Substitutionen dieser Gruppe, so bilden auch alle Sub- 
stitutionen t,t; ein solches System. 

Zum Beweise braucht man nur zu zeigen, dass aus der Annahme 

ty t;(t) = tytata(t) 
‘stets 
i= t 


folgt. Ersetzt man aber in der angenommenen Gleichung t durch 
ty'(r), so folgt: 

ty = thle, 
eine Beziehung, welche der Voraussetzung unseres Satzes solange 


widerspricht, als nicht h = 7, k =O genommen wird. 
Wir ziehen hieraus noch als eine weitere Folgerung: 


Lemma V. Setzt man, was immer mdglich ist, jede Substitution 
tat; in die Form: 


tyt; = thte , 


wo t, demselben vollstindigen Systeme beziiglich t. indquivalenter Sub- 
stitutionen einer Gruppe angehirt, wie t; selbst, so stimmen die stimmt- 
lichen t, mit den siimmtlichen t; bis auf die Reihenfolge tiberein. 

Der Isomorphismus der Gruppen g und G kann holoédrisch oder 
meroédrisch sein. Welcher von diesen beiden Fiillen aber auch ein- 
treten mag, immer kann jede Relation zwischen Substitutionen ¢; von 
g zugleich als eine Relation zwischen den entsprechenden Substitutionen 
T; von G geschrieben werden. 

Wir nennen 7,, T,, 7, und U,, V,, W, die Substitutionen in 
G, welche resp. ¢,, ¢,, #, und %,, Un, W, ing correspondiren, Definiren 
wir ferner drei rein multiplicative homogene lineare Substitutionen 
®,,9,, 0, durch ihre Coefficientensysteme: 


Ling Lin ) 
(23) o, =|" 0 \, e, =f" B ( \ 


0 e2ita’ 0 ing 


Qin 0 
0, -{; ; ' } 
0 etiay 
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und bedeuten R, S die Substitutionen, welche die Integrale y,, y, 
resp. in y,', y. und y,”, y,” tiberfiihren (Siehe § 5 am Schlusse), so 
gelten die Beziehungen 


(24) 7,=0,, 7, = RO,R-, T, =SO,7-; 7,7,T, =| 


1 


§ 7. 
Das Verhalten der Integrale y,, y, an den singulairen Stellen. 


Von den Integralen der Differentialgleichung (11) migen jetzt die 
folgenden beiden linearunabhingigen: 


= eitat : 9; (e**), 
©) ty = cinat. wp, (ci**) 
in Bezug auf ihr Verhalten an den singuliren Stellen der Ebene t 
genauer uniersucht werden. 

Zu jedem singuliiren Punkte t = ¢ gehért eine Darstellung dieser 
Integrale von der Form: 


R a a a (0) 


@ w _ @ ® 
Y=C- ee. £ (a=) +D- ee. $, (=). 


Hierbei bedeuten @, o,, 0,, A, B, C, D Constanten, $8, und $8, aber 
Potenzreihen, die nach positiven ganzen Potenzen ihres Argumentes 
fortschreiten und mit verschwindendem Argument den Werth 1 an- 
0) 
nehmen. Die Constante @ ist so gewiblt zu denken, dass e** nach 
Null convergirt, wenn der Punkt t sich dem reellen rationalen Punkte 
t von der positiven Seite auf einem Wege niihert, der die reelle Axe 
nicht beriihrt. Ein soleher Weg soll direct heissen. 

Es handelt sich zuerst darum, zu zeigen, wie fiir jeden gegebenen 
Punkt ¢ die Functionen y, und y,, welche nur fiir Werthe von t mit 
positiv imaginiirem Theile erkliirt sind, die reelle Axe aber als natiir- 
liche Grenze haben, in die obige Form gesetzt werden kénnen. 

Man hat vor Allem wieder die drei Fiille 1°, 2°, 3°, niimlich: 
2Qp-+1 2p+1 2p 

2q ? 2q+i1’ 2%q+1 
zu unterscheiden, hierauf aus den Functionen 


Un(T), Unr(t), W,S(T) 
diejenige auszuwiihlen, welche fiir t = ¢ unendlich wird. Ist dies ge- 
schelen, so nimmt auf Grund der Gleichungen (V) und (VI) die Dar- 
stellung von y, und y, eine der nachfolgenden Formen an: 
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‘ eima-u(t) 2 Y, (ei@ ule) ) a B, " eita’ -u(t) Do (cite) Ve 
- eimta-ult) , 9, (ci#- u(t) ) + D, ‘ eit’ - u(t) , Qo (ei); 


Qo {" a A, - embers) . p, (ert) + B, - emt ors) . p, (efm-orle), 
©" Uy, = Cy » ember). , (elmer) + Dy « en ore) « yp, (iments); 





7 Y A, Fs ei2Y - ws(7) . vA (e'%- s(t)) “t B, g eity' + ws(t) P Io (eit: wa(e)) ; 
L? ° Y> C; - Gimy-wsit) , 4, (ee) + D, . eity'-wsx(t) , Io (= WX), 


Diese Formeln weichen von der Form der Gleichungen (2) in 
einem nur unwesentlichen Punkte ab. Es erscheint niimlich in jedem 
einzelnen Falle die Exponentialgrésse, nach welcher in (2) entwickelt 
wird, hier mit einer Constanten multiplicirt wieder. Indess ist es 
gerade dieser Umstand, welcher die folgenden Betrachtungen ver- 
einfacht. 

Setzt man in den Gleichungen (3) fiir u, v, w resp. die Substitu- 
tionen der Systeme H, H’, H” ein, so erhiilt man die zu allen singu- 
liren Punkten gehdrigen Darstellungen der Functionen y, und y,. 


Es sei ¢ = — s und a, b, c, d ganze Zahlen von der Determinante 


ad — be =1, so haben die Functionen 9,, 9, resp. Y,, H, Oder 4%, , Xo, 
welche in die zu t = ¢ gehdrige Darstellung von y, und y, eingehen, 


die Form: 
at+b sin ttt? 


iz 
1+ ce ots 1 ce hi 


Nihert sich aber t dem Punkte ¢ auf directem Wege, so convergirt 
i at+b 
e °*t“nach Null. Man schreibe niimlich, um dies deutlich erkennen 
zu lassen, die fragliche lineare Function von t in der Gestalt: 


ar+b a 1 


et+d ec e(er+d) 
und setze: 
oS - + ee, 


wo @ positiv ist, so hat man: 


an OE? is— . . (sin w -+ # cos @) 
StS ee c e ce 


Offenbar wird stets: 


._ at-+b 
lim (cit eer«) =0 fir lim sin aZ20. 
= 
Die soeben gemachte Bemerkung liisst ersehen, dass die Formeln 
(3) das Verhalten von y, und y, in der Niihe jedes singuliren Punktes 
vollstiindig charakterisiren, wenn man annimmt, dass eine hinreichende 
Anzahl ‘leyme der frither bereits definirten Entwickelungen 
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Pir Por Vir Yo» Kir de 
berechnet vorliegen und wenn iiberdies die Constanten 
A,, £,, C,, D,, A,, a +, D; 
in jedem Falle angegeben werden kénnen. Letztere setzen sich aus 
den Coefficienten der Uebergangssubstitutionen R und S und denen 
der Substitutionen von G in einfacher Weise zusammen. 
Wir betrachten zuniichst das erste Integralsystem (V): 


(4) ? Gs OE) 
Y> — eita't a yp, (e'**). 


Unterwerfen wir in diesem die Variable rt einer Substitution wu, des 
Systemes H, so erleiden y,, y, die homogene Substitution U,. Man 
hat daher*): 
Y, _— er -Q, "™), 

(5) —1 / ima'u imu, 
Yo = Us (e "+ My (e ")). 


Unterwerfen wir aber t in (4) einer beliebigen Substitution ¢; der 
Gruppe g, so kann diese auf eine einzige Art in der Form 


(6) t; = unt,* = u, + 2k 
geschrieben werden. Mithin lisst sich 7; analog schreiben: 
(7) T;=0U,T; wd T7'=T7,* Uz". 
Man hat hiernach: 
i" = 7," Uz? (face ten 9, (e'*"*)), 
Yo — 7 ihe titan P P> (***)) 
und es folgen auf Grund der Form von 7, die identischen Gleichungen 
7 (nee Ps 9, (e*")) a U; 1 iii -O; ('*"*)) : 
f, 1 rn ; ,(e*")) — g ('** Un. P» (e'*™™)), 


vorausgesetzt, dass zwischen ¢; und u, die Beziehung (6) obwaltet. 
Wir driicken jetzt y,, y, mit Hilfe von (VI) durch das zweite 
Integralsystem (V) aus: 


(" = R-1 (eix8r -Y (e'*")) . 
y, = Ro (cin6' Y, (e'*")). 


(8) 


(9) 


(10) 


Wenden wir in (10) auf t eine beliebige Substitution v, des Systemes 


*) Ich werde in der Folge, wo Missverstiindnisse ausgeschlossen sind, in 
der Bezeichnung der auf + anzuwendenden Substitutionen den Zusatz (r) weg- 


lassen, 
- 
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H’ an, so tritt v,r an Stelle von r und gleichzeitig erleiden y, und y, 

die homogene Substitution V,. Daher wird 

y= R 7 oo F v, (é**")) ' 

(11) - 
Y= R™ Vz" (é*F %r, 2 (e'*"n")). 


Unterwerfen wir aber in (10) die Variable r einer beliebigen Sub- 
stitution ¢; und ist 


(12) t: =v, tf , also tr—=v,r + 2k, 
so wird: 


(13) T;=V,T?s, oder T7'=RO;*R'V,". 
Aus den Gleichungen 


y, = RT," tial -Y, (é**")), 
geht aber, durch Einfiihrung der letzten Formeln, 

yy = Os * RAV, (eA t2Y . y, ('*%n")), 
\ = 0, *R"V," (e IAB (ome teh), ay, (e'*"")) 


(14) 


(15) 


hervor. Diese Gleichungen sind von (11) nicht verschieden, ‘Vielmehr 
bestehen die identischen Beziehungen 


(fF ee. v, (e**")) = _ etal 2 v, (e'*"n")) ; 
f, 1 (efaF 4" : w, (e'**")) _ y;* (efaFv0". wb, ("a"). 


Ganz analoge Resultate stellen sich natiirlich ein, wenn schliess- 
lich y, und y, durch das dritte Integralsystem (V) ausgedriickt werden: 


[y= S” — u(e*)), 
et a ('*”*. 4, (e™")). 


Bei Anwendung der Substitution w, des Systemes H” auf t er- 
halten wir: 


(16) 


(17) 


Y; — s- Ww; (itr%e*.. A: (é iMWy ». 
Yo — s- wo (e'*7'"0°. 4(e7"™ ‘)). 


Fiir eine beliebige Substitution ¢; hat man ferner unter den Voraus- 
setzungen: 


(19) t; = w, t,*, 8 = Was + 2k; % 
(20) T;=W,T;, ;'=8e;*s" Ww," 


(18) 





272 E, Papperirz. 


die Identitiaiten 
xe , 4i(e*"*)) = weer" j X1 (f"™*)), 
;;* ag ts. Xo (*%*)) = we (ares. Xo ("mn ‘)). 


Durch unsere Darlegung ist die Bestimmung der Constanten 
A,, B,,...D, in der Gleichung (3) zuriickgefiihrt auf die Ermittelung 
der Substitutionen U,, Vn, W,. Die Identitiiten (9), (16), (21) lassen 
erkennen, welcher Spielraum bei der Auswahl dieser Substitutionen, 
oder — was gleichbedeutend ist — bei der Wahl der Systeme H, H’, 
H” offen steht. 

Wir fassen unsere Resultate zusammen: 

Theorem II. Néhert sich der Punkt t einem singuliiren Punkte 
é auf directem Wege, so ist das Verhalten der Functionen y,(t) und 
yo(t) fiir t =e aus den Gleichungen (5), (11) oder (18) zu entnehmen, 
Sp+i1 3p+1 2p 


2q , = 2q+1’ oder = Qq+1 ast. 


(21) 


jenachdem ¢ = 


Zur Vereinfachung der weiteren Untersuchung soll von jetzt ab 
angenommen werden, es seien a@, a’, B, B, y, y’ thren absoluten 
Werthen nach <1. Hierin liegt keine Beschriinkung der Allgemein- 
heit, da jede hypergeometrische Function, deren Parameter sich von 
a, a’, 6, B, vy, y’ nur durch ganze Zahlen unterscheiden, sich durch 
die hier zu betrachtende Function und ihre Ableitung nach «z auf 
Grund der bekannten Relationen zwischen verwandten Functionen 
linear und homogen mit rationalen Coefficienten in x ausdriicken lisst. 
Eine solehe Reduction des Falles einer beliebig gegebenen hyper- 
geometrischen Function auf den hier angenommenen speciellen Fall 
entspricht, was die zugehdrige Function s(4, w, v, x) angeht, der 
Ersetzung von A, u,v durch ihre absolut kleinsten Reste (mod. 2). 


§ 8. 
Die Functionen O(r), ¢,(r) und §(r). Reihenentwickelungen und 
Convergenzbeweise. 


Es kann, nachdem alle Vorbereitungen getroffen, jetzt zur 
Bildung gewisser wnendlicher Reihen geschritten werden, welche den 
Substitutionen der Gruppe g gegeniiber dasselbe Verhalten zeigen, wie 
die ©-Reihen und §-Reihen des Herrn Poincaré, dagegen beziiglich 
ihres Aufbaues von jenen abweichen. 

Zuerst werde eine Function O(r) definirt durch die Gleichung: 


0) 0B) + BC+ BCE 
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Sodann definiren wir zwei Functionen {,(t) und §,(r), welche sich 
ebenso, wie dies fiir @(r) ersichtlich ist, aus drei Theilsummen zu- 
sammensetzen. Letztere betrachten wir zweckmiissig gesondert, setzen 
demgemiiss zunichst: 


f(r) =) UR" (cite) . (a y 
§2(t) -2) U* (item) . (3) 
é,(#) -2' RV (eitPen’y. 

&y'(®) -2 ROVE eat ry. 


B"() =D St Weer") 





B") =>) SW"). 


und schliesslich: 


. (t) = & (ce) + &'() + &,"(x), 
£,(t) = &(t) + &y (t) + &" (7). 


Die Summation soll sich in (1) und (2) auf alle Substitutionen 
Un, Uny Wn der Systeme H, H’, H” in g und die entsprechenden Sub- 
stitutionen U,, Vi, W, der isomorphen Gruppe G erstrecken. Es 
soll bewiesen werden, dass die aufgestellten Reihen fiir alle Werthe 
der Variabeln t mit positiv imaginiirem Theile unbedingt convergiren, 
sobald m hinreichend gross gewihlt wird. 

Die unbedingte Convergens der Reihe (1) fiir O(r), welche eintritt, 
sobald m > 1 ist, liisst sich auf verschiedene Art beweisen. Am ein- 
fachsten geschieht dies, indem man sich auf folgenden bekannten 
Satz stiitzt: 

Die unendliche Doppelsumme 


Gu 2)! (satra) 


in welcher w und v alle positiven und negativen Zahlen durchlaufen 
(mit Ausschluss der Combination u = v = 0), convergirt unbedingt fiir 
beliebige Werthe von w, und @,, deren Verhiiltniss. keine reelle Zahl 
ist, solange m > 1. 


Mathematische Annalen, XXXIV. 18 


(3) 
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Die Reihe fiir (rt) liisst sich in der Form schreiben: 


00 - DS (ae)” 


wo w alle ganzen Zahlen von 0 bis oo, v’ aber jedesmal alle positiven 
und negativen Zahlen durchliiuft, welche zu w relativ prim sind 
(sodass die Zahl 0 nur in den Combinationen w =O, v' =—1, ‘und 
uw =1, » =O anftritt), Da niimlich die Gesammtheit der Zahlen 


w sich mit der Gesammtheit der positiven und negativen reellen 


rationalen Zahlen genau deckt, so stellt sich die Zulissigkeit dieser 
Schreibweise als Folge unserer friiheren Festsetzung ein, wonach in 
jedem reellen rationalen Punkte eine und nur eine der linearen Func- 
tionen U,, Un’, W,s unendlich wird. 

Wir multipliciren O(r) hierauf mit der fiir m > 1 ebenfalls un- 
bedingt convergenten Keihe 


ay. Ser 
@ rn ? 


= - 2 
deren Summe durch 
B 


2a \2m m 
(on) * em) 
gegeben ist, wenn B,, die m'* Bernouilli’sche Zahl bedeutet; dann wird 


offenbar ftir 7 = = die Gleichung 


(= =)". Gm)! -O(s) — G. 


erhalten; denn es Sadiiaiiies ou’ und ev’ dieselben Zahlen wie oben 
uw und », Zugleich erhilt man eine nach h = e'** fortschreitende 
Entwickelung*). Hierdurch ist der Beweis erbracht. 

Theorem III. Die wnendliche Reihe: 


eB) +BY + ECAY 


convergirt unbedingt fiir alle Werthe von t, die reellen ausgenommen, 
sobald m > 1 ist. Sie lisst sich fiir h = e'** in die Reihe wmsetzen: 


= m— we* 
Q(t) = 1 +4 4m - > 1. ae 


Diesem ersien Convergenzbeweise fiigen wir noch einen gweiten an. 
Letaterer 1 wird unter Benutzung einer Methode gefiihrt, welche mit der 


*) 8S. Hurwitz, Grundlagen einer independenten Theorie der elliptischen 
Modulfunctionen etc, Math. Ann, Bd. 18, p, 547. 
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von Herrn Poincaré an bereits citirter Stelle angewandten im Princip 
iibereinstimmt und soll uns dazu dienen, die Grundlage fiir den noch 
zu erbringenden Convergenzbeweis der §-Reihen zu gewinnen. 

Im Sinne einer Nicht-Euklidischen Geometrie migen solche Figuren 
in der Ebene t, welche auseinander durch reelle lineare Transforma- 
tionen der Variablen t hervorgehen, als congruent betrachtet werden. 
Den Linien und Flachen congruenter Figuren kommen dann invariante 
Gréssen zu, welche ihre Linge oder ihren Fliicheninhalt in Nicht- 
Euklidischer Massbestimmung darstellen und durch die Symbole ZL 
und S bezeichnet werden mégen. 

Man erhiit das LZ einer begrenzten Linie, wenn man fiir r=§ +-iy 


in der Formel 
L a dt 
UI 


das Integral lings jener Linie nimmt, und das § einer begrenzten 
Fliche, wenn man in 


tafe 


das Doppelintegral iiber das Innere der Fliche erstreckt. 
Wir betrachten jetzt Substitutionen der Gruppe [. Irgend eine 
derselben sei durch s;, ausfiihrlich: 


: b. 
Si (t) om ace a; a; _— b:G; = 1, 


bezeichnet. Uebrigens werde 

Si(t) = & + ini 
gesetzt. Es sei ferner w, die Fliche eines unendlichen kleinen Kreises 
C,, welcher den Punkt t umschliesst, w,; die Fliiche des Kreises C; 
welcher aus ihm durch die lineare Transformation s; hervorgeht und 
den Punkt s,(r) umschliesst. C; hat mit C, keinen Punkt gemein. 
Das ZL solcher Bégen, die Orthogonalkreisen der reellen Axe (oder 
verticalen Geraden) angehdren und ganz von C, bez. C; umschlossen 


sind, kann dann offenbar eine gewisse Constante 0 nicht tiberschreiten. 
Man hat ferner: 


a; ds, \? 1 

ie mod. ( x) = mod. (¢,t +ay ° 
Das S der unendlich kleinen Kreise C, und C; hat eine und dieselbe 
Grésse 6; diese wird aber das eine Mal durch 


didn @ 
fftieas, 
nf) one 


das andere Mal durch 
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ausgedriickt. Demnach findet sich: 


1 V @; Nj 
mod. ase ~~. 


Oberhalb der Punkte rt und s;(r) mag in dem Abstande », von 
der reellen Axe eine Parallele zu dieser gezogen werden. Ferner 


setzen wir: 
Un 
‘dn n 
l =| —- = log we 
n =| 


% 
P 
5 tel — om few Se. 
. n "+ 
"i 
woraus 


Ne eo 


1) sed 


folgt. Demnach haben wir: 
Lemma VI. Bedeutet 1 resp. l; das L der senkrechten Abstiénde 
der Punkte t und s;(t) von der Horizontalen 4 = , so ist 


1 ds; 11; 
mod, (ae+d,y mod, (>) =e ', 


Es sei 4, < %. Zwei Parallelen zur reellen Axe » =) und 
” = begrenzen mit den beiden senkrechten Geraden § =O und 
&—1 eine rechteckige Fliche J’, deren 8 
z dargestellt wird durch 


1, 
S didn 1 1 
— n — No re 
0 No 
uv a 


1=% - oder, wenn /’ das LZ des senkrechten Abstandes 
IN "yon 7 = und » = np bedeutet, 


I= To 








= 1 _— 
S = (e*—1). 











tT=oa t=7 
Fig. 2. Wir betrachten nach diesen vorbereiten- 


den Bemerkungen speciell diejenigen Substitutionen in [, welche 
durch 

Un, Unt, WnS, 
oder — was gleichbedeutend ist — durch 

Uy, Tn, Stby 


gegeben sind, und die Gesammtheit der Punkte, welche durch An- 
wendung vorstehender Transformationen auf den Punkt + erhalten 
werden. 





erh 
Gr 
80 

y = 
von 
Rec 
dur 
seg 
Tra 
bez 
Ger 
3i(t 


Kre 


Hon 


cons 
meti 
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Man erkennt leicht, dass (solange nur t keinen reellen Werth 
erhilt) fiir die Ordinaten der Transformirten des Punktes t eine obere 
Grenze existirt. Demnach giebt es auch eine bestimmte Grésse m, 
so beschaffen, dass alle Kreise C; ganz unterhalb der Horizontalen 
9 = liegen. Wir nennen nun N die Anzahl der Transformirten 
von t, die oberhalb der Geraden » = y, liegen. Es enthiilt dann das 
Rechteck F' jedenfalls genau N Punkte, die mit den hier betrachteten 
durch die Substitution s,(r) = rt + 1 fiquivalent sind. Und da es uns 
gegenwirtig nur auf die Anzahl N ankommt, so diirfen wir statt der 
Transformirten von t durch unsere obigen Substitutionen die ihnen 
beziiglich s, fquivalenten Punkte betrachten, welche zwischen den 
Geraden § = 0 und § = 1 enthalten sind. Unter ihnen mag der mit 
s(t) aiquivalente Punkt durch P;, der ihn umgebende unendlich kleine 
Kreis durch K; bezeichnet werden. 

Liegt nun P; oberhalb » =, so liegt K; ganz oberhalb der 
Horizontalen » = 7,’, fiir welche 

« No = etd 
" 
ist. In dem Rechteck F', oberhalb y = y,’, unterhalb y = y, und 
zwischen § = und § = 1 liegen also wenigstens N Kreise K;, deren 
gesammtes S = No ist. Das S von F, ist aber 


> (e'+9—1) > No. 


Mithin folgt: 

Lemma VII. Fiir die Anzahl N der Punkte, welche durch die 
Transformationen %,, U,%, Was aus dem Punkte t hervorgehen und 
oberhalb der Horizontalen y = ny. liegen, besteht die Ungleichung 


1 (+e 
N< rh (e! + 1). 
Jetzt denke man sich eine Reihe horizontaler Geraden 


1 = Nyy No » Nes e+ ey QM, >> 
construirt, fiir welche das Z ihres Abstandes von 4 =, in arith- 
metischer Progression wiichst, mithin 


No , ae 
3 — eet... 
No No 


ist. Ferner schreibe man die unendliche Reihe 


(4) 2 mod. ( —_ )" -4- 2 mod. ( Vy a 2 mod, fees )" 


in der Form: 
Q+ G++ + Ot+:::, 


indem man in Q, alle Terme von (4) zusammenfasst, welche oberhalb 
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4 = 7?) und unterhalb 4 = %'?—» gelegenen Punkten der t-Ebene 
entsprechen. Diese Anordnung ist zulissig, da alle Terme positiv 
sind. Die Anzahl der Terme in U, ist nach Lemma VII kleiner als 


1 (gept+s)—1) < 1. ert, 
No ” )< No ’ 


jeder einzelne Term ist nach Lemma VIII kleiner als 
em (}—(e—-0!) 
also ist: 
®< 4 . eml-+ml $9, gll—m)ep, 
Setzt man noch: 
Cm 1. emltmrte goo olt-mt 
© N ? ’ 
so ist C vom Index p unabhiingig und z < 1 fiir m > 41, und dabei 
Qp <C- a. 
Die Terme unserer Reihe sind also bezw. kleiner als die der unbedingt 
convergenten geometrischen Reihe ; 
Ce+e2+e8+--) =O. +. 
Hiermit ist abermals die Convergenz der Reihe (1) bewiesen. 


Wir gehen dazu iiber, die Convergenz der §-Reihen zu beweisen. 
Bemerken wir vorab, dass, wenn t einen Punkt innerhalb der positiven 
Halbebene und s; eine beliebige Substitution der Gruppe [ bedeutet, 
jederzeit eine positive Zahl M gefunden werden kann, so besehaffen, 
dass die Moduln der Gréssen 
(5) es. f™“4, R*(é7"%), R*(e7*%), S*(é""*%), S-*(e7"%) 
alle unterhalb M liegen. In der That giebt es, solange t nicht einen 
reellen rationalen Werth annimmt, kein System ganzer Zahlen a, ), 
c, d mit der Determinante 1, fiir welches in 

at+b : 
cepa Ot 8 
es oa 
die Grésse 4 und mithin der Modul e*” vone ‘°**“ iiber jede Grenze 


wiichse. Vielmehr lisst sich in jedem Falle fiir den Modul e7¢" von 
P at+b 
‘20 —— 
e ‘*t4 wo @ eine positive oder negative reelle Constante bedeutet, 
eine obere Grenze fixiren, mithin auch fiir die Moduln der oben ge- 
nannten sechs Grdéssen. 

Es handelt sich sonach lediglich um die Untersuchung der Coef- 


ficienten der linearen homogenen Substitutionen 
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Gas Vas W,, 
der Gruppe G, welche bei der Bildung der einzelnen Terme der 
é-Reihen anzuwenden sind. 

Als erzeugende Substitutionen von G nehmen wir 

(6) I, =9,, T,=—RO,R, T; — SO,S- 
mit der Relation 
(7) 7,7, T,—1. 
In 0,, 8,, 0, und allen ihren positiven und negativen Potenzen sind 
die Moduln der nicht verschwindenden Coefficienten simmtlich = 1. 
In R, R-, S, S- sei P die obere Grenze der Coefficientenmoduln, 
so gilt fiir alle positiven wie negativen Potenzen irgend einer der 
Substitutionen 7, T,, ZT, als obere Grenze der Coefficientenmoduln 
die Grésse 2 P?. 

Kine beliebige Substitution 7; von G@ kann in der Form ge- 

schrieben werden: 
(8) T, = 8,"8,"+- + 8)” 
wenn S,, 8,,...S, unter den Substitutionen 

Fun 3a *s Se te tee 
ausgewiihlt werden (sodass eine und dieselbe Substitution auch mehr- 
fach in die Formel eintreten kann) und 

Oy, By, e+ * Kp 

positive ganze Zahlen bedeuten. 

Ist nun fiir zwei Substitutionen S; und S; die obere Grenze der 
Coefficienten resp. P; und P,, so liegt diese Grenze fiir die zusammen- 
gesetzte Substitution S;S, nicht oberhalb 2 P; P,. 

Demnach erreicht keiner der Coefficientenmoduln von 7'; die obere 
Grenze 2°?-!. P??, geschweige denn 


cP , 


wenn 4 P? = ¢® gesetzt wird. 

Jetzt kommt es nur noch darauf an, fiir die Anzahl p der Potenzen 
von Fundamentalsubstitutionen S;, welche in Z; eingehen, eine obere 
Grenze zu suchen. 

Wegen des Isomorphismus der Gruppen g und G@ kénnen wir von 
der Zerlegung der correspondirenden Substitution ¢; in g, némlich: 


(9) § = Sy" Sy" ++ + Se, 
ausgehen, Wo s,,5,,++-S, unter den Substitutionen 

t,, &-", &, &7?, &, &-* 
auszuwihlen sind, und die Anzahl » zu bestimmen suchen, welche 
im Falle des holoédrischen Isomorphismus mit p tibereinstimmt, bei 
meroédrischem fiir p eine obere Grenze bildet. 
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Zu dem Ende bedienen wir uns wiederum eines geometrischen 
Hilfsmittels, indem wir die Gebietseintheilung der positiven Halbebene 
t betrachten, welche der Gruppe g entspricht. 

Als Ausgangsviereck 2, fiir die Gruppe g wihlen wir das Gebiet, 
welches oberhalb der Kreise §(§-+-1)-+ 4? =O und zwischen den 


3 


— Nw 7 _ 

YVAN 

T=—1 t=O t= 
Fig. 3. 




















4 T=2 


Geraden § —-+ 1 gelegen ist. Aus R, gehen durch die Substitutionen 
t; alle anderen Fundamentalvierecke R; hervor. — Sodann werde ein 
Kreis von endlichem aber sehr kleinem Radius construirt, der die reelle 
Axe im Punkte t=O von oben beriihrt und dieser durch alle Sub- 
stitutionen von [ transformirt. Auf diese Art werden saimmtliche 
Eckpunkte der Fundamentalvierecke R, durch kleine Kreise umgeben, 
welche in ihnen die reelle Axe bertthren. Jeder einzelne derselben 
geht bei allen parabolischen Substitutionen von g, die seinen Beriihrungs- 
punkt fest lassen, in sich tiber. Alle sind sie in Nicht-Euklidischem 
Sinne congruent und es haben keine zwei von ihnen einen Punkt 
gemein, sofern nur der urspriingliche Kreis hinreichend klein gewihlt 
wurde. Letzteres folgt daraus, dass ein Kreis, welcher die reelle Axe 
in t =e beriihrt, ganz innerhalb des Complexes derjenigen Funda- 
mentalvierecke verliiuft, deren eine Ecke mit t=—¢e zusammenfillt. 
Das L eines Curvenbogens, der einen Punkt eines unserer Kreise mit 
einem Punkte eines anderen verbindet, ist unserer letzten Bemerkung 
zufolge stets grésser als eine gewisse positive Grésse og. Ist das L 
eines Curvenbogens A, der mehrere der kleinen Kreise passirt, gleich 


I;, so liegt die Anzahl der passirten Kreise unterhalb — Das L 


eines Curvenbogens, der zwei Randpunkte eines Fundamentalviereckes 
verbindet, ohne einen der kleinen Kreise zu iiberschreiten, ist stets 
grésser als eine gewisse positive Grésse 6. Die Anzahl der Seiten von 
Fundamentalvierecken, welche der Curvenbogen A ausserhaly der 


kleinen Kreise passirt, liegt demnach unterhalb > . 


so, 4a Jt fem OD 


| 1 


ss 
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Die Seiten von R, seien durch 1, 2, 3, 4 bezeichnet (s. Fig. 3). 
R;, sei dasjenige Fundamentalviereck, welches an R, lings der Seite k 
angrenzt, s, diejenige unter den Substitutionen ¢,, ¢,—', ¢,, ¢;-!, welche 
R, in R, tberfiihrt, S, die entsprechende Substitution in G. Wir 
haben dann: 

S=t, Sty, Sh, 8,4. 

Um zu einem geeigneten Ausdrucke fiir 4 zu gelangen, kénnen 
wir fiir den Punkt t eine beliebige Lage fixiren. Es liege also r in 
R,. Wir folgen dem Laufe eines Curvenbogens A, welcher die Punkte 
t und ¢;(t), oder — noch allgemeiner zu reden — irgend einen Punkt 
von FR, mit einem Punkte des Fundamentalviereckes verbindet, in 
welchem sich ¢;(r) befindet. Der Curvenbogen A trete aus R, iiber 
die Seite a@ in ein Nachbarviereck ein, aus diesem iiber die zu b 
iiquivalente Seite in ein folgendes Viereck, u.s. f., aus dem vorletzten 
Viereck iiber die zu gq fiquivalente Seite in das letzte Viereck, welches 
t;(r) enthilt. Dann setzen wir: 


(10) t; = SaSp° + * Sq. 


Der Uebertritt des Bogens A aus einem Fundamentalviereck in ein 
benachbartes kann erstens ausserhalb der kleinen Kreise erfolgen, die 
Anzahl der betreffenden Uebergiinge, bezw. der ihnen in ¢; entsprechen- 
den Substitutionen s (von denen iiberdies noch unmittelbar einander 


folgende gleiche Substitutionen zu Potenzen zusammenzuziehen sind) 


liegt unterhalb - 

Durchschreitet andererseits A innerhalb eines der kleinen Kreise 
eine Reihe dort zusammenstossender Vierecksseiten, so sind zwei Fille 
zu trennen. Entweder niimlich folgen sich hierbei lauter solche Seiten, 
welche mit einer und derselben Seite von AR, faquivalent sind (und 
dies ist der Fall, wenn der Beriihrungspunkt des betreffenden kleinen 
Kreises mit t = oo oder t = 0 — immer durch Substitutionen von g — 
iiquivalent ist), oder es wechseln solche Seiten ab, welche mit zwei 
nicht zusammengehérigen Seiten von R, fiquivalent sind (dies tritt 
ein, wenn der Beriihrungspunkt mit t = 1 iiquivalent ist). Im ersten 
Falle entspricht der Ueberschreitung des kleinen Kreises eine positive 
Potenz einer der Substitutionen ¢,, ¢,-', ¢,, ¢,-?, im anderen Falle 
eine Potenz von ¢, = ¢,—'t,—! oder ¢,-! = ¢,¢, resp. das Product der- 
. Selben in eine oder zwei der vorigen Substitutionen.*) Jedenfalls 
erfahrt dabei die Zahl m eine Vermehrung um hiochstens 3 Kinheiten, 


*) Man findet folgende migliche Fille: 


ait = a 
tat, tabaa, Sata”, tatetag, ty", ty ty, Oty *, ty *m. 
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Die Anzahl m der in ¢; nacheinander aufzunehmenden Substitutions- 
potenzen ist also sicher kleiner als 


3 1 
L; C +=): 
Setzen wir abkiirzend: 
8 1 
(11) % = a (= + “), 
so diirfen wir sagen: 

Lemma VIII. Geht durch die Substitution t; das Fundamental- 
viereck R, iiber in R, und ist L; das L eines Bogens, dessen beide 
Endpunkte in R, resp. R, liegen, so erreicht keiner der Coefficienten- 
moduln der homogenen Substitution T; die Grisse e°” , wo x eine posi- 
tive Constante bezeichnet. 

Die in den Gleichungen (2) auftretenden £-Reihen, werden, da 
die Moduln der Gréssen 


sm, f*™. Ro (ef 7F en), R*(e7F n*), S-*(e*7"n*), S—*(is1s 4) 


unterhalb der festen Grenze UM liegen, fiir ein hinreichend grosses m 
unbedingt convergiren, wenn dies mit den folgenden Reihen der 


Fall ist: 
d m 
ee mod. Ang ( 7) : 


d m 
>| moa. ) ( x) : q = 1, 2, 3, 4, 





dw, s\m 
P mod. Cy (:*) , 
in denen An,, Bug, Cng resp. die Coefficienten der Substitutionen 
== — a. = , W,,* bedeuten. 
= = Der Beweis der Convergenz 
der Reihen (12) lisst sich am ein- 
fachsten unter der Annahme fiihren, 
dass dem Punkte t der Bereich P, 
als Spielraum angewiesen werde, 
welcher oberhalb des Kreises 
é+1 E—) + 7=0 


und zwischen den Geraden 


E—0,f—+ 




















T=0 
Fig. 4. ° . 
> liegt. Ist dies geschehen, so kann 
man daraus leicht folgern, dass die Convergenz fiir eine beliebige 


Lage des Punktes t innerhalb der positiven Halbebene stattfindet. 
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Es sei t = & + iy ein Punkt in P, und u,(t) = & + in,, ferner 
% > Ma, 80 hat man nach Lemma VI: 


ai em (i'n) 


l= log -™, I, = log [* 


gesetzt wird. Zieht man eine verticale Gerade vom Punkte u,(r) auf- 
wirts bis zur Héhe des Punktes r tiber der reellen Axe, so liegt ihr 
Endpunkt unseren Festsetzungen nach innerhalb R,; sie verbindet 
einen Punkt von R, mit einem Punkte von Ry, wo R, aus R, durch 
u» hervorgeht. Ihr Z aber ist lL, —l. Sonach ist 


mod. A,, << e€ o(*— tn) 
und 
du 


(13) mod. Ang (=)'< elt —*0) (¢-tn) : 
Man braucht daher m nur so gross zu wiahlen, dass 
(14) m—2>% 
wird, so hat man: 
y du, du, \? 
mod. An 4 Sy < mod. (3) 


und darf sicher sein, dass die Reihe 


Py mod. Any (= 


convergirt. 
Setzt man ferner 
Unr(v) = rUy(t) = EF + in, 
und 
l, = log - a ’ 


n 


dv,r pe mm ™ ¥ 
mod. ( a) =—C ( ‘n) 

Der Punkt r(r) liegt, wie man leicht constatirt (s. Fig. 4), mit t in 
R,, also der Punkt ru,(t) in Ry. Eine von letzterem ausgehende 
verticale Gerade, die sich bis zur Héhe des Punktes rt erhebt, und 
deren L =—1, —I1 ist, endet wiederum in R,. Man hat daher, wie 
oben: 


U 1 2 
(15) mod. By, (= a)" < mod, (4S), 


wenn m— 2 > x,, und schliesst daraus die Convergenz der Reihe 


> moa B,, (2% *)" 


so hat man: 
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Ganz analog wird die Reihe 


S nto. (S42¢)" 


als convergent erkannt. ‘Alles zusammenfassend erhiilt man: 

Theorem IV. Die fiir die Functionen &,(t), &(r), .- + &”(t) 
in den Gleichungen (2) aufgestellten Reihen convergiren unbedingt fiir 
alle Werthe von t mit positiv imagindérem Theile, wenn m—2> x, ist. 

Was die Grosse x, angeht, so ist dieselbe allerdings noch nicht 
genau fixirt worden, vielmehr wurde nur nachgewiesen, dass es einen 
endlichen positiven Werth geben muss, welchem sie gleichgesetzt 
werden kann. 


§ 9. 
Eigenschaften der Functionen O(r), &,(r) und §€,(r). 
_ Wir wollen jetzt zusehen, welche Wirkung es hat, wenn man in 
der ©-Reihe und den §-Reihen die Variable t einer beliebigen Sub- 
stitution f der Gruppe g unterwirft. 


Fiir die Function @(r) findet man auf Grund des Lemma V ohne 
Weiteres folgenden Satz. 


Theorem V. Die Function O(t) geniigt der identischen Gleichung 


ota) = (442) 000 


Diese Gleichung gilt tibrigens auch fir den Fall, dass ¢ irgend 
eine Substitution der Gruppe [ bedeutet. 

Hierauf beschiftigen wir uns zuerst mit den Functionen §&,(r) 
und §(t). — Man setze: 


totln = Ugt,* = tg + 2k, 


so ergiebt sich: 


§, (te) = = Uz) (eit (Hot 24)) , (Sy. (at ) + 


Elle) = Dy Tst(deeteeteny. (Sn) (fe) 


Andererseits findet wegen des Isomorphismus der Gruppen g und G@ 
zwischen den Substitutionen U,, Us, 7, Ty, welche tn, to, t, by 
entsprechen, die Beziehung statt: 


T, U. = Us a, oder 5 = e;* = Lo. 
Beriicksichtigt man noch, dass nach Lemma V w, und U, resp. die- 


selben Systeme von Substitutionen (von der Reihenfolge abgesehen) 
zn durchlaufen haben, wie u, und U,, so folgt aus (1): 


(1) 
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bul) = (GE) "Dy Urner (Fe) 
wp — (48) oeeremny. (Se) 


Diese Gleichungen sind aber identisch mit den folgenden: 
dt, \—m 

£1 (te) = ( — ) Ty (é, (t)) ? 
dt, —m 

Eat) = (Gt) TelG.(@). 


Wenden wir jetzt die Substitution %& in &,'(r) und &,'(r) an! 
Wir setzen: 


(2) 


(3) 


: ; to Un = Ugt,*, 
woraus die Relation 


toVat = Ugt,§r = vg rt, = ver + 2k 
folgt. Hierauf ergiebt sich: 


Ey’ (ty) = 2 Ro Ve" (#8 (or +22), (Se)"- (- 
(4) 


é,’ () = Vas doe sore). (See). ( 


Es besteht aber, analog wie oben, die Beziehung 
T,Vn= VeT,* oder Vi," = ROR" V,'T,. 


Weiter ist aus Lemma V ersichtlich, dass v, und V, resp. dieselben 
Substitutionen wie v, und V, zu durchlaufen haben. Demnach folgt 


stom (G)” Beerenwmn (Mey 
5.‘ (te) —(< 2) P R* Ve" Ty (c'** *") . ( i 


oder, was gleichbedeutend ist: 


(5) 


dt, 


£1 (t) = (32) *: 2 (i), 
g,’ (te) —_ (3) a wf (E." (r))- 


In véllig analoger Weise werden auf Grund des Ansatzes 


(6) 


to Wn = Wet,*, to WnS = Wes + 2k, 
W,' =S0;*S'W,'T, 


successive die Gleichungen 
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"= DS Wet (earinortany . ( Beet)", ( ate 
= Sst wsnerrootn. (ater ye. (ate) 
E(t) = (48) ” Sst we ne), (aet" 
(8) g(t) = (Fe) ” 2s We" Ty (ett ot). (tet) 


hergeleitet, von denen die beiden letzten identisch sind mit: 


i te = (GE): te"), 


52" (te) = (S)" > To (&.” (r)) . 
Auf Grund der Identitiiten (3), (6), (9) folgt: 


Theorem VI. Die Functionen §,(t) und §(t) gehen bet An- 
wendung der Substitution t, auf die Variable t tiber in 


(te (t) = (=")~. Te (61 (7) 
bs (te (2) = (EO) ™. 2 (6,10), 


wenn die homogene lineare Transformation T, in G der Transformation 
tp in g durch den Isomorphismus beider Gruppen entspricht. 


(9) 


§ 10. 
Die Functionen Z,(r) und Z,(r). 


Aus den bisher betrachteten Functionen setzen wir zwei neue 
zusammen: 


P 1(t) 
Z,(t) = #9 


(1) 





Z,(t) = &, 


und suchen die charakteristischen Eigenschaften derselben auf. Als 
solche bieten sich unmittelbar folgende dar: 

1°. Z, und Z, sind als eindeutige Functionen von t fiir alle Werthe 
von t mit positiv imagindrem Theile erklirt wnd besitzen innerhalb dieses 
Werthegebietes keine wesentlich singuliren Stellen. 

2°, Z, und Z, erleiden die homogene lineare Transformation T, 
der Gruppe G, wenn t die linear gebrochene Transformation t, der 
Gruppe g erfahrt. 














_~_ ee ar 


-- 
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3°. Die Nullstellen von O(t) bilden im Allgemeinen polare Un- 
stetigkeitsstellen von Z, und Z,. 

4°. Jeder reelle rationale Werth von t bildet fiir Z, wnd Z, eine 
wesentlich singuldre Stelle. Also ist tiberhaupt die reelle Axe eine 
natiirliche Grenze, tiber welche hinaus Z, und Z, nicht analytisch fort- 
gesetet werden kinnen. 

Das Verhalten der Functionen Z, und Z, an den reellen rationalen 
Stellen bedarf einer genaueren Betrachtung. 

Unter der Umgebung einer solchen Stelle + —=e¢ verstehen wir 
das Innere eines Kreises, welcher die reelle Axe im Punkte « beriihrt 
und keinen polaren Unstetigkeitspunkt umschliesst. . 

Es sei erstens ein reeller rationaler Werth 


9 
gen 


2q 
gegeben und w,(t) diejenige lineare Function des Systemes H, welche 
fiir t= unendlich wird, so enthalten Z, und Z, im Zihler je ein 
fiir t = € unendlich werdendes Glied, namlich: 
—l/_inau du, - — au du, ‘- 
U3 *(e . ") “ (> ) » esp. Un *(e" n) v2 (=) 


und ihr gemeinsamer Nenner weist das unendliche Glied 


du, \™ 
(a) 
auf. Unterdriickt man die genannten Terme, so bleiben im Zihler 
und Nenner Reihen iibrig, welche nach Multiplication mit 


(du, \-™ 

(a) 
die Null zur Grenze haben, wenn + auf directem Wege nach ¢ 
convergirt. 

Der Nachweis dieser Behauptung braucht nur fiir die Function 
Q(t) erbracht zu werden, von welcher man ihn ohne Schwierigkeit 
auf die Functionen €,(r) und (rt) tibertragen kann. Man beachte zu 
dem Ende die Entwickelung 





O(r) = 1+ oP 4m - b ss aasifiliale —o | 
) in Verbindung mit der Relation 
e(u,) = (Gi) *- o@) 
Man erhilt dann durch Unterdriickung des Termes ( att)" und Multi- 
plication mit ii die Reihe | 


Ps du,, m (— 1)™ 4 = yam-1 erkinuy 
ee a ee , ‘ et, Se ae: 
(t) ( > ) 1 B,, m 2 1 ating 
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Da aber 

lim e'*“" = 0 
wird, wenn t auf directem Wege nach « convergirt, so folgt unter 
derselben Bedingung: 


(2) lim {oc (3y°- i} salt 


Es soll jetzt festgestellt werden, in welcher Art Z, und Z, un- 
endlich werden, wenn t auf directem Wege nach ¢ convergirt. Um 
uns hierbei pricis ausdriicken zu kénnen, setzen wir fest, dass die 
Ordnung des Unendlichwerdens gemessen werden soll mit Hiilfe der 
Grésse 

h=e, wo ¢=ixU,(t), 
so zwar, dass wir eine unserer Functionen unendlich von der Ord- 
nung @ nennen, wenn sie unendlich wird wie h-@ an der Stelle h = 0. 

Es sei ferner darauf hingewiesen, dass es die gegenwirtigen Be- 
trachtungen sind, zu deren Vereinfachung die am Schlusse des § 7 
angegebenen Voraussetzungen eingefiihrt wurden. In der That wiirde 
ohne dieselben ein Theil der folgenden Schliisse hinfillig werden. 

Multiplicirt man in Z, und Z, Zihler und Nenner mit (>) : 
und lisst darauf t direct nach ¢ convergiren, so zeigt sich, dass Z, 
und Z, von derselben Ordnung unendlich werden, wie die Ausdriicke 


U,'(h®), Ux" (h@). 
Hieraus ergiebt sich weiter, dass 
3) lim U,(Z,) = lim he, 

lim U,(Z,) = lim h 
sein muss. Sonach werden wir setzen diirfen: 

Un(Z,) = h* - 9, (2), 

Uy (Z,) = he, (2), 
wo ®, und ®, innerhalb des der Umgebung von t = « entsprechenden 
Werthegebietes als eindeutige und endliche Functionen von ¢ zu er- 


kliren sind, welche fiir ¢—= — oo den Grenzgleichungen (3) geniigen. 
Wir haben dann: 


(4) 


> = Uz" (et? %,(2)), 
4,= Un (es: ©, (2)) : 
Wenden wir jetzt auf rt die Substitution 


t= Untiu, 
der Gruppe g an, welche u,(r) in u(t) + 2k und folglich ¢ in 
2-+ 2kai iberfiihrt, so ergiebt sich: 
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(7: (t) = UT Un" (Z,(t)) = TAU." (ea? - %,(2)), 
Z,(t) = Un Ty* Un" (Z(t) = Ty Un ' (ee’*- ©, (2)). 


Hieraus aber folgen die fiir alle zuliissigen Werthe ¢ und eine be- 
liebige (positive oder negative) ganze Zahl & giiltigen Gleichungen 


©, (e + 2kai) — 0, (2), 
®, (2 + 2kxi) = O, (2). 


Sonach steht jetzt fest, dass ®, und ®, eindeutige Functionen 
der Grosse h = e* darstellen, mithin (da t =e die Stelle h — 0 ent- 
spricht) in einer gewissen Umgebung der Stelle h =O nach ganzen 
Potenzen von h.entwickelt gedacht werden kénnen. Diese Ent- 
wickelungen kénnen aber negative Potenzen von h nicht enthalten, 
da andernfalls die Grenzbedingungen (3) nicht stattfinden wiirden. 
Es sind daher ®, und , nothwendig beide von der Form: 


l+eh+e,h?+--- 

apt 

2q-+1 

gegeben, so sei v,7(t) =*ru,(t) diejenige lineare Function, welche 
fiir t= e« unendlich wird. Man findet durch die niaimliche Methode, 
wie oben, dass fiir 


(5) 


Ist ferner 
ée= 


h=c, £=ixv,r(t) 
die Functionen Z, und Z, von derselben Ordnung unendlich werden 
wie die Ausdriicke 


RV," (h®), RV, (he), 
wenn t aut directem Wege nach « convergirt. 
Demgemiiss erhalten wir: 
; lim V, R(Z,) = lim he’, 
(°) ea VR (Z>) = lim he 


und kénnen wiederum den Ansatz 


Z(t) = R*V,," (e#* - ¥,(2)), 
i 1 (t) ( 1 (2) 


Z,(t) = RV, * (e#*- ¥,(2)) 
machen, wo Y, und ¥, innerhalb einer gewissen Umgebung von 
#=—oo endliche und eindeutige Functionen von ¢ sind, so be- 


schaffen, dass den Bedingungen (6) Geniige geschieht. 
Wenden wir sodann auf rt die Substitution 


t=—v,0,' = rir vo, 
der Gruppe g an, welche v,7(t) in v,r(t) + 2h, mithin 2 in 24+2kai 
tiberfiihrt, so hat man: 
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{7 (t) = VT: Vi" (Z,(0)) = R“ Ts Va" (e8* - ¥,(2)), 
Z,(t) = Vn Tz Vi (Z,(t)) = RTs Vn" (e'*+ ¥,(2))- 
Andererseits ist 


T; = RO;R", 
also: 
| Z,(t) = ORV," (e8* - ¥,(2)), 
Z, (t) = ©: RV" (cl'*- ¥, (2), 
woraus die identischen Gleichungen 
: bier 
(8) W,(¢ + 2kxi) = ¥,(2), 


gefolgert werden. Aus ihnen erkennt man, dass Y, und Y, die Form 
l+ch+teh?+--- 
haben miissen. 


Endlich erschliesst man, dass fiir die Umgebung des reellen 
rationalen Punktes 
I 
zqt+1 
die Gleichungen gelten: 


Z,(t) = SW," (er* - X,(@)), 
Z,(t) = SW," (e’* - X,(2), 


(9) 


wo 


2 = 12W,S(T) 

zu setzen ist und X,, X, eindeutige und endliche Functionen von 
h =e* bedeuten, welche fiir eine gewisse Umgebung des Punktes 
h=0O durch eine nach steigenden Potenzen von h geordnete Ent- 
wickelung mit dem Anfangsglied 1 definirbar sind. Dabei bedeutet 
w,s(t) = S$t,(t) eine fir t =< unendliche lineare Function, 

Fassen wir die Resultate zusammen, so ergiebt sich als eine neue 
Kigenschaft der Functionen Z, und Z, die folgende: 


5° In der Umgebung eines beliebigen reelien rationalen Punktes 
t=e sind beide Functionen Z, und Z, unter der Form darstelibar: 


Z = const. e¢*+ $3(e*) + const. e* - P’(e*), 

wo 
a 
Z= 
S=— 8 
gesetat ist, 7, @, @ geeignete Constanten, 3 und $3’ aber Potenzreihen 
von der Form 
1+ ce + ce*-+--- 

bedeuten. 
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§ 11. 


Darstellung der hypergeometrischen Functionen y, und y, durch die 
Functionen Z, und Z,. 


Die im vorausgehenden Artikel zusammengestellten Eigenschaften 
der Functionen Z,(t) und Z,(r) lassen erkennen, dass Z, und Z, 
alle Bedingungen erfiillen, welche zur Definition eines Systemes von 
Zetafunctionen im Sinne des Hrn. Poincaré nothwendig und hin- 
reichend sind. 

Indem ich zum Vergleich auf die Arbeiten des Hrn. Poincaré*) 
hinweise, erscheint es mir doch fiir den vorliegenden Zweck nicht 
nothig, die dort zu findenden allgemeinen Siitze heranzuziehen, inso- 
fern einerseits tiber die hier allein in Betracht kommenden Gruppen 
reeller ganzzahliger linearer Substitutionen bereits seit lingerer Zeit 
eingehende Untersuchungen bekannt sind, andererseits die noch an- 
zuwendenden fuuctionentheoretischen Schlisse sich ungezwungen aus 
der Anwendung Riemann’scher Principien ergeben. 

Ich kennzeichne daher sogleich eine Gattung speciellerer Probleme, 
auf welche die hier fiir den Fall hypergeometrischer Functionen an- 
gestellten Betrachtungen unmittelbar ausgedehnt werden kénnen, indem 
ich neben die gebriiuchliche Definition der Modulfunctionen die folgende 
neue Definition stelle: 

Unter einem System von Zeta-Modulfunctionen sollen n cindeutige 
Functionen Z,, Z,, ..+. Z, einer Variablen t verstanden werden, 
welche folgenden Bedingungen geniigen: 

1°, Sie sollen, wenn auf das Argument t eine gewisse Gruppe g 
ganzzahliger linearer Substitutionen mit der Determinante 1 angewendet 
wird, selbst eine (zu g isomorphe) Gruppe G homogener linearer Sub- 
stitutionen erfahren. 

2°, Sie sollen fiir die positive Halbebene t analytisch definirbar 
sein und innerhalb derselben keine wesentlich singuliren Stellen be- 
sitzen. In der Umgebung einer reellen rationalen Stelle t = ¢ werden 
sie von der Form vorausgesetzt (vergl. 5° in § 10): 


P 
Z= > 90) -&- WE), s——_, 


al 


i==1 
4 al 
WO 9; Jo, «++» Jp ganze Functionen resp. vom Grade 7,, ”,, ..., Mp 
mit der Bedingung 


Mm +2 +---+n —n—p 
bedeuten. ; 


*) Siehe namentlich Acta Math. V, p. 227 u. f. 
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Hierauf kénnen wir unsere bisherigen Ausfiihrungen folgender- 
massen zusammenfassen: 


Theorem VII. Z, und Z, bilden ein zu den Gruppen g und G 
gehiriges System von Zeta- Modulfunctionen. 

Da andererseits das Fundamentalpolygon unserer Gruppe G das 
Geschlecht Null hat und x = x*?(r) eine zu g gehdrige Modulfunction 
ist, so folgt: 

Theorem VIII. Z, und Z,, als Functionen von x = x*(t) be- 
trachtet, geniigen einer linearen Differentialgleichung 2. Ordnung: 

- ‘ 
(C) 2 + p,(a)» 92 + py{2)- Z=0 
mit rationalen Coefficienten p,(x) und p,(x) 

Die Integrale y, und y, der hypergeometrischen Differentialgleichung 
(B) sind ihrerseits, als Functionen von t aufgefasst, ebenfalls Zeta- 
Modulfunctionen mit den Gruppen g und G. Daher folgt auf Grund 
eines Riemann’schen Satzes*) das Bestehen zweier Gleichungen von 
der Form 
dZ, 
dz’ 
dZy 
dx? 
in denen F, und F’, rationale Functionen bedeuten. 

Zwei lineare Differentialgleichungen, wie in unserem Falle (B) 
und (C), deren Integrale dieselben eigentlichen singuliiren Stellen 
(hier 2=0,co,1) und die niimliche Gruppe von Periodicitiitssub- 
stitutionen besitzen, heissen bei Riemann zu derselben Classe gehorig 
(espéce bei Hrn. Poincaré), Sie kénnen nur beziiglich etwa vor- 
handener polarer Unstetigkeitsstellen von einander abweichen. Da y, 
und y, ausser 2 = 0, co, 1 tiberhaupt keine singuliiren Stellen besitzen, 
so kann gegenwiirtig nur die Differentialgleichung (C) im Allgemeinen 
noch polare Unstetigkeitsstellen aufweisen, den Nullstellen der Function 
Q(t) innerhalb der positiven Halbebene t entsprechend. 

Die rationalen Functionen F,(”) und F’,(a) sind durch 


© ul Xo Ay 
(2) R=, i= 


y, = Lyx) - 24, + F() - 
(1) 
y, = Fy(x)- Z, + F(z) - 


zu definiren, wo 
dZ, aZ, 
= — y, 
dx 72 @n? 
(3) = 24, —y,%, 
gy, 4% _ g ah 
1 


A=" 


dz ~ “2 dz 
*) S. Riemann, Zwei allgemeine Siitze iiber lineare Differentialgleichungen. 
Ges. Werke, p. 362. 
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gesetzt ist. Wir wollen die Form dieser Functionen genauer fest- 
stellen. 

Betrachten wir zuerst die eigentlichen singuliiren Stellen! — 
Durch das Symbol $8(¢) bezeichnen wir allgemein irgend eine Potenz- 
reihe von der Form 

G+ et + ce; 


ferner setzen wir abkiirzend: 

(=o -B@, V=GY-8G) K'=a—ay-pa—a), 
; 1\" 1 , 
ly,=2-p(), ¥y=—(1)'-p(4), Yy"=G—a7-pd—2). 


Die Functionen y, und y, sind fiir die Umgebung aller von 
x =), co, 1 verschiedenen Stellen eindeutig und endlich, wiihrend sie 
sich in der Umgebung eben dieser Stellen resp. in der form 
Y,= R-“(Y,) =S-(¥"), 
Y, = R-(Y,) =8-1(¥,”) 


(4 


(5) 
darstellen lassen. 

Z, und Z,, als Functionen von t betrachtet, sind in der Um- 
gebung der Stellen t= 00,1,0 (andere brauchen wir nicht zu be- 
trachten, da iiquivalente Stellen gleiche Endresultate liefern) ent- 
wickelbar in der Form 


= R1(Z/) =S-(4,"), 
y= T(Z,) = S-*(Z,"), 


. t . t 
yy int 7 Jad (mp; my oe 
Pelt), Ze Be : 

moun 2 . T 

iz,’ — iz 
P(e"); 2, rr (, r+), 

7 iny- + _inx 
Z “Ble */, 
PT ees. iz 
” on ee 
LZ, e “Pile 


zu schreiben ist. Beriicksichtigt man noch die Formen der aus der 
Theorie der elliptischen Transcendenten bekannten Entwickelungen 





F t in 
a —_ 7 
; D ‘ 4 1—t 1 \ 1 t 
emma Bt), ¢ Sm Be), ¢ “=A —x)-Bd—x4, 
so zeigt sich, dass 
Z,; Z,, Zi Z,; y i Z,", 
als Functionen von x betrachtet, mit 
, , ” ” 
Y;; Y:, Y,, Y;; Y, ? Y, 
der Form nach iibereinstimmen. 
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Es mégen endlich den Nullstellen der Function O(r) in der z- Ebene 
die Stellen 


(8) L = A, Ag, °° *, Ug 

als polare Unstetigkeitsstellen der Functionen Z, und Z, entsprechen, 
und zwar sollen letztere daselbst resp. von der Ordnung 

(9) Myr Var ¥ 
unendlich werden, 


q 
Wir machen Gebrauch von den Beziehungen 


lA, a ie s(2: ans _ ¥, $5) 


1 dz dz 


4 a7(X"% +a xt of adZ," 


dz /' 


¥,2,— ¥,2, == 2; — ¥/ 2) 


1 reg ” rvge ” 
= (¥," 2," — ¥,"Z,’), 


_— dZ, Z. aZ, — dZ, , adZ, 
= 4, dx Z, dz x (4 2 da 





7A s” ” dZ,’ 
1 a — 2) “A), 


2 dz 
wo 
Det. (R) = A’, Det. (S) = 

gesetzt ist, und kénnen hierauf iiber A,, A,, A, folgende niihere An- 
gaben machen. 

Die Functionen A), A,, A, sind allenthalben eindeutig und endlich, 
die Stellen 

z= 0, 00,1, a, (9 = 1,2,-++,q) 

ausgenommen, an denen sie von ganzer Ordnung unendlich werden 
kénnen. Denkt man sich diese Functionen fiir die Umgebung der 
fraglichen Stellen (unter Benutzung der Gleichungen (4) und (7)) nach 
steigenden Potenzen von z, =, 1— x, resp. & — de entwickelt, so 
ergeben sich aus der Betrachtung der Anfangsglieder als Ordnungs- 
zahlen des Unendlichwerdens resp. an den Stellen: 
| 


| 
z=0, | 2 = Oo, | a=1, | tay 
| 





fir Ay:| 1—a—e’—=0, | —1—p—f'=0,| 1—y— tam | ale 
fir A,;:| —e-ad’=—I], | —B-—B=1,| —y—-y=—1, | 1%} 
fir A,:| l—a«—a’=0, —1—fp—f’=0,| 1-y—y'=0, 2re+. 


Hierzu ist noch zu bemerken, dass (speciell beziiglich der Function A,) 
nicht feststeht, ob die angegebenen Ordnungszahlen thatsiichlich er- 
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reicht werden, insofern nicht ausgeschlossen ist, dass die ersten Terme 
der gedachten Entwickelungen verschwindende Coefficienten erhalten. 


Setzen wir noch 
q 
r= ? Vo) 
e=1 
so sind die iiberall eindeutigen Functionen 


q 
A, I] (x -- aye™. 
e=1 
A,:-27-(1 — 2)" I] (% — ay)'@ 


e=1 








fiir alle endlichen Werthe von 2 endlich, bei 2 =o aber hichstens 
unendlich resp. von der Ordnung n+ q, n—1, 2n+-q. Sie stellen 
also ganze F'unctionen entsprechenden Grades dar. Nennen wir diese 
G(x), G,(w), G(x), so haben wir: 

. vy, Go(x) 
Gy(x)? 


F, =[T (a — dg) &- 


e=1 


(11) 
a _— o roti, Gy (a) 
F, = «(1 — 2) [T« Ap) G, (a) 

Beachtet man endlich die Beziehung 

‘ d 1 on 

(12) aay = Gear * 80-4012) 

und setzt: 


(13) Fy!) =f), a: F@) =f, 


inn? 
so sind f, und f, bestimmte eindeutige Modulfunctionen. Unseye 
Resultate aber kénnen wir dahin zusammenfassen: 


Theorem IX. Die hypergeometrischen Functionen y,(x) und y, (x) 
stellen sich fiir x = x?(t) durch die eindeutigen Functionen Z,(t) und 
Z,(t) in der Form dar: 

, ie ahs . adZ,(t) 
9, = (y(t) - 2,(t) + A(t) + %* Ot) - a) 
. P . aZ 
Y2 = fy(t) - Z,(t) + fi(t)- B“*(O\r)- Fe 


wo f, wnd f, elliptische Modulfunctionen bedeuten, 





296 E. Parpertrz. Ueber die hypergeometrischen Transcendenten. 


Die Functionen 


14 @—(O}r) - 2% fs) 9-4 (0|r) - aZ,() 

(14) ® dt dt 

sind offenbar, ebenso wie Z, und Z, selbst, Zeta-Modulfunctionen 
mit den Gruppen g und G. 


Der zuletzt ausgesprochene Satz bezeichnet etwa den Punkt, bis 
zu welchem auf Grund der vorliegenden Untersuchung die Lésung des 
Problemes der Darstellung hypergeometrischer Functionen mittels ein- 
deutiger Processe durchgefiihrt werden kann. Die Beantwortung 
weiterer Fragen, welche sich hieran kniipfen, hiingt grésstentheils 
ab von der Fixirung der ganzen Zahl m, welche bei der Definition 
der Functionen Q(t), €,(rt) und §(r) eine wesentliche Rolle spielt 
(vgl. § 8). 

Ich bezeichne schliesslich einige der hierher gehérigen Fragen als 
solche, welche mir einer genaueren Erérterung vorzugsweise zu be- 
diirfen scheinen und mit denen ich mich daher in einer spiiteren Mit- 
theilung zu beschiiftigen beabsichtige. Es sind die folgenden: Prdici- 
sirung der unteren Grenze x, fiir m — 2; hiermit im Zusammenhang 
die Bestimmung der Nullstellen von Q(t) und die explicite Angabe von 
F(z) und F(x). Ferner wird es sich darum handeln, die Féille 
ganzzahliger Parameterdifferenzen 4, u,v in den Kreis der Betrachtung 
zu ziehen. Als Endziel dieser Untersuchung aber ist die Herstellung 
der einfachsten Entwickelungsformen fiir die Functionen Z,(t) und Z,(t) 
zu betrachten. 


Dresden, Anfang November 1888. 





Bestimmung der optischen Wellenflache aus einem ebenen 
Centralschnitte derselben*). 


Von 


A. Bruix in Tibingen. 


Die Methoden, deren man sich zur Bestimmung der Hauptfort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten in Krystallen und der Gestalt der Wellen- 
fiche bedient, beschriinken sich auf Beobachtungen in solchen Schnitt- 
ebenen, die gegen die Hauptelasticitiitsaxen des Krystalls eine aus- 
gezeichnete Lage haben — nicht zum mindesten, wie es scheint, 
wegen der rechnerischen Schwierigkeiten, die mit der Verwerthung 
von Beobachtungen in anderen Ebenen verbunden sind. Diese Be- 
schriinkung zu beseitigen ist bei dem Interesse, das eine genaue Er- 
forschung der Gestalt der Wellenfliiche besitzt, um so wiinschenswerther, 
als die experimentellen Methoden sich neuerdings betriichtlich vervoll- 
kommnet haben. Ich beabsichtige nun im Folgenden zu zeigen, dass, 
wenn man die Fresnel’sche Theorie der Doppelbrechung zu Grunde 
legt, es hinreicht, die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der Wellen 
(oder auch der Strahlen) in einer beliebig angenommenen Schliffebene 
eines Krystalls zu messen — wozu sechs Beobachtungen ausreichen — 
um aus einer so bekannten ebenen Querschnittsfigur der Wellenfliche 
(beziehungsweise Strahlenfliiche) die Hauptfortpflanzungsgeschwindig- 
keiten in dem Krystall sowie die Lage der Schliffebene gegen die 
Hauptelasticitiitsaxen vollstiindig und mit geringer Miihe bestimmen 
zu kénnen. Durch die Annahme also, dass es mdglich ist, die Figur 
eines ebenen Centralschnitts einer Wellenfliiche auf experimentellem 
Wege zu bestimmen**), wird die Frage, um die es sich handelt, zu 


*) Abgedruckt aus den Sitzungsberichten der k. bayr, Academie d. Wiss, 
vom Jahre 1883. 

**) Durch Beobachtungen an dem sinnreichen Apparat zur Bestimmung von 
Lichtgeschwindigkeiten in Krystallen, den Herr F. Kohlrausch (Wiedemann’s 
Annalen 1878 Band IV, p. 15) ,,Totalreflectometer“ genannt hat, kann man, wie 
eine einfache Ueberlegung lehrt, die oben verlangte ebene Querschnittsfigur der 
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einer rein geometrischen und den Hilfsmitteln der analytischen Geo- 
metrie zugiinglich gemacht. 

Ein ebener Centralschnitt der Kugel enthilt als einziges Be- 
stimmungsstiick den Radius der Kugel; diese Flaiche ist also durch 
einen ihrer Centralschnitte bestimmbar. Fiir jede andere Fliiche mit 
Mittelpunkt dagegen muss die Zahl der Constanten, von welcher die 
Fliche abhingt, von der Zahl derjenigen der ebenen Curve, die von 
einer beliebigen durch den Mittelpunkt gelegten Ebene aus ihr aus- 
geschnitten wird, iibertroffen werden, und zwar im Allgemeinen um 
drei, wenn die Fliche aus dem Centralschnitt gerade bestimmbar sein 
soll. Denn denkt man sich die ebene Schnittcurve auf ein beliebiges 
in ihrer Ebene gelegenes rechtwinkliges Coordinatensystem mit dem 
Mittelpunkt der Fliche als Ursprung bezogen, so erfordert die Orien- 
tirung dieses Systems gegen ein fest mit der Fliiche verbundenes 
riumliches Coordinatensystem (mit demselben Ursprunge) drei Con- 
stante, welche ausser denen der Fliiche noch in die Gleichung der 
Curve eingehen, und um welche also die letztere reicher sein muss 
als die der Fliiche. Aus diesem Grunde ist die erwihnte Aufgabe bei 
den Mittelpunktsflichen zweiter Ordnung, wie auch bei ihren Fuss- 
punktsflichen, unbestimmt, indem die ebene Schnittfigur nur drei Con- 
stante enthiilt, ebensoviele aber in die Gleichung der Fliiche eingehen. 

Dagegen ist das Problem wieder bestimmt fiir die aus dem Ellipsoid 
durch eine bekannte Punktconstruction entstehende Fresnel’ sche 
Wellenfliche (wie auch fiir die aus den anderen Mittelpunktsflichen 
zweiter Ordnung auf iihnliche Weise ableitbaren Fliichen vierter Ord- 
nung). Fiir dieselbe lassen sich nimlich, wie unten gezeigt wird, 
aus den sechs Coefficienten der Gleichung eines ebenen Centralschnitts 
in einfacher Weise die Coefficienten dieser Gleichung fiir die drei 
Hauptfortpflanzungsgeschwindigkeiten (die Hauptaxen des Ellipsoids, 
aus dessen Centralschnittaxen Fresnel die Wellenfliiche construirt) zu- 
sammensetzen. Diese Gleichung erweist sich jedoch nicht, wie es dem 
Falle der Eindeutigkeit des Problems entsprochen haben wiirde, als 
vom dritten, sondern als vom vierten Grade. Da sich vier Grdssen 
auf vier verschiedene Arten zu dreien gruppiren lassen, so ist die 
Lisung eine vierdeutige; darunter befinden sich nur zwei reelle Flichen: 
Durch die Schniticurve also einer Wellenfliiche mit einer Ebene, die 


Wellen- oder Strahlenfliiche — ausser in den Hauptschnitten — nicht unmittelbar 
bestimmen. (Vergl. W. Kohlrausch, ibd. Bd. VII, p. 430). — Dass man _ nichts- 
destoweniger die Resultate unseres Textes den Beobachtungen an diesem In- 
strument zugiinglich machen kann, hat inzwischen (1889) Herr Ch. Soret (Zeit- 
schrift f. Krystallogr. XV, 1888, S. 45) gezeigt. S. auch Perrot, Arch. des se. 
phys. et nat. 1889. — Die Theorie des Totalreflectometers hat ferner Herr 
Th, Liebisch zum Gegenstand eingehender Untersuchungen gemacht (Neues 
Jahrb, f. Mineral. 1885, 1886). 
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durch ihren Mittelpunkt geht, lisst sich immer und nur noch eine be- 
bestimmte reelle von der ersten im Allgemeinen verschiedene Wellen- 
fiiche legen, die sie gleichfalls als ebenen Schnitt enthdlt. Ausserdem 
gehen noch zwei imaginiare Wellenflichen hindurch. — Ein Beispiel 
zu diesem Satze bietet die Bemerkung, dass eine aus einem Kreis und 
einer concentrischen (denselben nicht schneidenden) Ellipse bestehende 
Schnittcurve ebensowohl als Hauptschnitt einer Fresnel’schen Wellen- 
fiche, wie als schiefer Centralschnitt einer optisch einaxigen Wellen- 
fiche aufgefasst werden kann, welche letztere bekanntlich durch 
Gleichsetzen zweier Hauptfortpflanzungsgeschwindigkeiten eines optisch 
zweiaxigen Krystalls aus der Fresnel’schen Wellenfliiche entsteht, und 
in eine Kugel und ein dieselbe in den Endpunkten eines Durchmessers 
beriihrendes Rotationsellipsoid zerfillt. 

Der obige Satz gilt nicht nur von der eigentlichen Fresnel’schen 
Wellenfliche vierter Ordnung, deren Gleichung, auf die Symmetrie- 
ebenen (Hauptschnittebenen) als Coordinatenebenen bezogen, be- 
kanntlich : ai site ne 

sar + ~~ er fae = 0 
ist, wo: 
r= att y? + 2? 


ist, und die Constanten a, b,c die drei Hauptfortpflanzungsgeschwindig- 
keiten bedeuten, sondern auch von der ebenfalls hiiufig als Wellen- 
fiche bezeichneten Fusspunktfliiche 6. Ordnung der Fresnel’schen, 
welche von den Endpunkten der von einem Punkte des Krystalls aus- 
gehenden Fortpflanzungsgeschwindigkeiten gebildet wird, und deren 
Gleichung lautet: 





x y? 2 
7? — at + 7? _ be > awe = 9. 


Ich werde im Folgenden an die Fresnel’sche Wellenfliiche an- 
kniipfen und am Schlusse die wesentlichen Ergebnisse auf ihre Fuss- 
punktfliiche tibertragen. 


Transformirt man die Gleichung: 


2 @2 27,2 2 2 

(1) ot + a pe + aay =0 

auf ein neues rechtwinkliges Coordinatensystem 2’ y's’ mit demselben 
Ursprung, dessen Axe X’ mit den Axen X, Y, Z des alten Systems 
Winkel bildet, deren Cosinus wir bez. mit «, 8, y bezeichnen wollen, 
sind @,, By, 713 Go, Bo, Y2 die Cosinus der Winkel, die in gleicher 
Weise den Axen Y', Z’ zugehéren, so lauten die Transformations- 
gleichungen : 
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eax + ay + ae 
y = ba + By + Be 
aye + yy + 22, 


wo zwischen den neun Gréssen «@;, B;, y; die bekannten Relationen 
bestehen: 


e+e +r 1 aja, + B,b,+ 4% = 0 
ar + Br +r? = ac + B,B + yy =O 
a,? + B,? + y,? = 1 aa, + BB, +7, =9. 
Wenn es sich nur um die Schnitteurve der Ebene Y’ Z’ mit der 


Fliche handelt, so kann man der Vereinfachung halber gleich ein- 
gangs setzen: 


, 


a =0. 
Dann wird zuniichst: 


Pao py peaypstar’, 
und man erhilt durch Einfiihrung der neuen Coordinaten in die 
Gleichung der Fliche: 


a? (ayy + a2’)? . U*(B,y' + Be2’) + e(yiy + ye2')* — 
y’'? — Of . ial 


r? — a a rp? 
oder ausgefiihrt, unter Weglassung des Factors +’: 

v2 y= [ayta? $ ++] — yo? [a2a2(U8  e) +] + 
rte eB fata? foo] ets [astar(h? + et) +++] + 
+ r?.2y2-la,a,a° + ---] — 2y 2 -[a,a,a?(b?+ ce) +--+] 
+a’? =0, 


(1) 


wo in den eckigen Klammern die beiden Glieder, die durch cyklische 
Vertauschung von a mit b, c; a, mit B,, 7,3; @ mit B,, y, aus den 
angeschriebenen entstehen, durch Punkte angedeutet sind. 

Dies ist die Gleichung der ebenen Schnittcurve, die durch Kin- 
fiihrung von Polarcoordinaten 9, m mittelst der Formeln: 


y = @ cos M 
2 =osin 
fm 
die Gestalt annimmt: 
o'(A, cos*p + A, sin’p + 2A cosp sing) — 
— e°?(B, cos*’g + B, sin?g + 2B cosm sing) + 1 = 0, 


wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 


(3) 





Zur Bestimmung der optischen Wellenfliche, 


1 9 9 9 9 
pee (a° ae)? + O°B,? + c*y,?) 
1 s.. 6 22°29 a 
= ia (a? a,* + b°B,? + c*y,") 


1 2 9 
= abe (a? a, a, + 0°, B, + cy, 72) 
1 9 9 9 9 fal 9 ° q 
wore (2 (Ue?) a? + UP + a*) BY? + 2(a+0%) 1,3) 
= cape (8+ &) a? + UC? +a?) B,? + 2 (a?+b%) 7,2) 
= capes (a? (b?pe%) ey 4-0? (ca) B, By + 62 (a?-+0*) 7, 72) - 
Es handelt sich nun darum, das Gleichungssystem (4) nach den 
a,b,c und den a;, B;, y; aufzulésen. Aus den beiden in «@,?, B,?, y,? 
linearen Gleichungen fir A, und B, und der Bedingungsgleichung: 


l=a’?+ 6+ 7,’ 





findet man leicht: 
at ave. Aa Rett 
® Prt Cat a = ay 
eee 
Man erhiilt ebenso aus den euiaas fiir A, und B,: 
(4) a Bet Ea) 
und die analog gebildeten Ausdriicke fiir B,? und y,°. 


72 = a?b?- 


Von den Ausdriicken fiir «,@,, 8, B., 7,72, fiir deren Berechnung 


noch die Gleichung: 
at, &, + 8, B, + 717, = 9 
zur Verfiigung steht, schreibe ich gleichfalls nur den ersten an: 
Aa'— Ba? ; 
(a? — b*) (a? — c*) 

Vergleicht man das Quadrat desselben mit dem Product der Aus- 
driicke fiir @,* und @,*, so erhilt man: 

(A,at — B,a? + 1) (A, a' — Ba? + 1) = (Aat — Ba’y’. 

Dies ist aber eine Gleichung vom vierten Grade fiir a?, welcher 
zugleich die Gréssen b? und c? geniigen miissen, weil die Vergleichung 
der Ausdriicke fiir 6,28,? u. s. w. genau dieselbe Gleichung fiir b* und c’ 
ergeben wiirde. 

Fiihrt man daher statt a? die Bezeichnung wu fiir die Unbekannte 
ein, so erhilt man durch Ausrechnung: 

(6) { u'(A,.A, — A*) — u3(A,B, + B, A, — 2AB) + 
+ w(A, + A, + BB, — B*) — u(B, + B,)+1=0. 


a, a, == bc. 
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Nun liasst sich der Coefficient des vorletzten Gliedes vermége der 
Beziehungen (4) auf die Form bringen: 


B, + B, = S+Hetatat+et+s 


Hieraus erhellt, dass wenn a?, b*, c? drei von den Wurzeln der 
Gleichung fiir w sind, die vierte Wurzel d? den Werth hat: 


d? = —, Fy? 
$4+G4+5, 


Man kann nun irgend drei Wurzeln der Gleichung vierten Grades 
als die Quadrate der Hauptfortpflanzungsgeschwindigkeiten: a’, b*, c 
ansprechen. Dann ergeben sich die Neigungswinkel der Ebene X’=0 
gegen die Hauptschnitte der durch diese Annahme bestimmten Wellen- 
fliche vermége der Ausdriicke fiir die a, 8; y; und der Gleichungen: 


oe + B+ y?—1, us. w. 
wie folgt: 


9 a' b?c? 


1 
+ = (a? — 8) (a? — ce) * le + a — (A, + A, 2) 


@) dina Boa eae {aa bid ae “= + 42) 


9 cta®h? 


irs (ce? — a®) (2 — B) Soe + ae — (A, + A,) 
wo wie oben d? die vierte Wurzel der Gleichung (6) ist. 

Die Gleichungen (3), (6), (7) enthalten die Lésung der gestellten 
Aufgabe. Sechs Beobachtungen niimlich in der gewiihlten Schliffebene 
des Krystalls reichen hin, um die Constanten A, B in der Gleichung 
der Curve (3), aus welchen sich die Coefficienten der Gleichung (6) 
zusammensetzen, zu bestimmen. Sind alsdann: 


U, > Uy > Uy > Uy 


die vier Wurzeln der Gleichung (6), und bezeichnet man irgend drei 
derselben mit a?, b?, c?, die vierte mit d*, so entspricht dieser An- 
nahme eine Wellenfliche mit den Hauptfortpflanzungsgeschwindigkeiten 
a, b, c, wihrend die Gréssen «, 8, y (7) zur Orientirung der Schnitt- 
ebene gegen die Hauptschnitte dienen. Wenn noch: 


a@>b>e 


vorausgesetzt wird, so entsprechen den vier méglichen Annahmen die 
vier Colonnen der Tabelle: 
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a | a | a 
d? | b? 
b2 


ce? | c? | a 


(1 | 1) mIv 





von denen die 2., 3., 4. aus der 1. durch Vertauschung von bezw. 
b mit d; ¢ mit d; a mit d mit b mit a (cyklisch) hervorgeht. Gehdrt 
also das Formelsystem (7) etwa zur ersten Colonne, so erhiilt man 
die Orientirungswinkel der den drei anderen entsprechenden Schnitt- 
ebenen, deren Cosinusse mit a B’y’, a” B” y”, a” By” bezeichnet 
werden médgen, durch Anwendung dieser Vertauschungen auf die 
Formeln (7). Vergleicht man die so erhaltenen Ausdriicke mit (7), 
so bekommt man: 
» at? (bt — 2) | 
‘ be (a? — d®)? 
d*(b? — a®) (& — c*) , - a®) 
* “b'(d? — a?) (a? — ¢)? atct(b? — d®)? 
e*d(a* — b*) » £2 - 9-7, 
: atb?(d® — ¢)? ? c*(d? — a®) (d* — b)? 
a? d?(b? — a®) | 2, ed*(a? — b*) 
c2b2(d® — a)? ? abt — d®) 


ata? (et — 02). 
be c(a® a d?*) ? 


bed? (ct — at) | 


oc”? == B? . 


prma?. 


B'? == y?- "2 cos @ 


Indem wir uns nun zur Discussion der Realitiitsverhiltnisse wenden, 
machen wir zuniichst die Annahme, dass a?, b*, c? positive Gréssen 
sind, d. h. dass wir es mit einer Fresnel’schen Wellenfliiche zu thun 
haben, indem die negativen Werthen dieser Gréssen entsprechenden 
Flichen, auf welche das Vorstehende noch anwendbar war, von jetzt 
ab ausgeschlossen sind. Wegen: 


1 a2? 2 2 

a” a + Fi > =z 

kann die vierte Wurzel d? der Gleichung (6) als das Quadrat des 
Halbmessers eines Ellipsoids von den Halbaxen a, b, ¢ angesehen 
werden, welcher seiner Grisse nach zwischen a und ec gelegen sein 
muss, wenn die Cosinusse a, B, y reell sind, Um also einem reellen 
Schnitt einer Wellenfliiche zu entsprechen, miissen die Wurzeln der 
Gleichung (6) alle vier reell und positiv sein. 

Alsdann giebt es aber immer zwei reelle Lisungen der Aufgabe, 
aus dem Centralschnitt die Fiche zu bestimmen, wenn es eine giebt. 
Denn vermége der Beziehungen (7a) zieht die Realitiit des Werth- 
systems der aBy die von a fy’ nach sich, wihrend «” p” y” und 
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a’” By” imaginiir sind. Die beiden reellen Wellenfliichen, die der 
Forderung geniigen, unterscheiden sich also nur hinsichtlich ihrer 


mittleren Axe b (bez. d), wihrend die grésste a und kleinste ¢ iiber- 
einstimmen. 

Es kann eintreten, dass von den Wurzeln der Gleichung (6) zwei 
oder mehrere einander gleich werden. Ist z. B. wu, = u,, und u, und u, 
davon verschieden, so hat man die beiden oben in der Einleitung er- 
wihnten reellen Lésungen: 


A, Brit. 





lL «4 —aw—a’; u—ec; «= d? 
also eine optisch einaxige Wellenfliche, und 
Il, «=a; u,—=c?; u, = 0’, 
wobei sich noch aus 7a: 
y? = BP? =0; a? = 1 
ergiebt. Diese Lésung entspricht einem Haupischnitt einer Wellen- 
fliche mit den Axen a, b, ¢. 

Eine Uebereinstimmung der beiden reellen Liésungen findet nur 
statt, wenn die der Grésse nach mittleren Wurzeln wu, und wu, ein- 
ander gleich sind, d. h. wenn: 

b? <= @? 
ist. Dann ergiebt sich aber, wegen: 


1 a 2 Mad 
eer + b + 2 


die Beziehung: 


5 an ‘hp? — @2 
«eV eaetr Vga enO 
d. h. die Richtung @, 6, y steht senkrecht auf einer der beiden in 
der X Z- Ebene gelegenen Linien, welche die Knotenpunkte der Wellen- 
fliche mit dem Mittelpunkt verbindet, und die man secundiéire optische 
Aen der Wellenfliiche nennt. Fiir diejenigen Centralebenen also, welche 
durch zwei gegeniiberstehende Knotenpunkte der Wellenfliche hindurch- 
gehen, und nur fiir diese fallen die beiden reellen Lisungen zusammen. 
Durch die von einer solchen ausgeschnittene Curve liisst sich also 
keine von der ersten verschiedene Wellenfliche legen. 
Ks eriibrigt noch, die vorstehenden Entwicklungen auf diejenige 
Flache zu tibertragen, deren Gleichung: 
2 2 g2 
aoa + eoe t+ aoe? 


r— 





ist. Dies geschieht am bequemsten durch die Bemerkung, dass diese 
Fliche aus der Fresnel’schen Wellenfliiche auch mit Hilfe reciproker 
Radienvectoren, den Mittelpunkt zum Inversionscentrum genommen, 
abgeleitet werden kann. In der That, setzt man: 








3e 


7) 
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oo 7 < -— ‘ ete: 2 

wae aa eel 4. a= 5) "es 
1 1 1 

Gas i b= y 3 wkend i. 


wo 
Peet y?+ 2; y? =e 2 + yy’? 4 22 

ist, so gehen die beiden Flichengleichungen in einander iiber. Dies 

gilt auch von den vorstehend erhaltenen Resultaten, wenn man noch 

die Vertauschungen vornimmt: 


d=; oe; u=s 
meee Q °°? ae 


wihrend sowohl die Coefficienten A, B in der Gleichung der ebenen 
Schnitteurve, wie auch die Cosinusse a, 8, y und der Winkel @ un- 
geiindert bleiben. 

Die zu Grunde liegende Curvengleichung lautet alsdann (die 
Striche oben an den Buchstaben sind wieder getilgt): 


o' — e?(B, cos*g + B, sin*g + 2B cos@ sing) + 
+ A, cos?g + A, sin?’ + 2A cos sing = 0. 
Die Gleichung vierten Grades fiir die Gréssen 
e@<BU<e’?; & 
wird: 
ut — w(B, + B,) + w(A, + A, — BB, — B*) — 
— u(A, B, + B, A, — 2AB) + (A, A, — A?) = 0. 
Die vierte Wurzel d* steht mit den drei anderen in der Beziehung: 
@ = ata? + 2B? + cy? 
und muss, damit eine reelle Schnittebene mdglich ist, zwischen a? 
und ¢? liegen. Fiir die Winkel der Letzteren gegen die Hauptschnitt- 
ebenen erhilt man die Gleichung: 


2, bee? + abd? — (A; + Ay) 
os a? — B) @— ee) 


und die entsprechenden. 


Mathematische Annalen, XXXIV. 








Die fundamentalen Syzyganten der biniren Form sechster 
Ordnung. 


Von 


E. Srrou in Miinchen. 


Im Band 33 dieser Annalen pag. 100 u. f. habe ich einen Weg 
angegeben, um alle fundamentalen Syzyganten, die zu einer biniiren 
Form gehdren, aufzufinden; auch wurde daselbst das allgemeine 
Verfahren auf die biniire Form fiinfter Ordnung — als einfachstes 
Beispiel — angewendet. Im Folgenden werden nun in gleicher Weise 
die fundamentalen Syzyganten der biniiren Form sechster Ordnung 
entwickelt werden. Aus diesen kénnen dann alle tibrigen Syzyganten 
erster Art durch elementare Rechnung, niimlich durch Eliminations- 
processe, abgeleitet werden*), 

*) Anmerkung. Die Theorie der Syzyganten von Formen hodherer Ord- 
nungen wurde in letzter Zeit durch folgende Arbeiten geférdert: 

Brioschi ,,Sulle relazione esistendi fra covarianti ed invarianti di una stessa 
forma binaria‘‘ Annali di Matematica, Vol. XI, pag. 291—304. 

Stephanos, Comptes rendus Vol. XCVI, pag. 232—235 und pag. 1564—1567: 
»our les relations qui existent entre les covariants et les invariants de la forme 
binaire du sixiéme ordre.“ 

Perrin, ,,Sur les relations qui existent etc.“* Comptes rendus Vol XCVI, 
pag, 426, 479, 1717 und 1776, 

Hammond, American Journal of Math. Vol. VII, pag. 327 und Vol. VIII, 
pag. 126 etc. 

v. Gall, Math. Annalen Bd, 31. pag, 424. 

Die in diesen Arbeiten verwendeten Methoden beruhen entweder auf der 
durch Clebsch begriindeten typischen Darstellung der Ausgangsform durch Ein- 
fiihrung neuer Veriinderlicher, wodurch der zweite Coefficient Null wird (Brioschi 
und Perrin), oder sie stiitzen sich auf einige von Clebsch gegebene symbolische 
Identitiiten (fiir das Product zweier Functionaldeterminanten etc.) (Stephanos 
und y. Gall). Die von Hammond gegebenen fundamentalen Syzyganten sind 
durch directe Berechnung auf Grund der von Cayley verdffentlichten Tabellen 
fiir die Grundformen gefunden worden (vgl. American Journal Vol. VII, pag. 343 
unten). Unter den von Stephanos Comptes rendus 96, pag. 232 mittelst 
Clebsch’scher Identitiiten gefundenen Syzyganten befinden sich indessen 10, welche 
nicht fundamental sind, Ihre Reduction auf fundamentale Syzyganten wurde von 
Perrin a. a, O. pag. 1777 bewerkstelligt. 
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Syzyganten der biniren Form 6, Ord. 


§ 1. 
Wahl der Grundformen. 


Dem vorliegenden Zwecke entsprechend miissen bei der Wahl 
derjenigen Ueberschiebungen, die als Grundformen gelten sollen, zwei 
Gesichtspunkte im Auge behalten werden; nimlich einerseits soll -jede 
Grundform als méglichst niedrige Ueberschiebung definirt sein, wihrend 
andrerseits die iiberzuschiebenden Formen beide von méglichst hohem 
Grade sein sollen. Zu vermeiden ist unter allen Umstiinden, dass, von 
den Grundformen vierten Grades angefangen, die Form f unter den 
iberzuschiebenden Formen sich befindet. Darnach ergiebt sich folgende 
Zusammenstellung : 


Grad 1: f; 
2: (ff)? = A, (ff)* =%, (fA) = A; 
3: (fH) = T, (fi) =4, (fi? =p, (fi =); 
» 4: (Hi) =r, (Ai =s, (iP? =A, (tit —B; 
5: (Al) =¢t, (tl) =u, (él)? =m; 

» 6: (pl) —w, (tA) =v, (iA) =—C; 
(I) » 1: (im) =a, (im)? =n; 

» 8: (lm) =»; 

» 9: (On) = @; 

» LO: (nl) =u, (nl)? =D; 

y» 12: (mn) =A; 

» 15: (A}2*=—R. 


Diese Formen sind ausserdem nach steigendem Grade und Gewichte 
geordnet und es wird bei Aufstellung der Syzyganten an dieser Reihen. 
folge festgehalten werden. Alle anderen Covarianten von f, die in 
vorstehender Tabelle nicht schon enthalten sind, miissen nun durch 
die angegebenen 26 Formen rational und ganz ausgedriickt werden 
kénnen. EKinige dieser Beziehungen, die spiiter beniitzt werden, sollen 
nun zunichst entwickelt werden. 


§ 2. 
Reduction einiger Ueberschiebungen auf die Grundformen. 


Als wichtiges Hilfsmittel bei Aufstellung der gesuchten Relationen 
erweist sich eine Formel, welche in diesen Annalen Bd. 31, p. 448 
abgeleitet wurde und die, mit geringfiigiger Abiinderung, in folgender 
Weise geschrieben werden kann: 


20* 


E. Srroz, 


2 » . k—1 
({: i; Bo) = (1s Sat (fy py 
i=0 
ko—1 
$< Its Sa Q) (( fy fey ;)irtets 
A-—1 


+ (— 1 Arba > a ((fsh rie a wae 


i=0 
Dabei haben die Zahlencoefficienten a die Werthe 


k +k imi _9 ‘lillies 3 sal, Sad ss y 
a) = * 4 (— 1a(" “he far *) (2a) chine ‘abd arene 


nebst ahnlichen durch cyklische Vertauschung der n, k und « hieraus 
hervorgehenden Ausdriicken fiir a,°) und a). Das Gewicht, welches 
allen in der Formel vorkommenden Ueberschiebungen gemeinsam ist, 
wurde g genannt, und die Zahlen ¢ sind die Differenzen 
MIM, BM IK, Bm I—*, 

mit der Bedingung, dass dieselben statt negativ stets Null sein sollen. 
Endlich hat das reducirte Gewicht den Werth 

ome Stn, a eh 
und die Zahlen & haben die Bedingung zu erfiillen: 

ky +k, +k=y+2. 
In obiger Forme] kommen demnach im ganzen y + 2 Ueberschiebungen 
vor. Dieselben sind Anfangsformen der drei Gruppen, die aus den 
Ueberschiebungen von /;/,/,, die vom Gewicht g sind, gebildet wer- 
den kénnen. Ist beispielsweise g = 2 und alle n;S 2, dann sind alle 
é; = 0 und die drei Gruppen sind die folgenden: 


I (AhY A, (Af)'h)'> (AAY A)’ 
I. (fofs)*fir ((fefs)'h)'s (AK) A)’, 
Wl. (Af)? f, ((ff)'h)', (4A) A)’: 


Zwischen je 4 Anfangsformen besteht eine lineare Relation und man 
hat z. B. 


(§ @ 6) = Ath — 2 (AA) f)'— (Ahh 
+ (fshi)*fe = 0 
eine bekannte Relation, welche hiufig zur Reduction der an zweiter 


Stelle stehenden Ueberschiebung bentitzt wird. (Vgl. Gordan, Formen- 
system pag. 22). 
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1. Ueberschiebungen von Grundformen iiber f. 


Durch Anwendung der Formel II ergeben sich leicht folgende 
Beziehungen. 
Durch die Substitutionen 


GE). GS): GSf)e Git), m 644), 
in die allgemeine Formel erhilt man 
((HY = {ifs (fH = 745 (fH)! =F Af — FP 
“ (fH =0; (fH) =+41; 


1 
Die Ueberschiebungen von f iiber 7 sind simmtlich Grundformen bis 
auf (fi)’, welehes identisch verschwindet. 


; ie fif fit 
Ferner ergiebt sich aus (5 1 {), und (5 \ {). 


(fq)' = . pf— + iH; (fq)? —_ + r. 
Dabei wurde die aus (5 i f) folgende Beziehung bentitzt: (fp)——r. ® 
3 


212 
Die tibrigen Ueberschiebungen von f tiber p erhilt man durch die 


Substitutionen 
fif fif (5 4 fif fi f 
(5 1). (55 | . \321),’ (5 1 1). — 1s {). 

und zwar 

Yani tif, (fe) ante: (fey a—- 4t=— A: 
(7p) 4 6° + 15 fs (fp) — 5 3) (fp) = a s 5 ’ 
(fp) =0; (fp = B. 
Die Ueberschiebungen von f iiber J ergeben sich aus (4 ~ f) und 


9 
Cif) sami 
(| ), nimlich 


23 
(()—=—2s and (fl)? =2A+4 > Ai. 


bo. 


Durch Beniitzung dieser letzten Relation hat man ferner 
, ' Smee 
(Af? = 5 ((7)*f)'— | AG? 
und indem man die rechts zuerst stehende Ueberschiebung vermittelst 
der Substitutionen (( l f) auf die Grundformen reducirt, ergeben 
2a 


103 
sich die Beziehungen 





E, Srrox, 


(fA) = —Ft—F4gq; (fA = Zil— |B 


(fA =— fu; (fA)t= ym. 


Von den iibrigen Ueberschiebungen kommen hier nur noch in Betracht 

(fm) = — 20 — 2w; 

({mP =; Bi+54O+ 50, 

(fn) = {Av — + Bs - 4 ul, 

(fn)? => BA —{Ci+ml, 
die sich durch die Substitutionen 

(114) 115) rif) Gif 
112/),’ \112/,’ \112/,’ \1 12), 

aus der allgemeinen Forme! ableiten lassen. Dabei wurden bei Ent- 
wicklung der beiden letzten Relationen noch die aus 


(510), ™ G14), 


folgenden Beziehungen 
(Al? =n—+ Bl 
und 
3 : 1 , 
(ul) =~ ml — Ci— — ABi 


zur Reduction beniitzt. Die Formen (iA)* und (AA), die ebenfalls 
auftreten, kénnen auf Grund der Theorie der biniiren Form vierter 
Ordnung reducirt werden. Man hat 


(GAY =ZBi und (AA? =—LBA+ Ci. 


2. Ueberschiebungen von Grundformen itiber H und i. 


Die folgenden Substitutionen 


(G51), Si)» 621), 64d), G fo) 
321),’? \821),? \621), (82 0), \31 0), 
liefern die Beziehungen 
(HH) = = Af? — —pf — +, iH, 
(Hi =F fl— Ze, 
(Hi)! =F A+ = Ai, 
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(Hp) =+sf — pig 

3 6 ? 

1 a 


Von den Ueberschiebungen iiber ¢ sind nur zu erwihnen 


(¢A)* = 0 (aus der Theorie der biniiren Form 4. 0.) 
und 


(in)? = > Bm + = Cl, 


welches durch die Substitution (| : b) erhalten wird. 
4 
3. Ueberschiebungen von Grundformen iiber / und A. 


Ausser der schon oben angegebenen Ueberschiebung (JA)? kommt 
blos die bekannte Relation 


(ll)? = 20 + — AB 


fil 
vor, welche aus ({ 01 


) erhalten wird. Ferner hat man 
6 


(AA)! =; B (aus der Theorie der biniiren Form 4. Ord.) 
und 


(Am) = — @ aus der Substitution tom) | 
30 1/, 


§ 3. 
Syzyganten zwischen einfachen Ueberschiebungen von drei und vier 
bindren Formen. 


Aus den Entwicklungen der eingangs erwaihnten Abhandlung geht 
hervor, dass zwischen den einfachen Ueberschiebungen dreier biniirer 
Formen nur die einzige Syzygante 


existirt. Fiir vier Formen hat man die wichtige Syzygante 
(Afafatis =2i(4) (fY BAO — DIZ) Hf hy = 0 
a a 


welche — mit einigen Modificationen — hier ausschliesslich beniitzt 
wird. Wenn niimlich die Ordnung einer der Formen / kleiner als das 
Gewicht i der Syzygante ist, dann wird diese letztere in der an- 
geschriebenen Form unbrauchbar. Dieselbe muss alsdann derart um- 
geformt werden, dass keine identisch verschwindenden Ueberschiebungen 
darin vorkommen. Auch lassen sich die allgemeinen Syzyganten fiir 
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i = 2,3,4 derart vereinfachen, dass die Gliederzahl eine geringere 
wird und dieses soll nun zunichst vorgenommen werden. 
Fiir i = 2 heisst die vereinfachte Syzygante 


(ffefsfsl: = fife (fshy? + (Ah hh — AA Gsh)® — (tih* heh 
+ 2 (Af) (hf) = 9, 


welche ein Glied weniger enthilt als die allgemeine. 
Bildet man ferner 


3 ihfafds + (fifshihads + (ifshtas}> 
dann erhilt man die vereinfachte Syzygante vom Gewichte 3: 
Ahhh =fAh (fh) + hfs (Ah? + hhh)? + 3(AhY (sh) 
+ 3(fefs) (Ah) + 3 (fof)? (ffs) = 9, 
welche 2 Glieder weniger enthilt als (/,/,/;/,),; = 90. 
In gleicher Weise ergiebt sich aus 
a hhbsfs + Gt hilos + (Afehfds} 
die vereinfachte Syzygante vom Gewichte 4: 
Ahlsfils = Ahhh + 6CALY AY + AA Gh 
— Ah (hefhs)* — 6 (AhA) Ah? — (Ahhh 
+ 4(Ah) (Ah + 4A) (hh) = 9. 


Dieselbe enthilt ebenfalls zwei Terme weniger als die allgemeine 
Syzygante vom gleichen Gewichte. 

In iihnlicher Weise lassen sich auch die Syzyganten von noch 
héherem Gewichte auf einfachere Formen bringen. 


§ 4. 
Specialisirung der allgemeinen Syzyganten fiir Formen niederer 
Ordnungen. 


Zunichst soll die Syzygante vom Gewicht 3 fiir den Fall specialisirt 
werden, dass eine der Formen z. B. f, von der zweiten Ordnung sei. 
In den Ausdriicken fiir [f,/,/,f,], oder auch (f,f,f,f,); sondern wir 


den Theil /, (A (fh® _— fs (fifs)*) ab. Ersetzen wir nun die Formen 


durch ihre symbolischen Ausdriicke, dann lisst sich der zweite Factor 
in folgender Weise umformen: 


h( fat —f(Af? = a2 (ca). er— das — em (ad) ain du 
ay cee? dy (ag(¢d)— cz (ad) (az? (cd)? + ae ¢2(ed) (ad) +-¢2* (ad) 


=a" ou-8 dxe-® (ca) (Fag? (ed)*-+- ~ cg" (ad)?— 4 (ac)*de). 
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Nun ist ersichtlich, dass aus der ganzen Syzygante der Factor 
d~* heraustritt. Lisst man denselben weg, dann bleibt die gesuchte 
Relation zuriick. Fiir den abgesonderten Theil ist demnach ein- 
zusetzen 


= (fs?) — = (AOA) + + Af, 


wobei die quadratische Form i genannt ist. Die beiden specialisirten 
Syzyganten werden alsdann: 


(ifefsis = (fife) foi + 3(AAY (Kd + 3h) (fei? 
+ $he (fi) — hi (feho® — 3(fi) (hh)? — 30H? (eh) 
—2 (hd) ht th(hhy =0 


und 
[Ahefsils = thf) — he (AOA) +f (OPA) 
+ 2A ho) — 2h) (HY + 2A) (Ad? = 9. 
Dabei wurde in letzterem Ausdrucke ein Zahlenfactor : weggelassen. 


Durch letzteres Resultat ist auch zugleich der Fall erledigt, wenn 
noch eine weitere Form von der zweiten Ordnung wird. Da niimlich 
die Form f, in keiner dritten Ueberschiebung auftritt, so kann sie als 
quadratische Form t angenommen werden und man hat 


[fpit], = 2 (it)? (fp) — 2(fi)(pt)* + 2(fr)*(pi) 
— t[((fi%) — (pif) | + it(foy = 0. 


Sind endlich drei Formen von der zweiten Ordnung, dann wird die 
entsprechende Syzygante: 


[fit x], = f ((ix)'x)® — (if (ex) + (ef) (ix) — HPP (ir) = 0. 
Dieselbe wird am leichtesten direct aus der Identitiit 
(wy)? (ir) (tH) (ix) = i,?(t%) Te He + Ty? (Ht) Xete + hy? (it) iets 
abgeleitet. 
Die allgemeine Syzygante vom Gewicht 4 soll nun fir den Fall 
specialisirt werden, dass zwei der Formen von der zweiten Ordnung 


seien. Dabei scheint es zweckmiissig, ein allgemeineres Verfahren 
einzuschlagen, als dies bisher geschehen ist. Die Relation 


(119%), =f? (9%)! + BFP (Ge)? + 9° (ff) 
— 2fp( fo) + 8(fe) (fe) — 6(fe)(f¢e)? = 0 
verliert ihre Giltigkeit nicht, wenn an Stelle von p 7 eingefiihrt wird, 


wobei 7 eine Form zweiter Ordnung bedeuten soll. Beniitzt man nun 
die Beziehungen : 











E. Srrou. 
CT ei COM CO EE Ct CD 
(fe)? = i(fi? — | GPF; : 

2 ((fi)?%) (fi) = if(Fe)* + i(FHA(FP — (PF(FI? — 2 ((F0PF)? 


zur Reduction des Ausdrucks, so findet sich, dass der Factor 27? sich 
wegheben liisst, so dass die Syzygante 


(ff ii), = (FP) — 26 (FIP f)? — (FI? (FD? + (HEF? 
+4 (ff) =0 
zuriick bleibt. 
Aus derselben kénnen nun zwei allgemeinere Syzyganten abgeleitet 
werden. An Stelle von f liisst sich f+ 4m einfiihren, wo g eine 
Form von gleicher Ordnung wie f ist. Ordnet man das Resultat nach 


Potenzen von A, dann miissen die Coefficienten dieser Potenzen ein- 
zeln verschwinden. Man erhilt 


aot wia).A a 
und folglich (fftt), + (fpit),4 + (piri), 


(fpii), = f(p*)') + p(fP — 24| ((fH*9)? + (Pd) | 
— 2(fi? (pi)? + 20)? (Foy? + PCF g)' = 0. 
Hieraus liisst sich dann durch dasselbe Verfahren noch die allgemeinere 
Syzygante (fir), ableiten, welche jedoch im Folgendeu nicht be- 
niitzt wird. Auch behalten dieselben ihre Giiltigkeit, wenn die Ord- 
nungen von f und @ wngleich werden, wie durch Zufiigen oder Ent- 


fernen von symbolischen Factoren gz leicht nachgewiesen werden 
kann. 


§ 5. 
Die fundamentalen Syzyganten der biniren Form sechster Ordnung. 


Nach diesen Vorbereitungen erfordert die Aufstellung der funda- 
mentalen Syzyganten nur noch einfache Rechnung. Die Resultate 
folgen hier: 


Ss, = [fHHf), = fp + 3 f? Hi — 5 f*a — B® —32F =O, 
S, = [ffiH], =; Pl —{ ft? — fHp + Hi + 27q=0, 
S, = (fHi)=f-r—Hq+iT =0, 

S, = [ff Hi), = fs — + fiq+ 3Hr + 32p =0, 

S, = [ffii], = f° — 2fip + Hi + 2q° =0, 
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S, = [ffii], = 2B — 2fil + 6HA + # — 6p? = 0, 
S, = (fHl) = ft+2Hs+T7l=0, 

S, = (fil) = fu + 2is + qi=0, 

Sy = [ffill, = f?m — fpl — 2fiA — 4 fA? + Hil — 4qs=0. 


- Diese Syzygante kann jedoch vereinfacht werden. Bildet man nimlich 
[Hiif), =fpl —fHB— fid+ Hil — 4qs =0, 
dann wird die Differenz der beiden Syzyganten durch f theilbar und 
man erhilt 
8, = fm —2lp—iA+ BH— LA? =0. 
tet 10 = (fpl) = fw + 2ps —Ir=0, 
-~ 8, = (fiA) = fo + >it +2 Agitqd=0, 
in- Sz = ([/fid], = °C — + fim + (Bp — fl + HiB+ PA ~3ipl 
—2qu=0. 
Diese Syzygante liisst sich ebenfalls vereinfachen. Man bilde 
[fitl], = fim — flA + ilp — 2? A — : Ai® + 2qu=0. 
Sodann wird die Combination 
se [ffiA), + [fitl], — iS, 
=" durch f theilbar und es bleibt zuritick — 
4 - 
at. 8, = fC — 214 — > im+ Bp =0. 
” 8,5 = (fim) = fa + 2iv + 2iw + qm=—0, 
oe 1 3. ve 
8,,— +[(Fft), — +. AS, ]— fn + HO—2a?—+ir—tida—o, 
Sis = (flm) = fv + 2lv + 2lw — 2ms = 0, 
- 8,, = (fin) = fe —+ Aiv ++ Bis ++ iul + nq =0, 


S,; = (fnl) = fu + 2ns + + Alu — + Bls— Ful =O, 





is = (fA), =D — + fBC += pAC + = Cil + 2BIA 
— 2 mt — AmA — 2nd =0,") 


*) Vereinfacht mittelst: 
[fil], — Am — Op — > in+ 5 Bil — + fBt =o. 
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Sig = (fmn) = fa — : Amv + 4 Bms + * uml—2nv—2nw=0, 


Sy = [flmn], = f R — = i(Ad+ Bu—Ov) — + AGi+Au+By) 


bo] = 


Pu—mlv=0. 


§ 6. 
Berechnung der iibrigen Syzyganten erster Art. 


Aus der Theorie der associirten Formen ist bekannt, dass die 

sechs Grundformen 
f, H, i, A, T und q, 

welche in der angenommenen Ordnung auch die sechs ersten Formen 
sind, durch keine algebraische Relation verbunden sein kénnen. Der 
Grund liegt in der eigenthiimlichen Zusammensetzung der Leitglieder 
dieser Covarianten, von denen jedes einem besonderen Coefficienten der 
Form f zugeordnet werden kann und die desshalb auch wie letztere 
in gleicher Weise unabhingig von einander sein miissen. Alle iibrigen 
Grundformen sind nun durch die 6 ersten rational gebrochen aus- 
driickbar. In vorstehenden 20 Syzyganten sind diese Ausdriicke im- 
plicite enthalten. Denn mittelst S,; = 0 lisst sich zuniichst p in der 
gewiinschten Weise darstellen. Fiihrt man diesen Ausdruck in S, = 0 
ein, so ergiebt sich daraus auch der entsprechende Ausdruck fiir / und 
in gleicher Weise lisst sich, wie leicht zu sehen, jede folgende Grund- 
form durch die sechs ersten Grundformen darstellen. Auch ist ersicht- 
lich, dass der auftretende Nenner nur eine Potenz von / sein kann. 
Der ganze algebraische Zusammenhang zwischen den 26 Grundformen 
ist nun durch die angegebenen Syzyganten vollstiindig bekannt. Denn 


jede andere Syzygante kann — bis auf einen Factor, der eine Potenz 
von f ist — als lineare Function der fundamentalen Syzyganten dar- 


gestellt werden. Das Verfahren kann an folgendem Beispiele klar- 
gelegt werden. 
Die Syzygante 
S = (Hii), = fpl — fHB — fid+ Hil —4qs=0 
enthilt nur Grundformen, welche der Form B in der angenommenen 
Reihenfolge vorausgehen, B selbst inbegriffen. Bildet man nun 
f-S+H-8,=f*pl—fid — (Hil — 4fqs+6H?O + He 
— 6Hp?=0, 
so hat man eine neue Syzygante, welche PB nicht mehr enthiit. In 


gleicher Weise lisst sich nun A beseitigen und es wiirde schliesslich 
nur noch eine Syzygante zwischen den sechs ersten Grundformen 
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zuriickbleiben, die aber nicht existiren kann. Daher ist © in der 


Form darstellbar 
(1S =— PHS, + (6H?—/2i)S, — 4/qS, + 12H98, 
+ 6({p— Hi)S,. 
Auch ist leicht einzusehen, dass diese Darstellung eindeutig sein muss. 
Umgekehrt kénnen nun auch alle Syzyganten erster Art durch Com- 
bination der fundamentalen Syzyganten berechnet werden. Man ver- 
fihrt etwa in folgender Weise. 

Setzen wir in allen fundamentalen Syzyganten f= 0, so werden 
zwischen den iibrigbleibenden Ausdriicken lineare Relationen stattfinden, 
welche vorher nicht existiren konnten. Diese sind dann aufzusuchen. 
So hat man z. B. aus 


s,=— H'—2T?, s,= H*i+2q7T; s, =iT — Hq 
etc. etc. 
durch Elimination von H* und H?i aus den beiden ersten Gleichungen 
is, + Hs, =2qHT —2iT? 
und weiter durch Beniitzung der dritten Gleichung 
is, + Hs, + 2Ts, = 0. 
Bildet man nun dieselbe Combination ftr die vollstiindigen aan 


so ergiebt sich 
iS, + HS, + ne 


=((— PAit+ fPip+ -PHl+1 fhe — Hp + 2rT)=0. 


Demnach giebt dieselbe, da sich der Factor / absondern muss, eine 
neue Syzygante erster Art. Dieselbe ist auch irreducibel, weil sie den 
Term rZ’ enthilt. Ferner ist zugleich eine fundamentale Syzygante 
eweiter Art gewonnen, welche durch 

©, = iS, + HS, + 2TS, — fS =0 
dargestellt werden kann. 

In ganz iihnlicher Weise kénnen nun auch alle diejenigen Com- 
binationen der fundamentalen Syzyganten, aus denen sich der Factor 
{? absondern muss, gewonnen werden. Ks ist nur erforderlich, in 
den fundamentalen Syzyganten alle Terme, welche die zweite oder eine 
hdhere Potenz von / enthalten, wegzulassen, ferner in gleicher Weise 
mit den Syzyganten fS,;—0, fS,—0, ete. zu verfahren und alle 
linearen Relationen zwischen den entstehenden Ausdriicken zu be- 
stimmen. Auf diese Weise kénnen dann allmihlich simmtliche Syzy- 
ganten nur durch Eliminationsprocesse aus den oben angegebenen 
erhalten werden. 
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Hierzu muss jedoch bemerkt werden, dass die wirkliche Berechnung 
der abgeleiteten Syzyganten practischer auf demselben Wege geschieht, 
auf dem die fundamentalen Syzyganten erhalten wurden. So ergiebt 
sich die oben durch S’ bezeichnete Syzygante einfach aus 


S’ = (fHHi), =0 


‘= 2(HiT)=0. 
Zwischen solchen Syzyganten vom Gewicht 1 besteht dann die Identitit 
(in Bezug auf die Grundformen) 

(fHiT) = ((HiT) — H(fiT) + (fH) — T(fHi) =0, 
welche offenbar mit der oben abgeleiteten Syzygante zweiter Art ©, 
bis auf einen Zahlenfactor iibereinstimmt. Die Mehrzahl der Syzyganten 
zweiter Art kann mittelst dieser Identitit gewonnen werden. Auch 
ist es nicht schwer, eine allgemeinere Syzygante zweiter Art von be- 
liebigem Gewichte ¢ aufzustellen. Man findet 


(ifsfatatslds =>) (4) (AA hafifeha—a — (fit fahafateda 
a 


+ (ffi Ahfsfe-2 — (ff Ahhh il = 0. 
Setzt man hierin /, =f, —/ und ist (f,f,/,/,): eine irreducible abge- 
leitete Syzygante erster Art, dann stellt diese Relation eine funda- 
mentale Syzygante zweiter Art dar. Dieselbe erlangt jedoch erst Be- 
deutung, wenn i > 2 wird. 


oder auch aus 


Miinchen, den 10. December 1888. 
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On the finite Number of the Covariants of a Binary Quantic. 
By 


A. Cayiey of Cambridge. 


The process by which Hilbert in his recent paper ,Ueber die 
Endlichkeit des Invariantensystems fiir biniire Grundformen“, t. XX XIII 
pp. 223—226, has established the finite number of the invariants of a 
binary quantic, is very much simplified if we apply it to the covariants, 
or, what is the same thing, the seminvariants of the binary quantic: 
for writing (a, b,- + -{a, y)" = a(w—ay) (c@—By)--- ,we have then 
to consider an expression {a(a — B)\? {a(a — y)}# {a(B —y)}"---, 
where the exponents p,qg,7,--- "have any positive integer values 
whatever, and we are in no wise concerned with the linear relations 
which express the equally-frequent occurrence of the several roots 
respectively, and thus make the function an invariant. 

I remark that in general a seminvariant means a rational sem- 
invariant viz. one which is a rational and integral function of the 
coefficients; but when (as at present) we are concerned with semin- 
variants expressed in terms of the roots, it is proper to distinguish 
between rational and irrational seminvariants; the foregoing expression 
is in general an unsymmetrical function of the roots, and is thus an 
irrational seminvariant: but by taking the sum of two or more such 
expressions so as to obtain a symmetrical function of the roots, or 
if the original function be symmetrical, then we have a seminvariant 
which is a rational and integral function of the coefficients, that is a 
rational seminvariant. 

Now a(a—) is a root of the equation of differences, that is, if 
4=n® — n, we have an equation 

{a(a—B)}¥ + L, {a(e—A)}*--- +L, =0, 
where L,, L,,--- L,, are rational seminvariants or say they are 
rational and integral functions of certain rational seminariants (in 
particular the last coefficient Z . is a numerical multiple of a power 
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of a into the discriminant). We can by means of this equation express 
any power {a(a—£)}” where the exponent p is greater than 4 — 1, 
in terms of like powers with exponents not exceeding 4— 1; and 
proceeding in the same manner with every other factor the exponent 
whereof is greater than 4 — 1, we see that it is only necessary to 
consider the seminvariants 


{2(@—B)}? {a(a—7)}# {a(B—y)}" 
where each of the exponents p,q,7,--+ is at most—=A—1. The 
number of these irrational seminvariants is obviously finite; and 
denoting the complete system of them by A, B, C, D, +--+ we see 
that every other seminvariant whatever will be of the form 
AX+BY+CZ+DW+-.-:., 

where X, Y, Z, W,--~- are rational and integral functions of the 
coefficients of the equation of differences, that is of a certain finite 
number of rational seminvariants. 

Suppose that the whole number of terms A, B, C, D,--- is =k, 
and that forming with these any linear combinations aA + BB+: 
(with numerical multipliers «, 8,---) we obtain the rational semin- 
variants A, B, C,---; let the whole number of these be =/ (this is 
of course a number less than k):,then instead of the original system 
A, B, C, D,--++ of k terms, we may consider the system composed 
of the 7 rational seminvariants A, B, C,--- and any k — 1 terms, say 
F, G,-++ of the original system of k terms: the general form of a 
seminvariant thus is AX + BY+CZ+.--+FU+GV+4+::, 
where X, Y, Z,---U,V,--- are rational and integral functions of 
a certain number of rational seminvariants; and if we now attend 
only to rational seminvariants, these are of the form 

AX+BY+CZ+.--:; 

vzi. using now the word seminvariant as meaning rational seminvariant, 
and omitting the word rational accordingly, the conclusion is: every 
seminvariant of a binary quantic (a, b-- -{a#, y)" is a linear function 
AX+BY+CZ-+--: of a finite system of seminvariants A, B, C,:::, 
the coefficients X, Y, Z,--+- being rational and integral functions of 
a certain number of seminvariants: and the entire system of the sem- 
invariants of the binary quantic is thus finite. 








Cambridge, 24. January 1889. 
































Ueber das vollstandige Combinantensystem zweier binarer 


me Formen. 
see Von 
E. Srroxg in Mitinchen. 
the ray 
nite 


Um das vollstiindige Combinantensystem der biniren Formen m' 
Ordnung g, ¥ zu erhalten, hat man nach einem Satze von Gordan 
"* das simultane System der ungeraden Ueberschiebungen 


mn (1) (pv)', (pw)®, (py), ete. ete. 
is is aufzustellen, dann sind alle Combinanten durch die Grundformen 
dieses Systems rational und ganz ausdriickbar. Wegen der Abhiingig- 


_ keit, welche zwischen den Formen (1) stattfindet, wird jedoch das 
osed — . Brow. 
simultane System derselben nicht das allgemeinste seiner Art sein, 
say ; ‘ ie " 
of a sondern es werden Reductionen eintreten, so dass schliesslich eine 
kleinste Zahl von Combinanten zuriickbleibt, durch welche alle anderen 
‘ of ausdriickbar sind*), Voraussetzung zu dieser Untersuchung ist dabei 


eal selbstverstindlich die Kenntniss des simultanen Formensystems von 
| Formen der Ordnungen 


2m —2, 2m —6, 2m — 10, ete. ete. 
Im Folgenden wird jedoch gezeigt werden, dass diese Kenntniss 


_ entbehrt werden kann, dass vielmehr das vollstiindige Combinanten- 
an system zweier binirer Formen nichts Anderes ist, als das System einer 
Na einzigen bindren Form hiherer Ordnung. 

~ Es mége die von Cayley zur Bestimmung der Resultante von » 
is of 

an und ~ verwendete Form durch 





Fa D(X, Xa) Y(Ys1Yo) — P(Ys1 Ye) W(H1 Xe) 





(wy) 
m—1 m—1 
— > > Cik x;¢ are y;* gy. *-! 
k=0 i=0 


*) Fiir den einfachsten Fall von Formen vierter Ordnung wurde das System 
auf diesem von Gordan vorgezeichneten Wege von Stephanos, Comptes 
rendus Vol. 97, S. 27, aufgestellt. 
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dargestellt sein, dann ist die Resultante 


Coo Co4 °° * Com—1 




























Baie SW *°*** Se-4 





| Cm—10 Cm—11 ** * Cm—1 m—1 
und die Unterdeterminanten derselben haben die von Jacobi be- 
merkte Eigenschaft, dass sie bloss 2m—1 verschiedene Werthe haben, 
da stets 

Vik =Yrs Wenn i+tk=r-4s ist. 
Dieselben kénnen daher auch durch 


Yor Vir Vor °° * Yam—2 
bezeichnet werden. Diese Gréssen lassen sich nun in folgender Weise 
in die Form F einfiihren. Multiplicirt man nimlich F’ mit R"-*, dann 
kann jedes Product ¢;,R"-* durch die zu y,, adjungirte Determinante 
im System der y ersetzt werden und es wird 


Yo 1 ae oe a 
—2 | 
y 6s 29 Ym HQ" Hy | 
F fs Rm 3 aan wm ? y ss . 
VYm—1 Ym *** Y2m—2 ie 
9-2 y."—*y, —s a 0 





In dieser Gestalt ist nun aber F’ eine Covariante der biniiren Form 
(2m — 2)" Ordnung 
f=%%2" — - — *) 71 %,2"—-5 w+ ++ + Yom—2 2,2", 
die symbolisch durch 
f = a,2"— = 0,2"? =. = fh?" 
bezeichnet werden soll und auch durch Rinderung der Resultante R 


mit den Gréssen (— 1)* * a " x, 2," +erhalten werden kann. 


Um die Covarianteneigenschaft von F’- R™-* nachzuweisen, multiplicire 


man jede Verticalreihe — mit Ausnahme der letzten — mit y, und 
subtrahire davon die mit y, multiplicirte vorhergehende. Dadurch kann 
der Grad der Determinante um eins erniedrigt werden. Verfihrt man 
in aihnlicher, Weise mit den Horizontalreihen, so tritt eine weitere 
Reduction ein und wenn die symbolischen Coefficienten von f ein- . 


gefiihrt werden, daun wird schliesslich 
a,? m—4 Az Ay @,2=-5 iy Oz dy -- a,>-* a,” a, dy 
{ol SS ee eee ee b,@-3 b,™-1 bb 
- 1 2 Ox Dy 1 2 2 Dy 
R : ; F =; . . . . . . . . . . . ’ 


| h,"-*h,”-*hzh, ooo © eee we Se o@ V 






































Combinantensystem zweier biniirer Formen. 


oder in Factoren zerlegt 





1 
R—.F= waa TI(ab)? Taz dy, 


worin die Producte auf alle Vertauschungen der m— 1 Symbole 
a,b, c¢...h sich erstrecken. 
" Demnach erhellt die Richtigkeit des Satzes: 
n, Die Cayley’sche Form 
(2) _ P(X, Xa) W(Y1 Ye) — P(Yr Ye) YW (ay Xe) 
(xy) 
kann durch Multiplication mit einer Potenz der Resultante von p und w 


in eine Covariante einer einzigen Form (2m — 2)" Ordnung iiber- 
ise gefiihrt werden. 





nn Nun sind aber alle Combinanten von g und » aus der Cayley’ schen 
ote Form durch invariante Processe ableitbar. Wenn daher eine solche 
Combinante mit einer passenden Potenz von R multiplicirt wird, so 
kann sie auch als eine Covariante bez. Invariante der Form f be- 
trachtet werden. Insbesondere gilt daher fiir die einfachsten Combi- 
nanten der Satz: 
Die Ueberschiebungen 


(3) (py)', (pv), (py) ete. ete. 

kinnen durch Multiplication mit einer Invariante simmtlich als Co- 
rm. varianten einer einzigen Form (2m — 2) Ordnung dargestellt werden. 

Das simultane System dieser Ueberschiebungen fallt daher — bis auf 

einen Factor, der eine Invariante ist, — mit dem vollstindigen Formen- 

systeme dieser einen Form zusammen. 


Damit ist nicht nur der ganze Zusammenhang zwischen diesen 





ungeraden Ueberschiebungen festgelegt, sondern es ist auch das simul- 
R tane System derselben, soweit dies erreichbar, genau umgrenzt. Auch 

die Combinante f, welche von Jacobi und Gordan zur Resultanten- 
nn, bildung wiederholt benutzt worden war, erscheint durch diesen Satz 
cire in ihrer wahren Bedeutung. 
und Es hat auch keine Schwierigkeit, diejenigen Covarianten von f 
ann niher zu bestimmen, denen die ungeraden Ueberschiebungen ent- 
nan sprechen. 
tere Die Form F kann nach der Gordan’schen Reihe entwickelt 
ein- werden 

‘ (2 a+ 1) (2 vf i) 2y41 2y 
(4) F=2>' ~ Ga e) (pv)rts a ay)” 
v 2y+1 

’ Ferner liisst sich R*-*F' nach Polaren der folgenden Covarianten ent- 

wickeln 


21* 
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Kk == TT(ab)? - az? bz? ++ + he’, 
(5) k() = T1(ab)? + (ab)? eg? «+ + he?, 
(®) = TH(ab)? « (ab)? (cd)? le? = + + Ie? 


etc. etc. worin das Product IT(ab)? sich iiber alle y Q *) verschiedene 
Vertauschungen der m — 1 Symbole a,b, c,...h erstreckt. 

Am schnellsten ergiebt sich diese Entwicklung durch Beniitzung 
der von Gordan, Math. Annaler Bd. 3, pag. 372 abgeleiteten Formel 


her Vx, Vx, salts : Sz, Sz, Pee Sz, _— 
2 Ee 2y 
-2) te Soot teh, (Mg aosan-aosa)” 
eo" y+ 3) %, 5 %,,° tn—2v \ 'n—2v+1 'n-2r-+2] *** 
v 


wo die Zahlen 7,%,...%, eine Permutation von 1,2,3,...m be- 
deuten und die zweite Summe nur diejenigen Werthe des ungeschrie- 
benen Ausdrucks umfasst, welche von einander verschieden sind. 

Indem man in dieser Relation die Variabeln mit Symbolen und 
umgekehrt vertauscht, ergiebt sich die Beziehung 


Grebe +++ hes Qyby +++ hy= 
(— 1)” (vym—1—2 ¥ (vym@—1—2 (ay Jia 
= -) we P, P, y ? 
ae-3) 
v 


worin die Formen p die Bedeutung haben 





p = a,” ° b,? eae A,*, 


pt) a= 9 (ab)? c,? +--+ h,?, 


p® = > (ab)? (ed)? ea? «+ + Ihe? 
etc. etc. 
Darin erstrecken sich wieder die Summen iiber alle Permutationen 
der Symbole a, b, c, ...h, welche Verschiedenes liefern. Man be- 
stimmt leicht die Zahl dieser unter sich gleichen Summanden all- 


gemein gleich 
‘m— 1\ (2v\_¥! 
( 2v ( vy) 2 


und wenn ferner die erhaltene Gleichung noch mit dem symbolischen 
Factor TT(ab)? multiplicirt wird, so resultirt die gewiinschte Entwicklung 





m—2 . a a ("2 *y, () , .(y)m—1—2 (vym—1—2 oy 


»{m- 


(m—1)!8 H(n- -3) 


v 
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Aus den beiden Entwicklungen (4) und (6) folgt demnach 








m “ss 20 
» (eet) (oo4-1) Re (pp) = (— 1)’ ye ) ko 





2m—2 
dene 2e41) —" ~ -2) 
v 
a und hieraus nach Vereinfachung des Zahlencoefficienten 
rme 
(v4 2Qe+1 
R= (py)?! = (—1) ) nee ee. hot 
2”m! tm (m) 
i Es sind also der Reihe nach die ungeraden Ueberschiebungen in 
folgende Covarianten von f tiberfiihrbar: 
be- Re-2(py)' = — ~ b)? + dg? by? ++ + hg’, 
hrie- 
P R= (py) = — — — TT(ab)? - (ab)? ¢,? - + + h,?, 
un 
Ro (py) = ——* > __ T1(ab)? « (ab)? (cd)? en? +» + he’, 
etc. etc. 
Besondere Fille. Fir m=3 wird f von der 4'" Ordnung 
und man erhiilt 
R - (p¥)' = & (ab)? athe = 4 A, 
R - (gv) = — | (abt — Fi. 
Fiir m = 4 wird f von der 6'" Ordnung und es ergiebt sich 
(py)! — oy (ab)? (ac) (be)? ag? be? co? = 5, 
> 1 1 
ail R? - (py) = — =, (ab)! (ac)? (be) ¢,? = — = I. 
: be- Fiir m = 5 wird f von der 8' Ordnung und 
/ R. (py)! = =30 (ab)? (ac)* (ad) (bc)* (bd)? (cd)? az? b,* cz" d,’, 
R - (py) = — sor (ab)* (ac)? (ad)? (be)? (bd)? (ed)? c,? d,’, 
chen RS « (py) = <1, (ad)! (cd)! (ac)? (ad) (be)? (bd). 
Jun 
’ Der erste dieser symbolischen Ausdriicke kann in folgender Weise 
‘i umgestaltet werden. 
ry). Fir vertauschbare Symbole a, b, ¢ gilt die folgende Identitit 
(ab)? (bc)? (ca)? az? b,? c,? = ; (ab)° c,6 — (ab)* (be)? a,” c,4 
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und daraus 
(ab)? (bc)? (ca)? (ad)? (bd)? (ed)? = 2 (ab)°(ed)°— (ab)*(be)*(ad)* (ed). 


Durch Beniitzung derselben geht der erste Ausdruck unter Weglassung 
des Zahlencoefficienten zuniichst iiber in 


+h — (ab)! (b 6)? (ad)? (cd) ag? bg? 4? de’, 


wo k die Covariante (/f)* bedeutet. 
Mit Hilfe der Reihenentwicklung 


(ab)! as? ba? ay? b,? = ig! iy2i? +> k (ys)? — + ha? hy? (we)? 


1 pn op2/ 1 2 
—1 Keke (yay + 3, A(ey) (ee) 





ergiebt sich fiir den zweiten Term der Werth 
iz' (ta)? (ib)?(ab)*a,? b,? + 7 kt ik x (ka)*(ab)*a.* bet + 3 Ai, 
der durch Beniitzung der Beziehungen 
(ab)! az? by? (ai)® (bi)? int = (i)! — 2 i, + = Ai, 
(ab)* a,?b.4 (ak? ke? === ig+ = ke 


weiter vereinfacht werden ne so dass schliesslich, weil auch 


8 
2 a0 Ai+; +s Bf+ sow 


ist, der gesuchte Werth der mpage wird 
Ai+2Bf 
Bp 9)! = =) (84, + 7 Te 7 i 


(ii)! = — 


Darin bedeuten i, und A die Covarianten zweiten Grades 
i=(ff), k=(ff), A=(ffy, 
=(fi)® und i, = (tk)? 
gesetzt ist. In itihnlicher Weise ergiebt sich 
1 aa 

Bp d) = — 99 G2 — ts + G5 AB), 

R(py) = Sor (= A? — 20), 
wo C= (kk)* ist. 

Damit sind dann die ungeraden Ueberschiebungen (py)', (pv) 

und (gw)° durch die gebriiuchlichen Grundformen der biniren Form 
achter Ordnung f ausgedriickt. 


Als Nebenresultat ergiebt sich aus Vorigem noch der formen- 
theoretische Satz: Jede Grundform der Form f kann als simultane 


wihrend 
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Covariante der Formen k, k\), ete. dargestellt werden, wenn sie mit 
einer passenden Potenz der Invariante E = (fk°)?"—* multiplicirt wurde. 
Dies folgt namlich daraus, weil E™-!-f selbst in der angegebenen 
Weise darstellbar ist. 


Anwendungen des bewiesenen Theorems. 


Jede Aufgabe, welche sich in Riicksicht auf die Combinanten 
von » und yp stellen lisst, ist mittelst des bewiesenen Theorems iiber- 
fihrbar in eine Aufgabe, welche innerhalb des vollstindigen Formen- 
systems einer bindren Form gelést werden kann. So lautet die mehr- 
fach behandelte Aufgabe: ,,Aus der gegebenen Form (gyw)' sollen 
alle tibrigen Combinanten abgeleitet werden“*) nunmehr folgender- 
massen : 

lm vollstiindigen Formensysteme der Form f von der (2m — 2) 
Ordnung ist die Covariante hk = TT(ab)*- a,? b,?+-+h.? vom (m—1) 
Grade (in den Coefficienten) gegeben. Es soll das Formensystem aus 
derselben bestimmt werden.“ 

Wenn die Formen von der vierten Ordnung sind, dann wird die 
Covariante k® =—j und man erhilt 5 Formensysteme, welche zu j 
gehoren. **) 

Eine andere Anwendung des Theorems ergiebt sich, wenn die 
Resultante von g und yw durch simultane Invarianten der Kormen 
(pv)', (pw)’, etc. ausgedriickt werden soll. 

Es ist leicht zu sehen, dass die (2m — 2)'° Ueberschiebung der 
Form f iiber (pw)! gerade FR ist, da die Beziehung existirt 





m—1 m— 


mR =>’ > Cik Vik« 


i=0 k=O 


Bildet man nun die (2m — 2) Ueberschiebung von f iiber die 
Gleichung 
Ro (py)! = J; k, 
so ergiebt sich 
k° fy? m—2 .. 1 E. 


m! 


R-' = 1 


m! ( 


Die Resultante, gebildet fiir die Formen 
Re? (@ v)', Rr (py), etc. 
p)s eer 


*) Vgl. Hilbert, Math. Annalen Bd, 33, p. 227, wo die friihere Literatur 
angegeben ist. 

**) In einer schon im Mai 1881 an der techn. Hochschule Miinchen ein- 
n- gereichten Preisschrift ist diese Lésung im Zusammenhange mit der Theorie der 
Combinanten dreier biniirer Formen von mir durchgefiihrt worden. 
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wird aber R(—”, demnach ist 
Ev = (m!)"—! - R(k, k'- - -) 
und es gilt der Satz: 

Im volistiindigen Formensysteme der Form f mit den Covarianten 
kO, k®, ++ kann die (m— 1)" Potenz der Invariante*) (fk°)?"— 
durch simultane Invarianten der Formen k®) rational und ganz aus- 
gedriickt werden. Dieser Ausdruck stellt zugleich die Resultante zweier 
Formen m‘* Ordnung in der einfachsten Form dar. 

Es ist beipielsweise fiir m= 3 

E = (ab)? (ac)? (bc)? =j. 
Demnach muss j* durch simultane Invarianten von H und 7 aus- 
driickbar sein. In der That ist 


j? = 3((HHyY A)‘ + 3 


12 
Da nun 
H = 6(py)' = 6u, 
i= —6(p¥) =— bu, 
so wird 
j2— 18 [36 ((wu)? u)* — uw] 
und ferner 


R= 18 ((uu)? u)' — $ u, 
Fiir 2 Formen vierter Ordnung ist 
E=(fj'=>74—B 


und demnach lisst sich E* durch simultane Invarianten von j und | 
ausdriicken. Mit Hilfe der Beziehungen 
= 1 . 
(jj) =4,—=7AE—-=L ((—L), 
1 


os ° 3 ° 
(jy =e Qe—7_h, 


aie 8 ‘ 
(ty) )*§ = By = joo (3H? B — 4A, L) 
wird 

150 E3 = L? — 24.4, L + 10804,? — 10'By. 


Fiihrt man an Stelle der Formen j und 7 nun wieder (pw)! und (pv) 
ein und bezeichnet deren Invarianten durchweg mit dem Index 1, dann 
wird die gesuchte Resultante**): 


S® R= (8L, — 5.A,)? + 250(8.4,? — 75B,). 


*) Diese Invariante ist die Catalecticante Sylvesters, wie aus ihrer symbo- 
lischen Form direct folgt. 

**) Vgl. Gordan, Math. Annalen Bd. 3, 8. 383. Die dort gegebenen Recursions- 
formeln miissen demnach auf obiges Resultat fiihren. 
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In gleicher Weise kann bei Formen héherer Ordnung verfahren 
werden. Der Vorzug dieses Verfahrens besteht darin, dass die Resul- 
tante direct in der einfachsten Form erhalten wird und alle unnéthigen 
Zwischenoperaticnen hier wegfallen. 

Ferner mége noch darauf hingewiesen werden, dass aus dem 
Theorem (3) vermége des Brill’schen Combinantensatzes sofort ein 
ahnliches, welches sich auf die Combinanten von m — 1 Formen m* 
Ordnung bezieht, abgeleitet werden kann. Auch ist es nicht ohne 
Interesse, einen directen Beweis fiir dieses letztere zu fihren. Seien 
die gegebenen Formen durch 


Py = 42", Py = 2", +++ Pm = hy” 
dargestellt, dann lassen sich die zugehérigen Formen 
"2, Bym—2. . ym-2 
stets so bestimmen, dass die Combination 
y= 7," Sy™—* = a," ay™—* + b,™ By™-? + +++ + he” gy” 
Polare einer Form (2m — 2)" Ordnung wird. Denn die (m — 2) 
Gleichungen 
(rs) r,7—' 3,° ==, (rs)? 7,"-* 5,7*=0 etc, 


liefern im Ganzen m(m — 2) lineare Bestimmungsgleichungen fir die 
Coefficienten der obigen Hilfsformen. Es darf demnach wp in der Form 
angenommen werden 
w = é,* a2 a 
Es mége nun die Determinante aus den Coefficienten der Hilfs- 
formen © genanut werden, dann liisst sich die Gordan’sche Combi- 
nante P, wenn sie mit © multiplicirt wird, in folgender Weise dar- 
stellen 
ar* é,™ ¢,*-* ey é,* “se a°-* e,”™ 
¢,'=-* e,'™ ¢,'=-* 4 e,* ilar e,'*-* ty'™ 
OP = 7 
m—2 m m—1 m 
| €,(™—2) ¢,(m—2) + + @g™—2) em—2) 
oder in ein symbolisches Product umgewandelt 


ae oe 


@. P= Mee) The, Ne 1,.3---@— @% 


Ebenso kann auch die gleichwerthige Combinante Q*) ausgedriickt 
werden. Man erhiilt 





*) Vgl. Math. Annalen Bd, 22, pag. 393, 
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| e,2"-3 senate’ @ +*° ¢,7-* eo” | 
; | e,2=-8 Cy, e,2*-4 €,? 8 @ e,"-* e,mt! | 
0° een |" . 
£2," — a1 2, jews (-— 1)" 2," | 
y.™ apis 9,7 Y; — (— 1)" y,™ | 


oder 
1 ; 
0-Q=— om TT (el e))? The, e, 


i=0,1,2---m—2 
Guess tee a 
Es gilt demnach auch hier der Satz: 

Jede Combinante von (m — 1) Formen m** Ordnung kann durch 
Multiplication mit einer Invariante als Covariante einer einzigen Form 
(2m — 2)" Ordnung dargestellt werden. Das vollstindige Combinanten- 
system von (m — 1) Formen m'** Ordnung [allt daher ebenfalls mit dem 
System einer einzigen Form (2m — 2)" Ordnung zusammen.*) 

Von anderen Combinantensystemen kann nur das System dreier 
terndrer quadratischer Formen in derseiben Art behandelt werden und 
es zeigt sich, wie auch aus geometrischen Untersuchungen bekannt 
ist, dass dasselbe mit dem System einer cubischen terndren Form in 
Uebereinstimmung gebracht werden kann. Dieselbe sei f = @,°, dann 
wird die Gordan’sche Form 


0 - P= (apy) a,” B, y.? 
== A.A, A, (yz) — uss wz 
wo 
A= (apy) arBrye B= (aBy) (aBu) (ayu) (yu) 
bekannte Covarianten von / sind. 
Entwickelt man die Gordan’sche Form direct nach Polaren der 

Combinanten 

J = (abe) azb,c, und H = (abu) (acu) (beu), 
dann ergiebt sich 

P = 4d,d,J.(xyz) — 2mm, 

Somit durch Vergleichung 


O-J= iA und @-H=iz. 


Demnach kann das simultane System der Jacobi’schen Form J und 
der Hermite’schen Form H durch Multiplication mit Potenzen einer 





*) Fir Formen vierter Ordnung finden sich Satz und Beweisgang in oben- 
erwihnter Preisschrift. 
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Invariante in das System einer einzigen cubischen Form tibergefiihrt 
werden. 
Diese Form bestimmt sich leicht als 


f=24% + 2, 
wihrend die Invariante, deren Potenzen zu den Combinanten zutreten 
miissen, gleich 
sm — gw 
gefunden wird. 

Schliesslich mag noch darauf hingewiesen werden, dass in den 
behandelten Fiillen alle Combinanten aus einer unter ihnen rational 
ableitbar sind. Der zuerst von Brill] eingeschlagene Weg, alle Combi- 
nanten (Formenbiischel) aus der ersten Elementarcombinante (Wende- 
punktsform) abzuleiten, fiihrt bekanntlich auf Irrationalitdten, wodurch 
: eine weitere Untersuchung des Combinantensystems auf Grund dieser 
Darstellung unméglich gemacht wird. 





Miinchen, den 14. Januar 1889. 











Die Grundsyzyganten zweier simultanen biquadratischen 
binéren Formen.”*) 


Von 
Frhr. v. Gatu in Darmstadt. 


§ 1. 
Einleitung. 


An dem angefiihrten Orte wurde gezeigt, dass sich eine fast be- 
liebige Menge von Syzyganten zwischen den 28 Grundformen G; dieses 
simultanen Systems ohne weiteres hinschreiben liisst, sobald man nur 
einmal die ersten und zweiten Ueberschiebungen der Covarianten G, 
und G,, wie daselbst geschehen, durch die Grundformen ausgedriickt 
hat. Im Anschluss an die Definition Hammond’s (American Journal 
Vol. VII, pag. 2) miissen wir aber erwarten, dass die meisten der hier- 
durch zu erhaltenden Syzyganten zusammengesetzt sind. Unter der 
uniibersehbaren Menge der auftretenden Beziehungen werden aber alle 
im Hammond’schen Sinne Grundsyzyganten genannt werden kénnen, 
die eine biniire Combination der Grundformen als Summand enthalten 
(American Jour. Vol. VIII, pag. 126). — Die Absonderung dieser wird 
das Ziel und die Aufgabe der nachfolgenden Untersuchung sein. Es 
ist bekannt, dass bei allen bis jetzt nach Syl vester’schen Principien 
durch Abzihlung verificirten vollen Systemen von Grundsyzyganten jede 
einzelne wirklich einen solechen Term G;G, enthilt; dagegen ist es 
leider noch nicht gelungen die volle oder teilweise Umkehrung dieses 
augenscheinlichen Satzes und mithin auch die absolute Vollstindigkeit 
des durch die hier angewandte Art von Sichtung (tamisage) erhaltenen 
Systems von Grundsyzyganten zu erweisen. Soviel andere Grundsyzy- 
ganten im Verlauf der vorliegenden Arbeit aber auch untersucht wurden, 
gelang es andererseits nur in einem Falle eine nicht zerlegbare Syzy- 
gante zu finden, die einer vollstindigen Umkehrung zu widersprechen 
scheint. Es ist dies die eine zwischen den 8 Invarianten G, bestehende 


*) Der Aufsatz bildet die Fortsetzung der gleichnamigen Arbeit des Ver- 
fassers im 33, Bande dieses Journals. 
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Relation, die als einfachsten"Term erst die 4'e Potenz der Invariante D 
enthilt. Es war trotz unzihliger Versuche weder méglich diese zu zer- 
legen, noch andere als identisch verschwindende Syzyganten zu finden, 
die den Term D? enthielten,*) 

Kin Produkt G;G, von Grundformen, das nur in einer Syzygante 
als Summand auftritt, nennen wir die Charakteristik dieser Relation. 
Wiederholt finden sich fiir eine Syzygante mehrere Charakteristiken 
G,G,, die in keiner zweiten wieder erscheinen. Hiiufig haben mehrere 
Syzyganten gewisse Summanden G;G, gemein, ohne dass sich fiir diese 
die entsprechende Grundsyzygante aufstellen lisst. Wir nennen solche 
deshalb accessorische Produkte G;G,. Indifferente Produkte G;G, sind 
endlich diejenigen, die in keiner Relation als Summand auftreten. Wie 
gebriiuchlich verstehen wir unter (ikl) eine Syzygante vom i" beziig- 
lich ke" Grade in den Coefficienten der Formen f und @ und von der 
es Ordnung in den Variabeln x Alsdann sind z. B. alle Grundsyzy- 
ganten (ik 4) durch Producte G,.G,' und G, . G, charakterisirt. Oft 
freilich erfordert es eingehender Rechnung, um eine gréssere Zahl von 
Syzyganten gleicher Stufe (¢k1) so zu combiniren, dass man rein 
charakterisirte [ikl] erhilt, d.h. soleche (ikl), von denen jede ausser 
accessorischen Produkten nur ein fiir sie charakteristisches Produkt zeigt. 
So erhalten wir 14 Syzyganten (3, 3, 6), wihrend es nur 12 mdgliche 
Charakteristiken 


pv, Vu, fn, Ox, SA, Am, XI, Bt, Co, Tr, D&E, Br 


giebt. Man kann aber 8 lineare Combinationen dieser vierzehn (3, 3, 6) 
finden, von denen jede eines der Producte 


pv, fn, Sa, Ll, Vu, Am, Ox und DE 


als Characteristik, die 4 iibrigen Producte: Bt, Co, [r und Br aber 
als accessorische enthiilt. Die 14 gefundenen (3, 3, 6) erscheinen so- 
dann als lineare Combinationen dieser acht [3, 3, 6]. 

Es empfiehlt sich ferner nicht immer, zur Aufstellung neuer (ék1) 
die Rechnung nur auf die in der citirten einleitenden Arbeit gegebenen 
Methoden zu beschriinken. Hiiufig erspart die Anwendung des dort 
definirten d und 0 Processes langwierige Reductionen und weitschweifige 
Rechnung. Zur Gewinnung von Proberechnungen fiir die erhaltenen 
Resultate sind diese Prozesse geradezu unentbehrlich. 

Ohne weiteres ist klar, dass alle Syzyganten von der Form 


(ik2), (ik4), (6k6), (ik8), (6410) oder (i412) 


sein miissen, sobald sie ein additives Glied G;G, enthalten. Es werden 





*) Vergl. die Arbeit des Verfassers tiber die irreduciblen Syzyganten zweier 
cubischen Formen im 31. Bande dieses Journals. 
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daher nachfolgend alle Grundsyzyganten des Systems unter diesen 8 
Rubriken zusammengestellt und aufgefiihrt werden und zwar innerhalb 
jeder Rubrik (¢k/) geordnet nach steigenden Werten von ¢ und k. 


§ 2. 
Grundsyzyganten [ik0]. 

Nach Clebsch’s biniren Formen § 79 besteht zwischen den 8 
Invarianten des simultanen Systems nur 1 Relation, Nun ist keine 
dieser Invarianten eine forme gauche. Die niedrigste Invariante un- 
geraden Charakters ist die Functionaldeterminante der zweiten Polaren 


der drei Covarianten 
vz? i? 4,3 : 
R = [(la) yf? = (4) (Ly) (Ay). 
Dieselbe ist vom 4, Grade in den Coefficienten jeder der beiden Formen, 
also bedeutend niedrigeren Grades als die schiefe Invariante M, die in 
Art. 222 von Salmon-Fiedler’s Algebra der linearen Transforma- 
tionen angefiihrt ist. Dieselbe lisst sich unschwer als ein Aggregat 


von Producten der Grundformen darstellen. Mit Benutzung des ge- 
fundenen Werthes von (JA) erhalt man 


R= + D(v¥), + | Amv), — | A(ud), — 5 EQ. 


Die identischen Relationen 


(vx), = — (1a), und (11). —F ACWW), = (Ym), 


bezw. 
(ay? — + Awe), = — (ve), 
gestatten dieselbe auch in der Form 
‘ oe 
R=(v¥),[4 D—4 AA] +4 (ACd, + ACD) + 4 EC, 


darzustellen. 
Ersetzen wir hierin die 2'" Ueberschiebungen (G,G,')? durch ihre 
Werthe, so geht diese Gleichung iiber in 


3 1 1 1 7 1 
R=>D— {DE — = AAD + ; AAE* + = (ABI + ABC) 
— (4c? + ar) + + E(cr — BB). 


Eine Verification dieser Zerlegung liefert dR = 0. 
Nach einem bekannten Satze (vergl. Gordan’s Invariantentheorie 
pag. 53) ist aber 
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(oy)? (wl? (way? | 

2R? —| (ly)? (ll)? (la)? | = 0. (8, 8, 0). 

(Aw)? (AD? (aay? 

Ersetzen wir in der dreigliedrigen Determinante die zweiten Ueber- 
schiebungen ebenfalls durch ihre Werthe, so erhalten wir eine Syzy- 
gante (8, 8,0) zwischen den 8 Invarianten des Systems. Dieselbe ist 
eine Grundsyzygante oder héchstens eine Petenz einer solchen, da der 
in R? auftretende Term D* nicht in der entwickelten, rechtsstehenden 
Determinante auftritt. Wie schon oben erwahnt, ist es mir aber nicht 
gelungen, dieselbe auf eine solche mit der Charakteristik D* zuriick- 


zufiihren, Sie ist aber wesentlich niederen Grades als die Syzygante 
Bertini’s (12, 12, 0) 


a + ((WP)2, (D)*, (Aa)?, (x2)), 


von der derselbe behauptet, dass es sei 
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une relation entre les invariants qui sera la seule qui puisse 
subsister entre eux. 

Die Invariante R scheint ferner fiir die Theorie zweier biquadra- 
tischen Formen von fundamentaler Wichtigkeit zu sein. Bezeichnen 
wir namlich die drei Covarianten (1A)l,Az; (AW) Azde; (Wel) bele beziig- 
lich mit w,v, w, so ist nach friiherem 


1 1 1 
= > Devt q (Am — Ap) — 4 Bx 
v=—ileot+sv—-lE 
w= + Co+ in—LEl; 


und wegen der leicht zu erweisenden Relation 

R.O = u- (OY), +0- (OD, + 0+ (OA), 
mithin jede Covariante des Systems bis auf den Nenner R gleich der 
Summe dreier biniiren Producte uw. K,. So haben wir z. B. 


R-f =u-h—v-44+0(—p+ Av) 


R-gs—u-l+w-xyto(—m— ; Ay): 
Die eben so einfache Identitit 
(1). (M4), (PY), 
(W0), (WA), (¥%), 
l A wy 


gestattet eine tihnliche Darstellung aller Functionaldeterminanten mit 
Hiilfe der Covarianten 1, 4, ». 


2R-(¥) = 
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§ 3. 
Grundsyzyganten [i, k, 2]. 

Hier sind 64 Characteristiken méglich, die alle die Form G, . G, 
haben. Obgleich 6 derselben, niimlich Dy, [1, Am, Ca, Ey, Aw von 
der Stufe (3, 3,2) sind, so besteht keine Syzygante dieses Grades, 
wie fiir alle niederen Stufen (1, 3, 2) (1,4, 2)u.s.w. Erst die 6 
Charakteristiken (3, 4, 2) liefern eine Syzygante. Man erhiilt dieselbe 
durch die Entwickelung der doppelten Functionaldeterminante 


[((¥) ev] 
und Benutzung des gefundenen Ausdruckes von (wl) in der Form: 
5 U(e¥), — + vv)? = = (ny) — 5 (ly). 
Dieselbe geht nach einigen leichten Reductionen iiber in 
Al y—6D/l—30 m+AEIA+6074+3En+3Bu—3Av=0.  [3, 4, 2] 
Durch Vertauschung von f mit erhalten wir ihr Gegenbild 
—ACy—6Di—3 Cu+A El—60 44+-3£v+3 Bm—3 An=0.  [4, 3, 2] 
Zur Probe liefert d(4, 3, 2) = 0. 
Ebenso giebt die Entwickelung von [(wl)/] die zwei weiteren 
(— AD + 2Br)v —ATl —3Dm-+ (2BE—AC)A 
+ AEz+3Cn+ ~ Ate —3Bvy=0 [3, 5, 2] 
und 
(+ AD —2BC)y — ACA— 3Dan+ (2BE— Af)l 
— AE, + 3fv+ + Am — 3Bn=0. (5, 3, 2] 
Zu demselben Resultat fiihrt [((ym)p~]. Aber d(5, 3, 2) = (6, 2, 2) 
verschwindet identisch, was indirect die Indifferenz des Productes By 
beweist. Aus [(y~z)q] erhalten wir die auch aus d(3, 5, 2) erweisbare 
Syzygante 
(DE — 30 —BB + + AAE) + (2ET — AC + AB)I 
+ (—2EC+ Ar — AB)A+ (— 2B? — AA+6D)1 
+ AEm — AEu — 6fn+6Cv=0. [4, 4, 2] 
Dieselbe geht durch Vertauschung von f mit @ in sich selbst tiber. 
[(wx)l] erzeugt als (4,5,2) die einfach theilbare Syzygante 
A 
[4, 3, 2). wm? 
6(4, 4,2) dagegen gibt die Grundsyzygante (5, 4, 2) und (4, 5, 2) 
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1 Y 1 ——. ’ ¢ 1 
y(} ABE—2CD—-A°B— % AAC)+1(3D E—+ AAE —Cf+ BB) 


+ACm+2(—20?+2 BF —= AA*—AD)-+- 4 (AT —2C E— AB) 
—6Dn+n(AC—2BE)+AEv=0. [4, 5, 2] 
v(L ABE— 21 D—+A?B—{ AAT) +1U(2r?—2 BC+ 4 A2A+ AD) 
+m(2BE—Af)+a(—3 DE++ AAE+(CT—BB)+4(AC—2f EAB) 
—AEn—ATp+6Dv=0. (5, 4, 2). 
Neben anderen kénnen wir 
Di, Dm, Di, Dy, Dn, Du, Dv 


als Charakteristiken der erhaltenen Syzyganten betrachten. 
Alle Versuche zur Aufstellung weiterer Grundsyzyganten scheiterten. 
So gibt [(wm)y] eine (4,5, 2) die durch Addition des Ausdrucks 
1 ¢ 1 ¢ 
— zE- (3, 4,2) — GAG, 3, 2) 
n : - [4, 5, 2] tibergeht. 0[3, 5,2] liefert eine identisch verschwin- 
dende (4, 5, 2). 


§ 4. 
Grundsyzyganten (i, k, 4). 

Als mégliche Charakteristiken haben wir hier die 56 Produkte 
G,.G, und die 36 Produkte G,.G,'. Jedes der letzteren mit Aus- 
nahme des indifferenten ~? erscheint als charakteristisches Glied einer 
Syzyganten, die bis zu (3, 4, 4) resp. (4, 3, 4) einige der ersteren als 
| accessorische Terme enthalten. Die meisten der letzteren aber treten 
als indifferente Glieder auf. Aus Raumersparniss werden wir von nun 
an die Gegenbilder der aufgefundenen Syzyganten weglassen. Die ein- 
fachste Grundsyzygante erhilt man durch Entwickelung der doppelten 
Functionaldeterminante [(@y~)~] mit Benutzung des Ausdruckes fiir 
(aw) in der Form: 


~ LE (ed) +4 Alay) +3 (Sv) =+ 0 (ev) +P 4 (aw)? — La-(¥¥)? 


| oder 


SS 


—6ES —6A2— 600+ 3D9+3FV+ 3BA+AEf 


e + 4+ AAg + 12yl=0. (2, 3, 4] 
Dieselbe erhilt man auch aus d(AV)?. Dagegen liefert 0(3, 2, 4) eine 
’) Syzygante mit der Charakteristik 4?; deren Gegenbild aber lautet: 
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12B2 + 12C8S + 2AE0 — g(Al 4+ AB) —2BEf—6DV—AA 
— 2Ay?— 12? = 0. [2, 4, 4],. 
Zur Probe liefert [(4, 2, 4)V]* = (4, 4, 0) ==0. Dagegen folgern wir 
durch d[2, 3, 4] eine (3, 3, 4) 
— 67S —6CX — 20(AA+ 3D — E*)+ f(AB+ Ar — CB) . 
+ p(AB+ AC—TE) + > AEA + + AEV — 2Ey? 
— 1214 + 1244 =0 ) (3, 3, 4)' 
und aus d[2, 4,4] eine weitere (3, 3, 4): 
247S + 24C2 + 20(AA — 6D + 2E*) —f(AB+ AP + 2CE) 
— p(AB+ AC+ 27 E) —2AEA—2AEQV —4Ey’? +2414 =0. 
[3, 3, 4],. 
Durch Combination beider (3, 3, 4) erhalten wir dann die rein charak- 
terisirte (3, 3, 4) 
1278S + 1202 — 20(AA + 12D — 4E*) + f(AB+ AP — 4CE) 
+ p(AB+ AC — 4° E)—AEA — AEV — 8Ey? + 24474 =0. 
[3, 3, 4),. 


Eine sehr iibersichtliche und brauchbare (3, 3, 4) entsteht durch Com- 
bination der beiden [3, 3, 4] in der Form: 


20 - (vo)? —f ol? +p(HsyP+ Ey +2la—4yy=0. (3,3, 4a. 
d(3, 3, 4)e gibt uns eine zweite (4, 2, 4) und (2, 4, 4) 
V(vv)? — o(vl? + | Av —P —2ym=0. 2, 4, 4). 


In Verbindung mit [2, 4, 4], ergibt sich hieraus 
12(B2 + CS) + p(2Al — 6CE + 2AB) + 2AEO — 2BEf 
+V(6L? —3 AA— 24D)—A*A —4Ay?+24ym=0. [2, 4, 4],. 
0(4,2,4)e gestattet uns weiter die iibersichtliche Darstellung von 
[5, 2, 4] und [2, 5, 4]. Man findet 
3(ll)?- p — 3(vl)?- V — By? + Avl + Glm =0. [2, 5, 4). 
Leicht folgern aus dem vorhergehenden die drei (3, 4, 4) wm, ly und 
mA. So geben d(2,5,4) und 0(2, 4, 4), mit Beriicksichtigung von 
(Mx)2 = — (lA),: 
— 69 (1a), + 69 (2), + AVA—CAm+6un+61y—0, (3,4, 4), 
3f(lD), — 6 pla), + 3V (Ha), — 6O(Hl), — 3Cy? 
— Avis — GAm + 1214 = 0. (3, 4, 4) 


Aus der zweifachen Functionaldeterminante [(~ z)f] erhalten wir eine 
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weitere (3, 4,4); nehmen wir dieselbe 48 mal und vermehren sie um 
A.(234), so geht diese tiber in 
3f(l)),. — 6O(v1), — 3V (wd), + 6y4l — Gyn — 2Ay~A— 3Cy? = 0. 
(3, 4, 4), 
Da (3, 4, 4) = (3, 4, 4), + (3, 4, 4). ist, so haben wir hierin eine Probe 
fir die Richtigkeit der beiden letzteren. 6(3 34). endlich gibt uns 
(4,3, 4), und (3, 4, 4), in der Form 
28(¥), + 40(¥D, + V(¥A),-+29(la)2 —F[ (Ue + | AW Vo] 
+ 2Api + Cy’? + 2Evl — 6ly = 0. [3, 4, 4], 
Man sieht ohne weiteres, dass durch successive Elimnation von ly und 
yn auch die vorhergehenden (3, 4, 4) in rein charakterisierte verwandelt 
werden kénnen. 
Ebenso entsteht aus (3, 4, 4), 
¥[2A (yl). — 6(4x).] — 6V (4a), — 2A (oH), — Aa? — 4 AAW 
+ 4Aym — 124n+ 677+ 2AP =0 (4, 4, 4), 
und als Gegenbild 
f[— 2A(HA), + 6(2x)2] — GAD, — 2AA (Hy), — AP — 2 AAY? 
— 4Aypu — 12lv + 67? + 2A22 = 0. . (4, 4, 4)’ 
Kine weitere, vollstindig symmetrische (4, 4, 4) gibt uns die Identitiit 


> HA=O Ah. (HW)A+ (AY + yl —=—0 


:3(ndA+vl)+y(CA—-T)+Dy? + + v(Am—Au) —Ezy~—Eli=0. 
(4, 4, 4); 
Aus diesen kénnte man leicht die drei rein charakterisirten nd, vl 


und y? darstellen. Addiren wir zu (444), zweimal A . (2 4 4), hinzu, 
so gehen die beiden ersten iiber in die einfacheren 


69 (Ay)o +6 (Aa)-+AA +2 AAY*+ 124n —672—=0, (444), 


—6f(l4).+6A (ll), + AP+ 7 AAY*+ 12lv—672—=0. (44 4), 
0(2 5 4) liefert uns 

6p (Ix),—6V (bx),+-2ByA—AlA +A Yy+6 my+61n=0. (3 5 4), 
Zur Probe erhilt man das Gegenbild der letzteren auch aus 0 (4 3 4),. 
Diese Syzygante gestattet nun endlich auch die Darstellung der letzten 
(444), mit der Charakteristik mu. Unterwerfen wir dieselbe niimlich 
dem @ Process, beriicksichtigen die leicht zu verificirende absolute 
22* 
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Identitat: A(pl), — 6(Az), — 6(lu), = — 12(Ax), und addiren zu dem 
Resultate der Rechnung: — (4 4 4),, so findet man: 


12[f (Lx)o — p(Ax)2.] — 6[A(). + V(AA),] — 120(vy), 
+6-y[Ca —Tl] —6ElA + AP + Ad? + o(Am — Ag) 
+ 184? — 6(lv + An) — 6mu = 0. (44 4), 


d(53 4), gibt eine (624), die wir durch Addition von A. (424), 
und Benutzung der Reductionsformel 


A(vwy? — 6(22)? = 6 (yu? 
in die einfache Form bringen kénnen 


6f (Au), +6A (bu), +4 By~p ZAR AY +6u27—=0, — (6, 2, 4] 
bezw. 
6 p (1m), —6V (ym), —4Byl+ 2AP+— A? y+ 6m?=0. [2, 6, 4] 


Unterwerfen wir die letzte dem d Process und addiren zu dem Resultate 
— 2E(244)., so gelangen wir zu einer zweiten (3 5 4) 


6f (Im), + 6p[2 (0 x), — (Am),] — 120 (ym), — 12 V(vz), — 12 Cv 
+ 4Byl+ GER —4AlA+ AEW? + 24my—0. [35 4), 


Die Identitat P (pl)m, = 0 liefert uns 
3mn + y[—2 AEl—+ Ax —Bz+2Cm— 1 ACy++4BEy| 
+ 1[Cl + BA + Ay —2Em] =0 (3 6 4] 

und Bs (vl)x2 = 0 die weitere: 
3ny+ [20x — Di+ Bu — ; Av| 

—1[Ey—ca—ri++ Am++ Au| =o. [45 4], 
Addiren wir zu der aus >’ (wl)u—=0 resultirenden Syzygante: 
_ - w - (43 2) so gelangen wir zu einer zweiten (4 5 4) beziiglich (544): 
3mv — [+ AAL—+ ABY + Cy|—Aa[Cl+BA+Az]—=0. [454], 


Zur Probe gibt d[5 44], [634]. Ferner gestattet 0[45 4), die 
Darstellung von [5 5 4]: 


3nv + [+ AAy — Dy ++ (ABA— AB) + + BBy| 
—la[D+44a|=0. [55 4] 
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Dasselbe folgt auch aus = (pl)v, = 0, wenn man hierzu — 2 1(432) 


addirt. Es eriibrigt noch die Entwickelung der Syzygante n? oder 
(4 6 4). 

Das Quadrat der Functionaldeterminante (y/) zeigt uns diese ohne 
weiteres in der Form 


2[(v))]? + (vy)? P+ ()?- yw? — 2H)? yl =0 


oder 
+ (Cy + 38n — El? + (wor? + (ry? — 2AylPy.1=0. (464) 


Es gibt also wirklich 35 Syzyganten (ik4), von denen jede durch 
eines der 35 Producte G, . G,' charakterisirt ist. Wie schon oben be- 
merkt fehlt unter diesen nur die Charakteristik ~?. Es ist mir in 
keinem Falle gelungen eine durch ein Glied GG, bestimmte Syzygante 
darzustellen. Bei den Syzyganten héherer Stufe verschwinden sogar 
die G, vollstiindig oder kénnen durch Elimination aus denselben ent- 
fernt und durch Producte J. G,G,' ersetzt werden. So erscheint durch 
0(2 6 4) die Syzygante [3 6 4] noch in der Form: 


3p[(xm). + (1n),] + 2V[(Am), — (wn),] + 2B(l4 — oy) 
+ 2Aly — ; A?wA+t+6mn = 0. 


§ 5. 
Grundsyzyganten (i, i, 6), 

Die Charakteristiken der (¢,k,6) sind von der Form G,G, und 
G,G,. Von den 40 ersteren sind die meisten nur accessorische Terme 
von Syzyganten, At, A&, Br, HE und deren Gegenbilder indifferente 
Producte; Dr, DE, Dr, De, Dt hingegen treten als Charakteristiken 
von (ik6) auf. Mit Ausnahme der indifferenten Terme py, gl, pA, 
Vv,fv, fl, Ow, sowie der accessorischen Terme V/, fm und Sy und 
deren Gegenbilder sind alle tibrigen G,G, fiir gewisse Syzyganten 
charakteristisch. 

Man erbiilt leicht eine Menge Relationen derselben Stufen, und 
es ist oft recht miihsam diese auf eine beschrinkte Anzahl rein 
charakterisirter Syzyganten zu reduciren. Die einfachste (ik6) ist eine 
(146). Dieselbe erhilt man aus [(@w~), V] oder ((@l)«] in der Form: 


201+ pm — Er+ Ar —BE— + Apy=0. [1 4 6) 
Aus 0(4 16] oder [(@l)V] entsteht: 
Vm—-Cr+Br++Ave+sAgl—<Boy—ZAré=0. [156] 
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[(av)V], [((Vv)a], [(al)a] liefern uns drei (2 3 6): 
2p4 —2fm+28w+Ag—2Er+Ar+ TAfy=0, [236], 
—2V1+ fm+28y+Ag—Er—C§+ Afy=0, [236], 
4px —2fm+ 401+ 2A9 — 2Er —2CE +2 Afy=0. (236), 
(2 3 6),’ — 2 - [23 6], giebt die rein charakterisirte 

fm + 201 — 28 + Er — CE —At=0. [2 3 6], 
[(al), «] giebt eine (2 3 6), => - [23 6], —+ (2 36),'; [(O¥)a] eine 


(2 3 6),==(2 3 6),’— [2 3 6],; d(1 4 6) eine (23 6),=[2 3 6],+-(236),; 
d[2 3 6), eine (2 3 6) = [2 3 6), + [23 6],. 

Zur Probe giebt d[2 3 6], =[3 26],; d[3 2 6), =0; d[326],=[4 1 6}. 
Es gelang mir nicht Syzygante (236) mit den Charakteristiken fm 
und Sw zu finden. 

Ebenso auffallend ist es, dass den Producten (2 2 6): pA, fl, Ow 
keine Syzygante entspricht. Wir haben weiter sieben Charakteri- 
stiken (2 4 6): 

gn, Vx, Om, Sl, Bo, Cr, Tr. 
5 zugehérige Syzyganten erhilt man aus: 
1) >) wa=0; 2) [(am)'e}'; 3) [(ay)'@]!; 
4) (O0)'g]}'; 5) 0[3 26}. 


Zur Darstellung zweier weiteren gehen wir einmal yon den aus 
[(aw)'a]' folgenden Syzyganten aus 


pvy—uV+DE+Coe—lr+, E@v+fl—Et-—pa)=0 | G36), 
fn—mA— D§4r—Coe++E(—0v+ p14 E§—f1)=0. |(336), 


Diese beiden liefern die schon von Bertini gefundene einfachste 
Syzygante: 
gvut+tfn—uV—mA=0. (3 3 6), 
d(3 36), gestattet die Darstellung einer sechsten (2 4 6). 
Dann resultiren aus [(a@4)'V]' zwei weitere (3 3 6): 


— Vet 282+ 2fn4 Pr —Be++afa+ + (ag — 29) 
++ E(— E§—i+/sl+ ey) =0, (3 3 6), 

— Am-+ 221+ 2pv + Co — BE+ ~ Al +} A(— AE — 2/2) 

+= E(E§ -fl+94— 0) =0, (3 3 6), 
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die sich in die einfachere 


2(31-+ 84) + (fn+ or) + Co+lr)—(Br+B)=0 (336), 
zusammenziehen lassen. d(33 6), geht sofort in die gesnchte siebente 
Syzygante (246) tiber. Die gefundene (2 46) lauten aber 























6pn—d[—3 Cp+Bf-+AO—EV]+1[—4Ep+Af+6S]=0, (246), 

3pn—Egl+30m—Bfy-+Afl—30r+3Cr—— AEE+EVy=0, (2 4 6), 
pn +2V4—Ttr+Be+>A(—EE+Ov+/)=0, (246), 
—3n— 6Cpv + 4Egl—Aga + Afl—6 SI + 120m + 2A0n 
; — 2AEE — 90 r+ 3Be + 6Cr + 2EVy =0, (246), 


Vz+ Sl—Or+Be—{A(pi—OW+Et)+5B/¥—=0, (246), 


pn—Om+Vx+ 4 f(—BY+AD + 2 g(Ad — 2El + 30y) 
—TEVy=0, (2 4 6), 


pn-+2(Cr —Sl)—Tr—Be+ A(pd+/l)—{B/y=0. (246), 


Es kénnte den Anschein haben, als wenn diesen sieben Syzyganten 
auch sieben den oben angefiihrten Producten zugehérige, rein charak- : 
terisirte Syzyganten entspriichen. Dieselben sind aber alle Combina- 
tionen von nur 4 Grundsyzyganten mit den Charakteristiken: 


gn, Sl, Om und Vx. 


Man findet ! 
. + (246), + (246), = (24 6],: | 
‘ 3pn —Tr+2Cr — Be + Copy — Bfy — 5 AO | 
, + + [EVy —4Egl + 2Afl + Aga] = 0; 
~ (246), — (246), = [2 46),: 


381+ Tr— 2Cr+ Be 
+1 [3Cpy+3B/y—AOY-+EVY—4Egl—Afl—2Ag4]=0; 
(246), — [246], =[246],: 
30m — 27r+ Cr+ Boe | 
+1[2 Bgl 2Afl—3ALE+4EVy—6Cpp-+2A0¥—2AGA] =; | 
3(2 46), — [24 6], = [2 4 6),: | 
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3V%4—r— Cr+ 2Be 
+ ‘ [—Ap2+4A0 y—3AEE+3B/y—3Cpy—EV o+4 Egl-+A/fl|=0. 


Die Zerlegung der oben angefiihrten zusammengesetzten (2 46) wird 
alsdann durch nachfolgende Gleichungen geleistet: 


(246), = 2[(2 46), + 2[2 4 6),; 
(2 4 6), = [2 46], + [2 46}, ; 
(246), == [246], + = [246},; 
(24 6), = — [246], — 2[24 6), + 4 [2 4 6),; 
(246), => [246], +> [246],; 
(246), = 5 {(246], — [246], + [246], }; 
(246), = {(24 6], —2[246],}- 
Unter den (256) findet sich zum erstenmal eine Syzygante mit 


der Charakteristik G, .G,, nimlich D.+t. Jedem der beiden Produkte 
Vn und Sm entspricht ebenfalls eine Grundsyzygante. Man findet die- 


selben aus [(am)! V}', 6[1 5 6), und aus >"[(yl)V] = 0 in der Form 
Vn +Sm— De+ 4 v(6CV — A*f) + = UB — Cg) 
+—§(AC—2BE)+7AEr=0, (25 6), 
vn — Dr+ + A(By—AV) + LAgr+ taro 
+4 B(— BE +/l+ 0v)=0, (256), 
3Vn—w(5 Atf— + AS — 20V + BO) 
+ \(— Cp +Bf+A0 — 3EV) =0. [2 5 6}, 


Leicht lassen sich die beiden ersten durch successive Elimination 
von Vn und Sm in rein charakterisierte verwandeln. Zur Probe der ge- 
fundenen (256) hat man: 


d(526),—=>A(416); dG26),—+ A(416); d(526),=0. 


Wir haben ferner 7 Charakteristiken (336) G,G, und fiinf G,G,. 
Bereits haben wir 4 Syzyganten (3 36) kennen gelernt. Zwei weitere 


liefert |>’ [(w1) 9] =0. Dieselben lauten: 






—m -=— 2 
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3pv + o[—v°+ FO— tro—tof—Faa—taAv] 
— A(Af+6S)=0, (3 3 6), 
3fn—v|—¥?+ Fo—LCf—tre—2av—iaa] 
— (Ap +62) =0. (3 3 6), 
Aus [(am)'a]' folgern wir: 
pv-+2fn+20z—DE+Ce— Br—~Afa— + AAE+. AVY =0, 
(3 3 6), 
fn-+2pv— 2074 Dé+Tr —Bt—+ Agl++ AAE—*AAY=0, 
(3 3 6), 
und in Verbindung mit (3 3 6), die symmetrische: 


2(fn-+ pv) —2(21+ 8a)—+(Agl + Aft) ++.4(AV — AA) = 0. 
t (3 36), 
Zur Controle hat man d(3 3 6), = = - (426),. 


Aus [(07)'/]}' und [(VA)'/]' erhalten wir zwei Paare von Syzy- 
ganten (3 3 6) 


1 ¢ 1 1 1 8 1 
— yz fn— 21+ 2074+ 8(7 D—GAA- FE) — Fort + Be 
+Co—Z(Afa—Agl ++ E(fl+0y—pi)=0, (336), 
—+ pv —Si—20x— (5 D— + AA— + E)— 4094 2B 
2 +r—< (Agl—Afa) += E~i—Oy—fl) =0, (336 )yy 


—/n-++2 Vu-+2S8i-+ Dé-+1r—Bt—+-y(AV-+AA) + AAE=0, (336),, 


—ov-+-2Am+221—DE+C oe Br++twAV+Ad)—t AAE=0. (336),, 
1 Zur Probe auf dieselben hat man: 

\ (3 3 6), + (336) = — > (336); 

L (3 3 6),, + (8 3 6),. = (336), — 2(3 3 6)z. 


Endlich liefert 0(2 36), noch die zwei iiberschiissigen (3 3 6): 
—Am— fn+ 221+ 207 +Ce—fr +&(—D—TAA+—E?) 
+ v(AA—E0)++12Ap—Ef)+>A(Eg—Af)=0, (3 36),5 
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— Vu~ pv + 284 — 204+ Tr — Co — &(— D—L4A++ EF?) 





















—+¥(AV—E0)++4(2Af—Eg)+[UEf—Ag)=0; (836), 


deren Summe (3 3 6),, + (3 3 6),, = (3 3 6), — (3 3 6), giebt. 

Es lisst sich nun zeigen, dass diese 14 Syzyganten zuniichst auf 
sieben (3 3 6) mit den Charakteristiken: pv, Vu, fn, Oy, SA, Am, ZI 
zuriickfiihrbar sind, die ausserdem noch Dé als accessorisches Glied 
enthalten und auf eine achte, die endlich dieses allein als bestimmen- 
den Term enthilt, Alle aber enthalten nebenbei noch Bi, Co, Cr und 
Br als accessorische Glieder. 

Zur Abkiirzung der Elimination stellen wir uns die aus d[2 4 6), 
folgende (3 3 6) auf: 


3(fm + pv) — 3 (Agl + Afa) + 5 ¥(AV + Ad) 
— Br—Bt+Ce+lr=0 (3 3 6), 


und bezeichnen das Aggregat (3 3 6), — (33 6),, —3- (336), mit 
(3 3 6), so liefert uns > (8 3 6), + (33 6),) die endgiiltigen Syzy- 
ganten: 


3pv —Bt + 209 —Tr+2D§ — + A(fA + AY) 

— = E(E§ + pa — fl—0y¥) =0, (33 6),’ 
3fn — Br + 2fr — Cg — 2D§ — + A(gl— Vy) 

—; EC FE +fl—gi+0v)=0. (3 3 6),’ 


Zwei weitere resultiren aus 


(3 36),’ — (336),, resp. (33 6),’—(336),: 
384 — Bt +209 —Tr4+2D§+4 2 AfA+ > Ady 

— = E(Et + pa — fl + 20y) 

+¥(¥+ Zle+ 5Cf+ z4v)=—0, (3 3 6); 
3Z1— Br + 2fr— Ce—2D§ +42 Agl— 2 AVY 

— >; E(— E+ fl— a —20y) 


—v(W+$Cf+ Zlo+ pAd)=0. (336); 



















hs 


af 


” 


a 
d 


l= 


)t 








Syzyganten biquadratischer Formen. 





347 


Die beiden folgenden ergeben sich aus (3 3 6),’ — 3 - (33 6),, 
resp. (3 3 6), — 3 - (33 6),: 


3Vu — Bt— Ce + 2fr — DE—L A(fa + Ay) 
— = Ev +/l— pia — Et) =0, (3 3 6), 





3Am — Br—Cr+2C9+D§—+ A(pl—V¥) 
— ~ E(— Ov + pa —fl + Et) =0. (3 8 6), 
Aus 2- (33 6),’ + (3 3 6),’ — 3 - (33 6), folgern wir schliesslich: 
6(Ox) + Bt— Br + 3(Cg — Tr) — DE + { (Agl— Af) 
+i w(AV+AA)— | E( E+ p4—fl—Oy)— | AAE=0. (336), 


Die durch D§ charakterisierte Syzygante aber erhalten wir aus 
2. (33 6),’ — (33 6), + 2(33 6)’ —3- (336): 


— D§+Bt— Br—3(Ce —Pr) + ~ (AfA—Agl) 
7 ¥(AV + AA) — 5 E(EE+ pa — fl — 704) 
+1 AAE +20 (— w — 4 Cf— try) =0. [3 3 6], 


Hiermit ist zuniichst der Nachweis geliefert, dass alle gefundenen 
(3 3 6) nur auf 8 unter sich verschiedene Grundsyzyganten fiihren. Be- 
zeichnen wir (3 3 6),’ der Kiirze halber mit X und (3 3 6), mit (#), so 
wird die Zerlegung der 15 friiheren, unrein charakterisirten (3 3 6) 
niimlich nach folgendem Schema geleistet: 


Seti (3)—1 (I—V); 


)= i (2-I— VI4+2-IV— VIII); 
ip \ (2:4 — V+ 2011 + VIL) ; 
y= p(14+2-+ VI); 
a , (II + 21 — VIL); 


(9) = + (1 +4+2-1V —2- VII — VII); 






(10) = + (14 2-H 42- VII + VIII); 
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(11) =4 Wr —2. WI —2. V— VIII); 
cn sean VI + VIII); 
* — 1 (—2.1V + VI— VI + Vil); 


(14) = > 1-2-1 + V+ VII — VIII); 
(a) = I+ II. 

Aus Raumersparniss wollen wir von der Elimination des in I bis 
VIT noch enthaltenen Dé durch VIII absehen. Nur noch bemerken 
wollen wir, dass sich das rein charakterisirte [3 3 6],, das man auf 
diese Weise erhilt, direct aus [(Ow)', O]' ergiebt und dass d( VIIJ)=0 
eine Probe fiir die Correctheit der zahlreichen Eliminationen liefert. 

Die iibrigen (¢,&,6) ergeben sich ohne weitere Schwierigkeiten. 
So finden wir durch die Operationen: 


[a V]; 6846); > (ev)x=0; > (avm=0; [ADV] 
der Reihe nach: 


6Vv+0(Do —TV—BA—A2) — a(— Cp + Bf+-AO+ FV) =0, 


[3 46], 
120n — ¥ (> AEf+ Dp+BA —2C0 —3rv — 2ES — | AAg) 
— (20 p —20f + 4E0 + AV — AA) =0, [3 46], 
6Sy — Afy + y(2Ca + 271 — Am — Au + 2E}x) 
+ py(BA+AZ2— Dg—Slv)=—0, [3 4 6), 
32m + : Agm — f(s AEy + 2Em— Cl— BA — Ax) 
+v(De —TV+ CO— ES)=0, [3 4 6), 


Dr+Vv—41(2y°-2£0 +43 AV—LAA+I 9) +1 0(0y—Et—9) 
— = BAy += ABE — Ar) =0. (3 46), 

Es entsprechen also allen Produkten (3 4 6) Syzyganten (3 4 6). 
Be (aw) n =O und os (ay) n = 0 geben die letzten und héchst- 


stufigen aller (¢, 4,6) in der tibersichtlich gelassenen lorm: 


+ Sn+n(Laf—+tEp)+o-(wn)—v-(gn)=0, = [356 
SZn+n(- 4p—>Ef)—f-n)+e-(fn)=0, (446), 


u 


S sv tu(Laf—t Ep) + (or) —v(pr)=0. (44 Gh 
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§ 6. 
Die Grundsyzyganten (i, k, 8). 


Fiir diese Gruppe von Syzyganten sind die 40 Produkte G,G, und 
die 28 Terme G,G,' charakteristisch. Von den letzteren sind aber die 
meisten indifferente oder accessorische Glieder. Den ersteren entspricht 
dagegen je eine rein charakterisirte Syzygante [i, k, 8]. Da alle G, 
Functionaldeterminanten sind, so fiihrt die Anwendung der Identitiit 


> @¥) X=0 


mit wenigen niher bezeichneten Ausnahmen sofort zur Aufstellung der 
gesuchten Relationen. Dieselben lauten 


4ry — p (Cp—Bf—A9+LEFV)+7(2Egp—Af—6S)=—0; [1 4 8] 
4r1+ p(—A*s/— AS—CV+2B0)—V(Bf+AO—EV)=0; [158] 
12¢m + o(p(2BE — AC] — 2AEV + A°O — 6BS) 
+ 6V(CV —BO+AS) =0; [1 6 8] 
Ev — Efp + (Af? + Ag’) + 3 (Sf+ 29) =0. [2 2 8}, 
Die doppelte Functionaldeterminante [(a0)«] giebt: 
8 — Ev —AV+ 5 (Sf+29)—BAP+ 49) —0. (228), 
461+ f(Bf—2Cp+AO—EV) |. 
— p(2HO — 2y*—rp—4 AV—+ AAd)=0; [23 8], 
4ry + (BS — Cp + A090 — 3£V)+ V(Ap+62)=—0. [238], 
Aus der Entwickelung von [((@0)V] erhalten wir 
1208 — f(Cy + Bf — 3EV -- AO) — 12ry —6V2Z 
— g(AA — 4y? + EO — 2g) = 0. (2 3 8), 
Durch den d Process geht diese in ihr Gegenbild (3 2 8), tiber. 
Dagegen giebt > (pv) 0 — 0 die Summe der beiden letzten. 


404+ 9(Dp—BA~ AZX)+-V(2¥°—2 0+ Cf+2AA++ AV) =0. 
(2 4 8], 


2§m+/(AEp—CV+BO—AS)—9(Dp—l'V+C0 — ES) =0. 
(24 8], 
4rl-+ (= Atf— AS — 3CV + 2B0) 


+ V(2y?—2£O+ryp+2AV+ >A) =—0. [24 8], 
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Durch Entwickelung des Quadrats von (aw)! erhilt man eine vierte 
in tibersichtlicherer Weise als aus Ps (py) S =0 in der Form: 


+ (2 Ep—Af—6S8P+¥V+2pvl+y?(yy)=0. [2 4 8), 
24cy + p(Alp+ACf+ 4 4AV—LA*A—2AEO—12B E+ 2Av’) 
—6V(Dp —fTV+BA+AZ]=0. [2.5 8], 
12rm + f (p(2BE — AC) — AEV + A°O — 6BS) 
— 6V(Do —fV + CO— ES) =0. [2 5 8], 


Auch (2 6 8) kann in gedriingterer Gestalt als aus >& Vin=0 


durch Multiplication der beiden Functionaldeterminanten (a VY) und (1) 
erhalten werden: 


3nt + (Cw — El) + (+ Ape — pm—VI) 


+ Vom +2 ¥(AV — 2B) =0. [26 8] 
454 —2Dfo —(CfV + Cp) + B/A + BpV + AE + AS =O. 
[3 3 8], 

4rd + Dfp +2°fV —BoV — BfA — AVO + EAV —AfZ=0. 
[3 3 8}, 

4ol+ Dfo + 2CpA —BfA— BoV —AA9+ LAV —AgS =. 
[3 3 8], 


Diese verbinden sich zu der symmetrischen (3 3 8) 
4(rd — ol) + 20° fV — Cp A) + O(AA — AV) + ApS —AfE =O. 


Neben a (fv) S = 0 giebt (fy) . (p %) eine vierte (3 3 8). 
3 @Ef — Ay —62)- (—2Ey + Af +68) + vO 
+ ¥(fl — pd) + foo)’ =0. [3 3 8), 


Ferner finden wir leicht: 
cut + o[fEp+fAl + CE) +2 (AV — AA) + 0(12D — 2B") 
—6rS—120242Ey'|—Y(Df—CA+ro—Ez)=0; [3 48), 
§(Cv+3n—El)—fo(m+ZAv)+9U+entf?=0; [348], 
24ry — f(A + Cf) + V(I8D ++4.4A)— 1 Axa — 2AEA 
— 12B2 + 2Ay*| — 6V(CA — By — AS) =0; [3 4 8], 


















| 
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| 
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12em + »| CEf+9(AC+PE)—+ E(AA + AV) + 20(6D — E2) 
—127S — 60 E+ 2Ey?|+4+ 6A(CV—BO+AS)=0; [34 8}, 
r(fy — 3v + Ed) — pyn—V(lA+4y)—gpim=0; [358], 
r(Cy+3n—El)+ 5 /¥(Al—BY)+V (A+ox)—flm=0; [35 8}, 
e(Cv+3n—E) + 9(lu—vr)—AP+Av(m+5A¥)—=0; [448], 


r(—l'y-4+3v—Ed)+f(am+ yn)—V2—V o(u—+ Av) =0. [448], 


§ 7. 
Die Grundsyzyganten (i, k, 10). 


Ebenso leicht ergeben sich alle Syzyganten (¢, k, 10), denen Pro- 
ducte G, . G, als Charakteristiken zugehéren. Nur die Terme grt, o&, 
Vr und deren Gegenbilder kommen in keiner Relation vor, Die zur 
Charakteristik G,. 2 gehérige Syzygante entwickeln wir als Produkte 
der beiden Functionaldeterminanten G, und (ay), die tibrigen mit Hiilfe 


der Identitit “>” (ab) ce = 0. Man findet: 


r-op—t-f—§&-V=—0O. | {l, 3, 10] 
t-O—7r- V+ — p(AE — 291+ 20) = 0. (1, 4, 10] 


t(38—Egp++ Af) + 9? (m—+Av)+V9¥+Vpl=0. [1, 5, 10] 


£0 —fov+/r—gpe=—0. [2, 2, 10] 
eV —tA+ + 9(Ow + fl— EE — pd) =0. [2, 3, 10}, 
rO— Vet — f(Ag—2pl — 47 ¥) =0. [2, 3, 10], 


&(38 — Ep + LAf) + pOv—fl—va)—/V¥=0. [2,3, 10}, 
(38 — Ep +2 Af) + fo(m—+ Av) + VOv— yd) =0. 

(2, 4, 10}, 
—1(32— Ef ++ 49)+fo(m— tay) 


+ VOv + fl) — Soy =0. (2, 4, 10}, 
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A § 8. 
Die Grundsyzyganten (i, k, 12). 


ohne weiteres. 

127? + 67° + g?(2Bgp — 3AV) = 0. 

12§t + g*(Af — 6S) + 6V(p9 — fV) = 0. 
6tr + Bfg? + 3V(V9 — Sg) = 0. 

28 4 720 4+ gA — 2/p0 =0. 

12ér + Af?g + 6(pAV — fV9 — Sf) = 0. 


2c0 ++ r(4y?—4EO + AV—AA+2(Cf +19) 
+AV?— ZpV—0. 

Qe? + | f(2Bp — AV) + AV? — 25/V =0, 

2ic + 5 fo(4y? — 4E0 + AV + AA + 20Cf +19) 
+ AV0— sfV — SpA =0. 


§ 9. 
Anzahl der gefundenen Grundsyzyganten. 


nach Grad und Ordnung zu entnehmen. 


e[3s— Ep++ Af |—9*[a+ ; A *| + v(AV — 2g) + Agi =0. 


[3, 3, 10), 


r(35— Ef+ +49) —f?(m—+tAy)— YOAV —S/) +. Vf 0. 


{3, 3, 10), 


Diese sind alle durch Producte und Quadrate zweier Functional- 
determinanten G, charakterisirt. Als solche ergeben. sich dieselben 


(0, 6, 12} 
(1, 4, 12] 
(1, 5, 12] 
(2, 2, 12] 
(2, 3, 12] 


[2, 4, 12), 


(2, 4, 12}, 


(3, 3, 12], 


2ro+ + fo[2w?—-2Be— } (AV+Ad)+Cf+Tp|+4V0=0. 


[3, 3, 12}, 


Von der Invariantenrelation (8, 8,0) abgesehen ist aus nachfol- 
gender schematischer Uebersicht die Zahl aller Syzyganten geordnet 












Oy 


0), 


ial- 
ben 


12] 
12| 
12] 
12] 
12] 


fol- 
net 





Syzyganten biquadratischer Formen. 
































agp Grad in den Coefficienten von p 
0 12 8/4 5 6 
3 7. 2 
2 4 1/1 1 
5 1/1 
2 1/2 1 1 
138 12/3 21 
4 4 S$ sié 2 7 
5 1 2/2 1 
6 1 1):1 
1 4 
2 3/4 3 
6 3 }° 3 815 1 
4 1 4 5/2 
5) 1 3 1 
1 I> ae 
2 2 3,4 2 1 
8 3 3.4/4 2 
+ 1 4 4/2 
5 ' Ps 
6 1 J 
1 7's 2 
2 1 3|2 
10 | 3 13 2 
+ ee 
5 1 
0 1 
1 1 1 
2 1 1/2 
12 | 3 1 2 
4 1 2 
5 1 
6 | 1 : 




















Oppenheim, im December 1888. 
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Entwicklung der Grundsyzyganten der biniren Form 
finfter Ordnung. 


Von 


E. Srron in Miinchen. 


In Vol. 8 des American Journal of Mathematics hat Herr Ham- 
mond eine Tabelle der Grundsyzyganten, welche zu einer biniiren 
Form fiinfter Ordnung gehéren, mitgetheilt. Nach einer in Vol. 7, 
pag. 343 gemachten Bemerkung wurden dieselben zum Theil durch 
directe Berechnung auf Grund der Cayley’schen Tabellen, zum Theil 
auch durch Eliminationsprocesse gewonnen, ein Weg, der sich zuniichst 
darbietet und auch schon von Cayley betreten worden war. Ks ist 
der Zweck nachfolgender Arbeit, zu zeigen, dass alle diese Syzyganten 
auch mittelst der von Clebsch und Gordan begriindeten symbolischen 
Methode erhalten werden kénnen. Dabei kommt blos eine von mir 
in diesen Annalen Bd. 33, pag. 96 abgeleitete Syzygante, welche dort 
durch [/,/./3/;]): = 0 bezeichnet war, nebst einigen aus ihr entspringen- 
den Modificationen zur Anwendung. Auch diirfte es als ein Vorzug 
dieser Methode anzusehen sein, dass jede Syzygante wnabhdngig von 
den iibrigen moglichst direct erhalten wird, so dass eine Controlle fiir 
die Richtigkeit derselben leicht vorgenommen werden kann. Fiir 
manche Aufgaben, welche innerhalb des Formensystems der biniren 
Form fiinfter Ordnung lésbar sind, ist die Kenntniss der Syzyganten 
unentbehrlich und kann man sich auch von der Richtigkeit jeder ein- 
zelnen Syzygante vor deren Anwendung leicht iiberzeugen, was bei 
den Hammond’schen Syzyganten nicht gut mdglich ist. 


§ 1. 
Wahl der Grundformen. 
Wenn die Grundformen unpassend gewiihlt sind, dann werden 
die Grundsyzyganten eine gréssere Anzahl von Termen erhalten, als 


nothwendig wiire, und man sucht daher diesen Missstand méglichst zu 
vermeiden. Im Allgemeinen gilt nun die Regel, dass die Grundformen 











 , 
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so gewihlt werden sollen, dass die fwndamentalen Syzyganten, deren 
Ableitung diese Annalen Bd. 33, pag. 105 gegeben wurde, eine még- 
lichst geringe Gliederzahl enthalten. Andrerseits ist es von Vortheil, 
jede Grundform als Ueberschiebung darzustellen. Unter Beriicksichtigung 
dieser Gesichtspunkte erhilt man dann folgende Tabelle: 


Grad 1: 7; 
» 2: (7f/P=H; (ff) = 4; 


» 4: m=(iH)=(jf); h= (fi; A= (ii); 
» DB: r—=—(jH)=(fh)y e=(ji); a= — (ji; 
» 6: g=(hi)= > (fa); t= (jj? =— hi’; 


-~l 


n= (ft)=(jh); B= (te); 
= (it) = (aj); (B= (it); 
Q = (jt); 

» ll: y=(ta); 

» 12: C= (a8); 

» 13: O= (ty); 

» 18: R= (By) = (a); 


Oo oo 


Neben diesen Formen werden der kiirzeren Bezeichnung halber noch 
bentitzt: 


n = (Ha) = —n— iz, 
C’ = (rr)? = 5 (C+2AB), 
und 
k= (iH) = —h— = i. 


§ 2. 
Die Syzygante (/,/,/,/,); und ihre Modificationen. 
Wegen der Beziehung 


+ fA CAA) — Ahh) + AAA) 
kann die Syzygante (/;/,/,/,), vom Gewichte eins durch die einfachere 


ersetzt werden. 
Von den Syzyganten vom Gewichte zwei kommen in Anwendung 


hofshrle — 2 ffs) (Afi) + hh ffs)? + (Ah) fshs 
— fh BhyY — Ah) fshe 


23* 
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und 
{fifofstsd2 = (AA) sh) + (AA)MAN) + (BA) (Af) = 9, 
von denen sich die letztere als einfachster Fall der a. a. O. abgeleiteten 
Syzygante {/,/./3f,}: ergiebt. 
Vom Gewichte drei sind die Syzyganten 
[fpit], = 204)?(fp) + P(fp)® — 2( ft) (wi)? 
+ 2(fi)? (pi) — i((fi)?g) + é((pi)*/) 
= 2(11) (fp) + P (fe)? — o(f?) + 3(pi)(ft)? 
— 3(pi? (fi) + Fp?) 
ferner 


[pir], = 2(¢r) (fp) — 2(ft)(pr)? + 2 (2) (fr)? 
— ((fi?g) « + ((pis)t + ix(f)* =0, 
[fir], = (fi)(cO)? — (79) (et)? + (ft)? (64) 
—1-((i9)f)? =0. 
Hierin bedeuten i, t und @ quadratische Formen, wiihrend f und p 
mindestens von der dritten Ordnung sein sollen. Nur in der letzten 
Syzygante kann f auch von der zweiten Ordnung sein. 
Vom Gewichte vier kommt folgende Syzygante zur Anwendung: 
[pity = 2(61)?(fp)* + 2 (fo) — 2(FIA MD? + MR) + HL?) 
— 2i ((fi)*@)* — 2é (pif)? =0. 
Beziiglich der Ableitung dieser Syzyganten vergleiche man auch die 
vorausgehende Note iiber die fundamentalen Syzyganten der biniiren 
Form sechster Ordnung. 
Aus der Syzygante |fgit], folgt die Syzygante [fpii],, wenn 
man t =z? setzt. 





. § 3. 
Reduction einiger Ueberschiebungen auf die Grundformen. 


Um die im vorigen Paragraphen angegebenen allgemeinen Syzy- 
ganten fiir die binire Form fiinfter Ordnung beniitzen zu kénnen, ist 
es erforderlich, zunichst einige Ueberschiebungen der Grundformen 
zu reduciren. Dieselben kénnen durch Anwendung der Gordan’schen 
Formel III (Formensystem pag. 11) abgeleitet werden, in besonderen 
Fallen fifhrt auch eine von mir in diesen Annalen Bd. 31, pag. 448 
entwickelte Relation (6) schneller zum Ziele. 


1. Ueberschiebungen iiber /. 
Durch die Substitutionen 


641) (Off) G4h) 















en. 


on 


j= 


Crier ee 
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in die Gordan’sche Formel erhalt man zuniichst 
(AfY= 5 fis (f=— sq (Ap'= 


Ferner ergeben die Substitutionen 


Gifs) O3s) (32): 
dfY=——ij, (fP——s, (hf\t— Te. 


Hieraus kénnen dann auch die entsprechenden Ueberschiebungen iiber 
die Form & abgeleitet werden, von denen 


i é. apa 2... cs 
(kf)=r+57¢¢ und Cf == i+ 47f4 
beniitzt werden. 
Ferner erhailt man mittelst 


Si¢ ¢ iS 4 FX. 
(6 9 S), (6 3 1) und (;) 9 (): 
(“fP=—> Aj—ia und (6f)=—=Ah—aj+ . it. 
Unter Beniitzung der Syzyganten [fhii], =O und [hhii], — 0 leitet 


man ebenso aus 


tcf = eS . fies taf 
(5 1 i), (j 1 i)» ({ 2 i)? (i i '), 
die Beziehungen ab: 
. 5. - a 2 : 
(9f) =ha—Sjr— Bf; (Of =(«h) —Q—F Ac ig, 
yvf=-— ‘ t*? — Bh. 








O11 
(9a) =04+ 2 « 


Endlich folgt aus (G « f ) wegen der Beziehung 


die Reductionsformel 
ad . , 3 
(f0) = Bn +jy —z s@. 


2. Ueberschiebungen tber H. 
Durch die Substitutionen 


(¢ 1), (4 § 0), (f Ss 1) ({ f 4) 
42 0 03 1)’ \O3 2 
erlangt man die Beziehungen 


(HH)? = + fj —+, Hi; (HH)! = — 


(jH)? = — ij; (jH>=— Ge. 
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Die Ueberschiebungen iiber h folgen aus 
(G81) (651) ($1) (53) 


(hH) =—Fim—Fjq; (bHY =P + tin; 


namlich 


(hH) = + 9; (hH)! = —— ¢, 


Hieraus sind dann auch die Ueberschiebungen tber k ableitbar, 
von denen 


(kH)? = =p AH + 4 ~ th — 2} f+ ag “3 


im Folgenden vorkommen wird. 
Weiterhin folgen aus 


jit SSH) (§ 5 HY) una (ff B 
112), 021)? G21 012 


die Relationen 
(oH) =n+ie; (tH)= — 58; ((H)? = - zie sa 5 ad 


(GH) == jt — 4 Aij— ita 


gy he; 


Endlich ergiebt sich aus 


(27a) (623) GOTT) ™ GLY) 


(0H) = — ht — —ija — —#t; 
(@H)'= = as — i i; 

2 1.4 
(yH) == 80+ gv% + 12 wT a, 


(0H) = Bn — + jap —- + itp +5 jA®. 


3. Ueberschiebungen iiber i. 


Da die Mehrzahl dieser Ueberschiebungen als Grundformen definirt 
wurden, so kommen blos in Betracht: 


"eee, _ip; ticié 
(i) == At 5 Bi aus (3 1 ). 


cee , iat 
(Bi) = 2 Aa; » (j 1 i): 


; 1 poe 
(0%) a ae Ay; ” (4 : i) ° 
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4. Ueberschiebungen iiber j. 


Es werden folgende Ueberschiebungen beniitzt werden: 


(Hi=—— i; HiP— fe Vit =fAj+ fia; (hj) —0; 


(7j) = 4 Br— 5 Ci; (8j) = — ay — > Ba, 





yar. 
welche in derselben pened aus den Substitutionen 
jf). ees iif If GG ti (4 
3 b 2 5 7\2 127? \011)?\1 
taj yj 
G4) 2 ¢ 1 t), 
erhalten wurden. 
5. Ueberschiebungen iiber h. 
Aus den Substitutionen 
fjh fi kh) (9 Fe) (9 ft) (Gh G 
02 2 13 2 012 012 112 
folgen die Relationen 
(hh)? = i je 4. ; it; (hh)' = B; 
(ah) =Q— > Ae+ ip; 
(th) = ; id — + EQ; 
(ch)? =a? — > Ar—+ Bi. 
In ihnlicher Weise ergeben sich 
(6h) =(, 4? - + B)ji+5 Aia— > ta; 
(ah)? + Ad — = a; 
irt 


(yh) == . jo— +i Ba; 
(oh) =+Ce—ty + 5 ipB 


nimlich aus den Substitutionen 


tah ith rah ivyh 
(; 1 t),? (5 1 1), (64 1) und (4 1 1): 








(ej) =tjapriz; Gf) —tAr—1LBi-a@; (9 =—7; 


@J 
1 1), 
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6. Ueberschiebungen iiber a, B, y, @. 
Die Relationen 
(ap) = 30’ -2AB=C; (ay) => B?— + AC; 








(60) => A(ay); (87) => CC’ — Beer) 
sind bekannt. (Clebsch, binére Formen pag. 280). Aus 
G75 Tat tpt fH sB fy 
111/,? (O11)? (O11)? \01 i)» 011 
folgen ferner : 
(tB) = — 0 — Ba; 
(7) =— 3 O'a; 
(2d) = + C'B — By; 
(1B) =hy—jn — + Ho + + itn — = sip. 
(Ty) = —jre— <jqB — = imB — 5 fir. 
Endlich werden noch die Beziehungen beniitzt: 
1p v 
(7) = > By— + C'B; 
5 
(my) = (8H) — F ky; 
(mB) = + An’ — = kB; 
(ny) = - +7 = pS Ce— = ipB; 
(90) =— > Bd — i aA’; 
1 1 
(96) —+ Ay — 1 BB; 
welche sich aus folgenden Substitutionen 
ity iHy iil sp fay tat 
(65 1): (5 1 1) (( 1 ) > (5 5 i) ({ 1 1) 
und (4 H t) entwickeln lassen. 
Schliesslich soll noch bemerkt werden, dass die von Clebsch 


beniitzte Grundform ¢ als (@«) definirt worden war, so dass der 
Zusammenhang stattfindet: 


(Pa) = (iv) + ,~Ba=d 4. . Ba. 










or 
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§ 4, 
Ableitung der Syzyganten. 


Seien M und N zwei Grundformen der biniren Form fiinfter 
Ordnung, die nach der in § 1 gemachten Aunahme als die Ueber- 


schiebungen 
M=(fjfi%, N= (fsfs)" 
definirt sind, dann wird die Syzygante 


(fefsfilatu = 9 bez. [AfshrAlisu = 0 
unter ihren Gliedern das Product M.~.N enthalten. Auf diese Weise 
kann zu den meisten Producten der Grundformen eine zugehdrige 
Syzygante sofort -hingeschrieben werden und die Berechnung wird 
zeigen, dass nach dieser Methode auch alle Grundsyzyganten gewonnen 
werden kénnen. So gehéren beispielsweise zu den Producten 


q° = (fi)' (ft)' die Syzyganten [ffii], = 9, 


q: T = (fi)' (fH)! (/fiH}, =0, 

H- A= (ff) (ti) [ffit], =9, 

¢-Aes(jH)'Gs?..... . [jHisd, —0, 

T-O8=<=(fH)' (iy). . . . . . (fiy},—0 
etc. etc. 


Dasjenige Product der Grundformen ,. welches zur Bildung der Syzy- 
gante die Veranlassung gab, wird im folgenden stets an die erste 
Stelle gosetat werden. Die Anordnung dieser Producte und der daraus 
gebildeten Syzyganten geschieht nach steigendem Grad und Gewicht. 
Auch sind manche der direct erhaltenen Syzyganten mit Hilfe voraus- 
gehender Syzyganten auf eine geringere Gliederzahl reducirt worden, 
ebenso wie auch Ofter zur Vermeidung unzweckmiissiger Zahlencoef- 
ficienten ganze Syzyganten mit passenden Zahlenfactoren multiplicirt 
wurden. 


Grad 5, 
(fiH) =fm+ Hq —iT=0. 
Grad 6, 
[{fHH], = 27? + H —, Pill +> fi =0, 
[ffiH], = 297 + iH? + Hj —fth — > fri? =0, 
({jH) = fr — Hm —jT =0, 
(ffii], = 2@2 + A? 4+ 2fij+ f2A—od, 
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(jt) = fe — im — jqg=0, 
[ffi], = HA + fat 2ih+ 58% —j? = 0. 
Grad 7. 
[iH], = 27m — Hj + (Hh + + frij =0, 
(fHh) = Th — Hr + 5 fim+ + fiqg=0, 
[fiiH], = 2qm — Hij — fih—fAH—+f* =0, 
[Hii], = TA + ir + jm + qh ++ iq =0, 
(ji) =jm+ He—ir=0, 
(fih) = qh — ir — fn =O, 
if Hii], = 2jh — He —fr + — ij =0, 
Grad 8. 

(/jHH], = 2Tr + Hh — | fii +577 =0, 
[ij Hi), = 27s — fjh +iHh + Hj? — 4 f7j=0, 
[/fih], = 2qr + Hih — f?r + fjh— + fitj =0, 

{fj Hi}, = m* + qr —Te=0, 
(hi) =hm + Hy + ; ijqa+ = fm =O, 
(fhj) =jr —fn+hm=0O, 
(fHa) = Ta —2Hy — fn — fie=0, 
[fjtt}, = 2qe+ fjA + fie + iP? + ?h=—0, 
[H Hii], =k? — Ht — > fjA— } fia — + ij? =0, 


[ifiil, = Am + je—qa—in=—0, 
(fie) = f8 — 2in + qa=0. 


Grad 9. 
[iif HH), = 2mr + fHt — Hjh + = fij? =0, 
{f Hhi}, = Ty + rm+ sit + ; iqm =O, 
(Hjh) = Hn — hr — ; ijm — req=0, 
({Ht) = Tr — Hn+ : fje=0, 
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[jit], —2me— AHj — > iHa— + fir=0, 
[fhii], =2qy + 4 iHa+fhaA+ 2 fir=0, 

[jHii), = Ar +in+he+ma+ ie=0, 
(hjt) = he —jn —in=0, 
(eit H) = me —in— HB —?e=0, 
(faj) = 2jn + ma + fe =0, 
(fit) =qr—in+/fe=—0, 
[fhii], = 2jt —ha+fB+~ ijA+ tia=0. 


Grad 10, 
(jjHH], = 2° + He + 5/7 + | Hif =O, 
[fj Hh}, =2Tn + Hh? + ~ fj + 4 fihj — + Hij? =0, 
[jjiH], = 2er + iHt + + Hja— + fir =0, 
[fit], = 2qn — 3fjr + 2fha — f(?B+ Hirt =0, 
{ jfhi}, = my + re—qn=0, 
{fHia\, = TB + qn — 2my + ige =0, 
(Haj) = HO + ra — jn—ije=0, 
(i Ht) = mt — HO += ije=0, 


(fha) = ra —2yh—fQ+4 > fAe— 5 fib =9, 
(ftj) = nj + mr — fQ=0, 

[Hhiil, =thp+> HB+le@4 i? 

(jjii], = 222 + Qija+?r+fPA—0, 

(fip) = 98 —4 fAa+ tha —ijat+ 2 ite—0, | 

(jie) = ea +i1e+ 78 = 0. 
Grad 11. 
{Hihj\, = rn + mn +—jqe+ ; ime = 0, 


{fHit}, = 10 — mn — — qje=0, 


t=(), 


[ij Hh], = 2mn + Hjt — Hhe + > ij +7 ejh=0, 
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[fHri], =TB+ HQ + ima +— Ajm+ -iqr=0, 
Dis 1 
(fth) =hn — rt +— id — = fasr= 0, 
(jHt) =rt— HQ +—je=0, 
fiajf}, = mB — q — 2nz=0, 
[jhit], = 2en + jhA + 2iha —ijr —-fiB=0, 
[ fiir], = 2q0 + 2iha — 5ijr —fAr —fiB=—0, 
[frit], = Bg + An-+ 3er — 2ayn—0, 
jhit), =2An —hB — 3ayn+ 3et+ 5% =0, 
3 y J 
(hie) =an+iQ+hB—~ide+ i ip=—0, 
(jit) = er — Qi+ja=—0. 
Grad 12. 
[jfHt], =2rn + Hhe + > fijr+ i fPe=0, 
{fHjt}. =TQ—rn+ = jme =(Q, 
{fijt}, =7Q + md — en=0, 
Liift], =2md + je — far —~ Aij? — Pa =0, 
{iHaj}, =ne+mei+ Br+ie—O0, 
{fhia}, = Br+qQ+ 2n?— 2 qde+ + igh =0, 
[bhi], = 2Qy? + Qihkt+WA+ 2 Pj a+ lir—0, 
(fra) = an — 2ty+ fy =0, 
(jhe) =h® + an—jQ+— Aje— —ijp=0, 
P =. * 1 . 
(hit) = ty + hd —Tieca+ 7 V7I—0, 
[Hiri], = Bm — cy + iae += Aje=0, 
[hhii], =? + Bh— = eB — 2 Ait + #B=0, 
(jip) = eB — ie? + > Ait — [Aja —#B=0, 
Grad 13. 
[jiHr], = 2ro — Hra + jhe +ejr + = ijta =0, 
{hift\, =yn-+ rd — = qea+ — ig? =0, 
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{ijt}, =mQ— ret ; je=0, 
(hjt) =hQ — tm — 2 jte =0, 
(Hra) = «tn + Hy + ite + ~ jas=0, 
[j Hirt], = Br+tn — pie +- s tet =O, 
(fap) = (C+ 2nB — ja? + Aha+t ; ita=0, 
[pitt], = 2e —jrA —ira+ijB=0, 
(hip) = 4B —fAB + + Aha —2Ajt — 2 ica — } ijB=0, 
(tia) = tp —iy—at=—O0, 
[jrit], = AQ — Be + ad —iyp=0. 
Grad 14. 
[jjH)], =2rQ + H+ Ljra+ > ijtr—0, 
{ftjh\, =n? — Qr+ < ime — ; mea =O, 
{fHra}, = Ty + n® + ine + + jen =0, 
(fiy) = 8 + qy — 3 it? —iBh—0, 
(Hap) = HC + Bn — «(Hp) =0, 
{fire}, = yy —nB + 294 =0, 
Lijit}, =2Qe + irr +jB+jra—0, 
[hit], = 29 4+ ihB—ie +f PAr+ — PBL? 
—htA=0, 
{ijha}, =nB + Qe—n9— = Ae + Fish =O, 
(jta) = t+ jy+aeQ=0, 
[hit], = By — to — 7 iA®— 5 Aca+ + ip =0, 
(ia) = B? + iC+ 5 Aa? =0. 


Grad 15. 
[fHer], = OT — qe — 5 fed + 5 imB— ent 5 fiv=0, 


' 2. oa. te a 
(Hiy) = Hd — ym+ 389+ 5 ja? + iat = 0, 
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[jiht], = 2nd + jr? —hra— 2 Aijr— Pj B+ + ija?=0, 
{rajf}, = ym —2Qy—nd=0, 

{jhit}, = 710+ nt — ; ea + : te =O), 

{fiaB}, = GC + Aan + jap — Ahp— >itp =0, 


(hta) =Qt+hy —= Aert+ ; itp — ; iad + < ee =), 





[fire], = Bn — hy + Bie — 5 Aja +2 jap+iry=0, 
(ifr) = id — BO + i Ba — + Aat=0, 
(jap) =jC — po — JiBat yAar— a =0. 

Grad 16. 
{fHiy}, =Td+ ; qee + 4 qje? + a iqra — : mr? 
—mBh = 0, 
[jhe], = 2nQ + he? — FjAr—LiB+ Fjra—0, 

{jHra\, —ry +nQ + iQe— = joo =0, 
{ifaB}, = mC + jad + inB — Acn—Aho—> iro+420°n=0, 
{fiBt}, = 90 + qBa — jad + Ah® + >it? —+ Aan =0, 

(itp) = jd + #4 > e+ 5 jeB—0, 

(hap) = hC — a(hB) + B(ha) = 30h — = #0" + 4jd + jBa 

+ iBr=0, 
(ji) = ey + j8 —5 C# + 5 Bir =0, 


{jria}, = QB — sy + # =0, 
[i¢rr], = 28? + Ar?+ CO’? — 2irB=—0. 


Grad 17. 
, i. 
Heth = Cr+ sfy— Zito — Zet =0, 
{ifiy}, = md — 5 et? — chB— 1 qrB+ 4 igo’ =0, 
[ijtt], = 270 — ar —jrB+ ijC’ = 0, 































Grundsyzyganten der biniiren Form 5. Ord. 
. 1 es. 2 
{hita}, = ny —8Q — = Bea — = be+s Ast =O, 
(hiy) =hd + yn— 4 #®@aB+ jC =0, 
{jiaB\, = eC — + Aad + + iBB— 5 Arp + o2p =0, 
[jitt], = yt — BQ + eC’ =—0. 
Grad 18. 


{fhiy}, = 1d + hyn B+ 3 n+ } qi — 4 iqaB =0, 
[itt], =—2Q ++ j0' =0, 
{jhta}, =ny + @—| AsQ— 7 iv —LeB=o, 


{jiBrh. =) —iay — ; it B— + jAy =(Q, 

[hit], = Cy + 24By +5 jpB+—>jAy— = AtO+ < atp—0, 
(aiy) =ad — By —1 i B+ 7 iAC+ LiaB=o, 
(Bra) = py +ad+r0+e2B=0. 

Grad 19. 

, {faip\, = 24d — + fp —hBB— q(ay) =0, 

{fra}, = nC + 2nd + 2anB+ jay —hAy — + ity =0, 
(fda) = fR— 2yn0 + a By + ajy — ; att = 0, 

" (tiy) = 1d — yO + | ia’ =0, 


(yaj) = yo —LarB—SjB+) ie’ +> ACj=0. 


Grad 20. | 
{ftiy\, =nd + : qaC’ — : ?’es —heB=—0, 
(Hda) = HR—dn—an B+ > jap + * iarp—~ j Aad =0, 
(ity) = Qy + £ Be — 5 Cit —Cja =, 
(Biy) = pd—iR+ 7 apA=0, 
{iraB\, = OC + pd + «BB —  ayA=0, 
















E. Srrow. 
Grad 21. 

(TBy) = TR + Bjre+ + jgBB + + impB+ hyn — jpn’ 

— + Hy +> ny =0, 

{fida}, = qR — yBB—jpy + + tB% — Any =0, 
{jrap}, = QC— 90+ Bad + > iyB— > Aty + ary =0, 

(Sip) = 96 —iBy + > C'ip+ > Arty =0, 

(ja) =jR+ 0d + oy +> aBe=0. 

Grad 22. 
(mBy) = mR — B(6H) + + Any =0, 


| 


{jrip}, = Q0+ 5 Cea— Cio + + Bro =0, 


(hBy) =hR — 5 iaPB+ | jBC+ > ary— 4 iAay 
— _iv(24*—3B) =0, 
(yta) = 7? ++ > cB — + Ar’ +> @C' =0. 
Grad 23. 
{jHda}, =rR+ +0 BO —way — % jupo — = icpo 
+7 jAe =0, 
{jida\, = eR — apy — + BOB + + Ady =0, 
(apy) = aR + 7O— 5 BB+ 5 BAC’ =0. 
Grad 24, 
{hida}, = 4R — B(hd) — | Ap(ha) =0, 
{raiy\, = d+ 5 aBC’ + (ay) =0, 


(cBy) = tR — yd+ ; «BC —ayL=0. 
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Grad 25. 

{frda\, = nR — (fd) + 2y(rd) =0, 
(Ba) =BR+0dC+ 5 aA(ay) = 0. 

Grad 26. 


(ad) = 0? — OR + adB+ + at AC’ =0, 


(By) = OR— BPyB+ BC’ + - yen 





Grad 27. 
jrda\, = QR—ay ++ Bye —1C'po—o. 
{ 2 2 2 

Grad 29. 
{raBy), =yR + (64+Ba) (ay) — + CO'a =0. 


Grad 31. 

(867) = dR — 4 CC'B + BB(ay) — + Ap(ay) = 0. 
Grad 36. 

{Byda}, = R?+ 4020’ — BC (ay) + 4 Alay)? =0. 


§ 5. 
Erweiterung des Systems der allgemeinen Syzyganten. 


g von der dritten Ordnung sei. 
Man hat zu diesem Zwecke in dem Ausdrucke 


+ 8(f@)* (fe) — 6 (fo)? (F)* 


A = (9g)'f — 2(f9)' 


Mathematische Annalen. XXXIV, 


den Theil 








Es sind im ganzen blos sechs verschiedene Syzyganten, aus denen 
das ganze System der Grundsyzyganten entwickelt wurde. Jedoch ist 
damit nicht ausgeschlossen, dass durch Anwendung anderer Syzygan- 
ten, als sie in § 2 angegeben wurden, in besonderen Fallen schneller 
zu einer bestimmten Relation zu gelangen ist. So lisst sich die 
Syzygante [H Hii], vom Grade 8 dadurch schneller berechnen, dass 
man die allgemeine Syzygante [ffgq], fiir den Fall specialisirt, dass 


[ff 9], = 9°(ff)* + 8p gy (FFF + (p97? — 2(fe)'f 
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derart umzuformen, dass m nur noch in dritten Ueberschiebungen auf- 
tritt. Sei 

























f=a=—bi=.--- gp=a=—pP=—..-., 
dann kann das symbolische Product 


P os (ap) (ce a)sa?* pe" ao 


x x 


auf zwei verschiedene Arten dargestellt werden. Indem einmal der 
Factor (#8) in bekannter Weise in (af)? verwandelt wird, ergiebt 
sich die Darstellung 


= (eB) a * BE“ at +5 (8)? (wa) (Ba) 02° a 
und wenn andererseits die Beziehung 
(B)az — (wa) B, + (Ba)a, = 0 
zur Anwendung kommt, so folgt 
P = (wa)'a'* Bat* + (aa) (ap)ar pat. 
Durch Gleichsetzen dieser Ausdriicke resultirt Sen 


A = 2(wa)? (af) a * Bl a* — 3(«B)* (wa) (Ba)a’-* Ba’. 


x x 





Wenn dieser Werth in die oben angegebene Syzygante eingefahrt 
wird, so lasst sich aus der ganzen Syzygante der Factor a’ “ < 
entfernen und setzen wir alsdann 
— B.* — j ? 
so kommt die specielle Syzygante 
(ffiil, =P (Ff) + 6(55)? (ff)? — 2F ((FI)83) — 3F ((i9?F)? 
+ 8(f9)° (£3) — 6(f9)? (19) = 9. 


In derselben bedeutet j eine beliebige Form dritter Ordnung. Soll nun 
j die so bezeichnete Grundform von f sein und letzteres selbst von der 
fiinften Ordnung, so folgt 

[ffijl,s = F?t + 6c H — 3f(cf) — 6h? = 0 
also bis auf einen Zahlenfactor die oben auf anderem Wege entwickelte 
Grundsyzygante [H Hii\,. 


Miinchen, den 10, Februar 1889. 
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Zur Wellentheorie gasartiger Mittel. 
Von 


A. V. BAcktunp in Lund. 


Die Frage, wie sich in einer unzusammendriickbaren Fliissigkeit 
sphiirische Kérper bewegen, ist vor langer Zeit von Bjerknes be- 
handelt worden. Sehr einfach und bemerkenswerth wird seine Lésung 
dieser Frage in dem Falle, dass simmtliche Kérper unendlich klein 
sind und auch die Dichtigkeit der Flissigkeit in Vergleich mit denen 
der Kérper unendlich klein ist. Von ganz besonderem Interesse wird 
dabei die weitere Annahme, dass die Geschwindigkeiten, mit denen 
die Kérper ihre Volumina aindern, im Verhiltnisse zu den beziiglichen 
Kérpermassen unendlich gross seien wie der reciproke Werth der 
Quadratwurzel aus der Dichtigkeit der Fliissigkeit, oder auch noch 
grésser seien als dieser Werth. Denn dann ergeben sich aus dem 
Drucke der Fliissigkeit Krifte zwischen den Kérpern, die von der- 
selben Gréssenordnung werden wie die Newton’schen Krifte oder wie 
die elektrischen, und man kann sogar den niaheren Verlauf der 
Volumeninderungen gweier der Kérper von der Art sich denken, dass 
man zwischen ihnen beiden entweder jene oder diese Krifte bekommt. 
Insbesondere gilt, dass, wenn ein Aggregat von unendlich vielen 
infinitesimalen Kugeln vorliegt und diese simmtlichen Kugeln in gleich- 
zeitigen Pulsationen (Volumenoscillationen) von derselben unendlich 
kleinen Zeitperiode begriffen sind, und wenn die Amplituden der 
Pulsationen, d. h. die Volumenmaxima, dem Producte aus der be- 
treffenden Kérpermasse und der Quadratwurzel aus der Dichtigkeit der 
Fliissigkeit proportional sind, alle Kugeln in solche Bewegungen ge- 
rathen, als wenn sie, anstatt iu der Fliissigkeit zu sein, im leeren 
Raume wiiren, dann aber dem Newton’schen Attractionsgesetze ge- 
horchen. Ich habe dies schon friiher hervorgehoben in meiner Ab- 
handlung ,,Ueber die Bewegung von Korpern mit variablem Volumen, 
die von einer unzusammendriickbaren Fliissigkeit umgeben sind“ (vergl. 
§ 10) *). Dagegen scheint es unméglich, eine solche Annahme tiber 


*) Bd. XXI der Jahresschrift der Universitit zu Lund (1885). 
24* 
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die Volumeninderungen der sphiirischen infinitesimalen Kérper zu 
treffen, welche Aggregate von je dreifach unendlich vielen von ihnen 
vergleichlich zu elektrischen Kérpern machen wiirde. Um etwas der- 
artiges zu erreichen, muss man vielmehr die unzusammendriickbare 
Flissigkeit durch ein Gas von doch ebenfalls unendlich kleiner Dich- 
tigkeit ersetzen. Wie dann in der That eine Annahme gewisser stoss- 
weise vor sich gehender Volumeninderungen der sphirischen Kérper 
zu solchen Bewegungen fiir Aggregate von ihnen fihrt, welche fir 
elektrische Kérper, inclusive elektrische Stréme, eigenthiimlich sind, 
habe ich in einigen Aufsiitzen gezeigt, die unter dem Titel: ,,Bidrag 
till theorien for vagrévelsen i ett gasartadt medium“ in der Uebersicht 
tiber die Verh. der Acad. d. Wiss. zu Stockholm in den Jahren 1886, 
1887 und 1888 verdffentlicht worden sind. Diese Aufsiitze werde ich 
in umgearbeiteter Form hier wiedergeben. 


Erster Theil. 
Das iiussere Mittel besteht aus einem einzigen Gase. 


Einleitung 
(die Wirkung einer unzusammendriickbaren Flissigkeit betreffend). 


Zuerst erledige ich das oben angefiihrte Problem: die Bewegung 
zu bestimmen, die infinitesimale Kugeln gewinnen, die von einer in 
allen Richtungen unendlich weit sich erstreckenden unzusammendriick- 
baren Fliissigkeit von unendlich kleiner Dichtigkeit umgeben sind und, 
ohne die Kugelgestalt zu verlassen, ihre Radien mit Geschwindigkeiten 
aindern, die unendlich klein werden wie die Quadratwurzel aus der 
Dichtigkeit der Fliissigkeit. — Die Dichtigkeiten der Kugeln sollen 
alle als endlich angesehen werden und die Volumina derselben im end- 
lichen Verhiltnisse zu einander stehen. Mit S,, S,,... bezeichne ich 
die Kugeln, mit r,,r,,... ihre Radien, mit V,, V,,... ihre Volu- 
mina, mit M,, M,,... ihre Massen. Es soll g die Dichtigkeit der 
Flissigkeit bedeuten, wo dann g unendlich klein ist wie 7, (bezw. 
%., 7 ,+.-+). Fir die Volumengeschwindigkeiten 


dV, adv, | 
at’ dat’ 
(¢ ist die Zeit) schreibe ich bez. —4am,, —4am,,.... Die m 


miissen dann, nach der obigen Voraussetzung, unendlich klein von 
derselben Ordnung als V,:/g sein. Ueberdies setze ich voraus, dass 
die Kugeln stets ihre Mittelpunkte zu Schwerpunkten haben. 

Es seien ferner h’, h”,... die Geschwindigkeiten der Mittelpunkte 
dieser S,, S,,...; 9,7",... die von diesen Punkten als Polen aus- 
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zu gehenden Radii vectores des beliebigen Punktes (x, y, 2), Rix die 
1en Entfernung der Mittelpunkte der S; und S, von einander, und als 
ler- ihre positive Richtung diejenige vom ersten zum zweiten Punkte aus- 
are gezeichnet. Dann leuchtet von der Function: 
ch- 
S8- ? + - Perey ; i ( = cos #” Ry, +2 sa cos” Ry, + - +) 
per 
fiir + > Ce, cos 9 yt BP cosr” Ry, + - +) + ete. 
nd, 
, 1p he Mos "h" 1 ne" 
= —=— he? = + + h’r,' aot -— = hr, aaa ~—_ — ete., 
36, welche kurz gm genannt werden soll, Folgendes ein: Fiir alle Punkte 
ch der Fliissigkeit wird sie eindeutig und erfillt ausserdem die Gleichung 

A’?g = 0, wenn, wie ane 

— 'p , &o 
A = Z ~ + oy ost 

und das Coordinatensystem ein im Raume festes, rechtwinkliges, Car- 

tesisches ist. Im Unendlichen wird g = 0 und, falls die gegenseitigen 

Entfernungen der Kugeln alle endlich sind, an der Oberfliiche von S,, 

wenn von Gliedern von derselben Ordnung als m,7,, h'r,> abgesehen 

wird : 
ig ; dy m,; ae 
in (a) = pe EHO cosrOhO. (i= 1,2,...) 
k- ; | 
d, Nun nehmen wir an, dass allein durch die Kérper S Bewegung in 
n der Fliissigkeit entstanden sein soll. Die Bewegung der Fliissigkeit 
ar wird dann durch eine Geschwindigkeitsfunction angegeben. Und diese 
n Function muss genau jenen Bedingungen fiir die Fliissigkeit und fiir 
l- ihre Grenzen geniigen, welche wir eben von g anniiherungsweise er- 
h fiillt gesehen haben. Bekanntlich ist auch die Geschwindigkeitsfunction 
\- durch diese Bedingungen vollkommen bestimmt. Desshalb stellt fiir 
r unser Problem g bis auf Glieder von mindestens der Ordnung von 
I m,r,? und h’r,* diese Function dar. 

Die lebendige Kraft der Flissigkeit wird jetzt 
e {*, do 
—$ he dn 

, wenn tiber die Oberflichen aller Kugeln S integrirt wird, Mit dn 
: wird dann bezeichnet ein unendlich kleines Stiick des nach dem Inneren 
S der Flissigkeit auf das Klement ds des Integrationsgebietes errichteten 

Perpendikels und mit ® die wirkliche Geschwindigkeitsfunction der 
2 Flissigkeit. Die lebendige Kraft der Fliissigkeit, 7’, hat also den 
Werth: 











A. V, Baicxiunp. 
= af o(; 7 — h cos r i) ds, 


d. i. wenn hier statt “g die obige Function g angewandt wird, unter 
Vernachlassigung von Gréssen von derselben Ordnung als eh‘ h’r,°: 


T= 2n0[ yet + yet te +e 
—hr,3 (so cos R,h’ + E cos R,,h’ +-- +) 
+3 L hy  >+- = +4 ea a | a 
—h* r3 (Bp co 7” - a cos R,,h” +: +) 


23 





+ = Wh? v3 + ete. . 


Das Princip der variirenden Wirkung ergiebt nun sofort die 
Bewegungsgleichungen der Kugeln. Wenn nimlich von nun an Alles 
auf ein im Raume festes, rechtwinkliges Cartesisches Axensystem be- 
zogen wird und «;, v;, w; die Componenten der Geschwindigkeit h 
bedeuten (¢ = 1,2,...), so hat man zufolge des genannten Princips: 


du; _—s4T d (aT 
Mima Ga, — a (3u,): 


a oe (#7) 


dt ~ dy, — at \or, 
dw; oT ad (oT 
Mima = G5, — ae (Ger) 


%, Yi, 2; Coordinaten des Schwerpunktes, d. i. des Mittelpunktes von 
Sj; und desshalb wegen des obigen Werthes von 7’: 


r du; m, 3 d my, a 

M7, = 4x0 m, > z cos Rix X+ 50 a; (V > R, cos RX ) 
1 d 

— 30 ae (Vim), 


dv; Mm, : 3 d m, ‘ 
Mg teem DZ co Bat bod (MS ow ket) 








(b) § 


bats - Q 5 (Vivi), 


m ‘ d m 
Mm, as 4aqm >) a cos Ry, Z + +e a ("> a cos Rix z) 


ik 
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wo das Summirungszeichen auf alle Kugeln S, ausgenommen §;, sich 
bezieht. *) 

Wir sahen jedoch alle Kugeln S als endlich entfernt von einander 
an. Wenn aber ein von dreifach unendlich vielen von ihnen gebildetes 
Aggregat vorliegt, so finden sich unendlich nahe jeder von diesen 
Kugeln unendlich viele andere. Um von der Bewegung einer Kugel 
S, des Aggregates Kenntniss zu gewinnen, braucht man also vorab 
den Effect der zu dieser S, unendlich nahen Kugeln zu wissen, aber 
auch nur hieran hat man besonders zu denken, denn der Effect aller 
von S, endlich entfernten S;, wird durch die obigen Formeln dargestellt. 

Was aber die Wirkung auf die Kugel S, von Seiten der unendlich 
benachbarten Kugeln betrifft, so bemerken wir erstens, dass, wenn S, 
dem Inneren des Aggregates zugehért, sie ringsum von benachbarten 
Kugeln umgeben ist. Und, wenn, wie immer angenommen werden 
soll, jede der Gréssen m;, 7;, h® fiir je zwei unendlich benachbarte 
Kugeln nur unendlich wenig verschieden ist, so kann, bei der Frage 
von der Bewegung von einer inneren S,, fiir denjenigen Theil der 
Geschwindigkeitsfunction, welcher von S, und von den ihr unendlich 
benachbarten Kugeln herriihrt, gerade die obige Function g, iiber 
alle diese Kugeln erstreckt, als exacter Ausdruck aufgefasst werden. 
Denn durch diese Function » wird, wegen der symmetrischen Lage 
unserer Kugeln um S, herum, fiir diese selbe Kugel die Grenzbedingung 
(a) exact befriedigt. Darum gelten die Gleichungen (b) nicht blos fiir 
isolirte Kugeln, sondern auch fiir alle im Inneren unseres Aggregates. 
Mit den jussersten Kugeln desselben verhiilt sich die Sache anders; 
da aber isolirte, aiussere, Kugeln demselben Bewegungsgesetze folgen 
wie die inneren des Aggregates, kénnen diejenigen seiner Oberfliche 
in ihrer Bewegung nur unendlich wenig von den inneren differiren. 

Beiliufig sei bemerkt, dass die bei Weitem meist bedeutenden der 
Abweichungen der ausseren Aggregatenpunkte folgenderweise zu finden 
sind. Zu den obigen Gliedern der Geschwindigkeitsfunction fiigen wir 
die der niichsthéheren Ordnung zu. Das werden diese: 

1 73 E 3” 3008 1’ Ry cos h” Ry — cos rh” 
2 2 R, 
+ r,°h 





» 8008 1" Ryy cos h’” Tyg — cos rh” + ] 


R 
- , ” ’ 13 
1 4,3 [ 3h! 3cos r” Re, cos h’ Ry, — cos rh 
a ary 1 =e SY Te” eS 
4r Ri , . 
m 8008 1" Res cos h’” Reg — cos rh” 
+ 7r,2h a eee 
+ ete. **) Ris 


*) Diese Formeln sind genau die von Bjerknes entwickelten Anniherungs- 
formeln fiir pulsirende Kugeln. 
**) Wenn wir noch die Glieder: 
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Im Verein mit den vorher aufgezeichneten Gliedern von  fiihren 
sie zu diesen neuen von 7’: 





+ 2 4,32’ [ja Wh" — Scoeh’ Riz cos h” Ris) 





Rig 
r;°h'’ (cos h'h’” — 3cos h’ Ry, cos h’” R,3) 

+ 3 3 18 18 -+{- ee | 

13 

™O  gpr[ 1 °h' (cos hk” h’ — 3c08 h” Ry, cos h’ Rey) 

+~a-"; h [ 1 RS, -- 

4}, eee =e er Pe 4... | 

23 


+ ete. 


und vermehren die rechten Seiten der Gleichungen (b), auf S, an- 
gewandt, um diese Glieder: 


k=n 


7 , d d 1 
— : (k) 
220 35 Kan = rm - ai’ (az ) + h® r3m, aw (a) 


h® r,3 _@ - i, 
a9 ah® \ Riz 


4a 0 S yp 3y3 4 1 
+ 20 a; Da, 5 h® r3 x, rr) (a>): ete, 


von denen die betriichtlichsten unter der Form: 


— xel'r = 





@P @P eP 
(°) Ga,’ Oy? 08,’ 
P das magnetische Potential 
k=n Pape” 


Pes nor, >) "3 (1 — Bos? h® Rix) 


k= 2 1k 


bezeichnend, gesetzt werden kénnen*). 


1 3cos®?r” _ 3cos??” = 
+ (™ Sa. 4g SE —* 5. ) 
, Rip Ris 
1 7,5 3cos*r” R,,— 1 3cos?r” Ry, — 1 
+> ( pa my ) + ete. 
: R3, R, 


mitgenommen hitten, so wiirden alle Glieder von der Geschwindigkeitstunction 
beriicksichtigt sein, welche r;: R;, bis zur dritten Potenz inclusive enthalten. 


*) Es waren vom Anfange an keine iiusseren Kriifte auf die Kugeln wirkend, 
Sonst wiirden Glieder mit den Accelerationen als Factoren behaftet, welche von 
den eben hingeschriebenen neuen Gliedern von 7’ herriihren, nicht nothwendig 
verschwindend klein in Vergleich zu (c) werden. Wenn es sich z. B. um zwei 
starre infinitesimale Kugeln S,, S, handelt, deren Mittelpunkte durch irgend eine 
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Die Kriifte (c) sind diejenigen, welche die fraglichen Abweichungen 
bewirken. Doch wurde dabei angenommen, wie friiher, dass V; stets 
in endlichem Verhiltnisse zu m; Vo bleibe, und dass R;, gross, wie- 
wohl endlich, in Vergleich zu 7; sei, Aber Alles, was vorher von 
isolirten Kugeln und von inneren Kugeln eines Aggregates entwickelt 
worden ist, bewahrt seine Giiltigkeit auch dann, wenn m; selbst mit 
V :@ vergleichbar ist. Diese Bemerkung wird uns bald niitzlich sein. — 

Wenden wir uns jetzt zur Anwendung der Gleichungen (b) und 
setzen wir erstens 


m= @,sinnt, m,=—@,sinnt,... 


und lassen ~ unendlich gross sein wie der inverse Werth von g, 
@; unendlich klein wie V;:/g, so finden wir, wenn wir die Glei- 
chungen (b) mit dé multipliciren und nachher iiber die Zeitperiode 
d¢ = 2a: integriren, fiir den Zuwachs wihrend dieser Zeit von u; 
den Betrag du;, wenn 

2 du; &; @ 
(m, -e ry nor) = = 2x0 dar , Re > 





das Summirungszeichen des rechten Gliedes tiber alle Kugeln S, aus- 
genommen §;, erstreckt. In ganz derselben Bezeichnung erhalten wir: 


9 dv; 2 8.8 
ie = i G be 
(M+ = xeri) =} = 2x0 oy Re 
: k 
2 bw, a 8.8 
. a ro oe @ a r.. k 
(M; + ; nor?) je = 270 oa; R,, 


dazu geeignete dussere Vorrichtung in gleichzeitigen (permanenten) unendlich 
kurzen Oscillationen erhalten werden, so dass h' = h, sin nt, h” = hg sin nt, 
hy und hy constant (zur Richtung und Grésse), » unendlich gross, so finden wir 
als mittleren Betrag der X-, Y-, Z-Componenten der Resultante der Druckkriifte 
auf S,, wihrend einer Oscillationsdauer dt (= 22: n) 


1 ‘oT oT : 
ri L os dt — ou, | ete. ; 
3t) 


das wird im gegenwirtigen Falle 


rers? 
1s 

12 
welches das Potential zweier Elementarmagnete bedeutet, die in den Mittel- 
punkten der Kugeln gelegen sind und die Richtungen von h’, h” als Axenrichtungen 
besitzen, Die Druckkrifte wirken folglich auf die Kugeln gerade entgegengesetzt 
wie diese Magnete auf einander, — ein schon liingst bekanntes Ergebniss. — 
Vgl. Nr. 13. 


, ete, wo T= = hyhe - (cos h’ h” — 3cos h’ Ry cos h”’ Rp), 











A. V. Bicxiunp, 


378 


Wenn also 


a -— 
wo, = M, 220 ? B, = M, Vs ? etc., 


so bestehen fiir alle isolirten Kugeln sowie fiir alle Kugeln des Inneren 
eines Aggregates die folgenden einfachen Bewegungsformeln: 


S329 ay, a eI 
st Ga, R,,’ ot OM « 7 R,; ’ 
= 








i=2 
ow 2 Sy 4 
dt OK R,; 
i=2 


Also miissen alle Aggregate von je dreifach unendlich vielen von 
unseren Kugeln sich so gegen einander verhalten wie sie nach dem 
Newton’schen Gravitationsgesetze thun sollten, falls sie im leeren Raume 
gewesen wiren.*) Nur fiir die Kugeln der Oberfliichen der Aggregate 
wiirden unendlich kleine Abweichungen von dieser Regel nachgewiesen 
werden kinnen. 

Ebenso leicht erledigen die Gleichungen (b) den Fall, wo wihrend 
einer und derselben Zeit rt alle m constant sind. Es soll V;: m; fort- 


wihrend unendlich klein sein wie /g, dann aber nothwendig + klein 


von héchstens derselben Ordnung wie /g, denn sonst blieben nicht 
die Kugelradien r; von der oben festgesetzten Gréssenordnung, der- 
selben wie g. Aus (b) folgt jetzt: 

du; n 


U 
* k . 
M, Tr = — 2x0 m, S RB, cos Ry, X + 2rom,u,, 


dv ‘ > ‘ 
M, “7! = — 2xem, > 7, Riz ¥ + 2xem,v,, 


dw ¢ m, y 6 
My, a = — 2x0 m >? B, cos hi, Z + 2rom, w,. 


Die letzten Glieder sind unendlich klein wie M, /o und bleiben 
so, wie gross die Anzahl der Kugeln S auch sein midge, Hine dreifach 
unendliche Anzahl solcher Kugeln wiirde aber die ersten Glieder der 
rechten Seiten der Gleichungen mit M, vergleichbar machen. Also, 


*) Von der Oscillation, wihrend d¢, vom Mittelpunkte von S,, welche dem 
aus (b) sich ergebenden Theile von %: 


3 V; a; - 
— @ a >) — + cos Ry, X sin nt, 
2* M, ; 4 ‘ 


und den ahnlichen Theilen von v,, w, entspricht, wird abgesehen, weil sie niemals 
eine endliche Lageveriinderung von S, herbeifiihren kann. 
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wenn, wie forthin, nur solche Glieder beriicksichtigt werden, welche, 
wenn man die Anzahl der Kugeln gehérig vermehrt, etwas Endliches 
fiir die Acceleration ergeben, so kénnen wir fiir irgend zwei von 
unseren Kugeln S,, 8S, kurz schreiben: 


du M, Mg 
M, —,; =— 2x0 —,* cos R,,X, ete. 
1 dt Q R, 12 
M, a = — 220 - cos R,, X, ete. 


12 


Folglich stossen sich die Kugeln ab, falls m,m, positiv ist, sonst, 
wenn m,m, negativ, ziehen sie sich an. Doch gilt dies nur fiir die 


unendlich kurze Zeit t, die vergleichbar mit Yo, oder kleiner, sein soll. 


Von einer solchen Beschriinkung ist der Fall frei, zu dem ich nun 
iibergehe. Ich nehme von der Volumeninderung von S, Folgendes an. 
Vom Zeitpunkte ¢ bis zu 4, -+¢, wo é unendlich klein ist wie g, 
soll das Volumen plétzlich sich vergréssern, von ¢, +- ¢ bis zu ¢, +- 9, 
wo © unendlich klein ist wie //g, mit constanter Geschwindigkeit zu 
seiner vorigen Grésse, seiner Grésse zur Zeit 4, wieder abnehmen. 
Wenn diese constante Volumengeschwindigkeit mit — 42 m,° bezeichnet 
wird, muss also sein: 

tote 
fm dt = — m,°(O — é). 

Wie friiher soll m,° mit r,°:)/g vergleichbar sein. Es muss dann 
wihrend der Zeit ¢ zu verschiedenen Malen m, einen mit 7,5: @ ver- 
gleichbaren Werth annehmen*). Dabei werden, wie schon bemerkt, 
unsere Formeln nicht verletzt. — Beim Zeitpunkte ¢, + © soll ferner 
die niaimliche Volumeninderung von Neuem anfangen, und so fort, 
so dass S, periodisch das Volumen andert und © eben die Zeitperiode 
misst. In thnlicher Weise soll das Volumen von S, sich andern und 
die Zeiten der schnelleren und der langsameren, der uniformen, 
Aenderungen genau die friiheren Betrige «,@—e haben. Doch 
soll niemals der Anfang einer Volumeniinderung der einen Kugel mit 
dem derjenigen der anderen coincidiren, sondern vielmehr ¢, + ¢’, 
wo @>¢'>e, den Anfang einer Aenderung des Volumens von 8, 
bestimmen. Man hat nun die mittlere Wirkung von S, auf S,, 
wahrend einer Zeitperiode ©, wegen (b), ausgedriickt durch die 
Gleichungen : 


*) Wiihrend der Zeit von t bis t + ¢ : m, = m,° — a, sin n(t — ty), 


a=5 nm, = =e Vgl. Nr. 11. 
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t+O t+0 
M,éu, = 420 f -™”* cos R, Xdt +3 ol VV," cos R,,X 
, Ou, = 4270 Bw, 008 BX -L 3 @/V, —, cos By, 2 
12 M2 
to 0 
+0 
1 olV 
— ae 1%) 
to 
&+0 to+O 


M, dv, = ne | i: cos Ry, Ydt + + Q |” *:_ cos R,. Y 
Rip > 


‘° to 





tt+O 
1 
—a = | Vi %, 
to 
Lo+O t+O 
M,dw,=429 f -™™ cos R,, Zat + = 9| V, “2- cos Ry,Z 
Fig : 2 Ri, 
to b 
t-+0 
1 
~2@ | Vim. 


f 

Weil zu den beiden Grenzzeiten V, dasselbe ist, reduciren sich 
die letzten Glieder dieser Gleichungen auf — <0 V,du,, — $ oV,du,, 
—+ oV,dw, und miissen somit gegen M,du,, M, dv,, M, dw, ver- 


nachlassigt werden, Auch m, hat zu den beiden Grenzzeiten den- 
selben Werth. Darum fallen noch die niichstletzten Glieder weg. Es 
ist ferner: 


+O iote tet ttt ps +O 
jm m,dt == my fmm dt + m,°m.,° J dt + my" f m,dt + m,°m,° fas 
ire tote’ tott+e 


t 
d.i. gleich — m,°m,°O. Daher schliesslich: 





Ou —— My? ms” RX, 
M, ->*~ 1 Q - Ri, cos f,, 
F Om. 
(d) ; M, ss =— 4x@ — cos Ki, Y, 
12 
M, 2%! —— 429 ™™ cos Ry Z 
1 “? = Q RB, cos 12: 
{ 2 





Falls S,, S,, statt in der Flissigkeit zu sein, im leeren Raume 


my? me! . 
gewesen wiren und mit einer Kraft 47@ - — me’ einander abgestossen 


12 
hitten, wiirden die fiir sie geltenden Bewegungsgleichungen mit 
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diesen (d), nachdem man “ , ete. fiir > , etc. substituirt hitte, 
zusammenfallen. Von den Lagen der letzteren fingirten Punkte werden 
jederzeit die Lagen der obigen S,, S, nur unendlich wenig verschieden. 
Denn der betrichtlichste Theil der von den Variationen von m,, m, 
abhingenden Geschwindigkeit des Mittelpunktes von S, wird nach (b) 


mit @ x - vergleichbar. Das mit dieser Geschwindigkeit wihrend 
7 VY m,°O 
M, Rig 
Aber das vom iibrigen Theile der Geschwindigkeit herriihrende Weg- 
af me 


uM, vergleichbar. Letzteres ist unendlichmal 
. 12 





der Zeit © beschriebene Linienstiick wird mit @ vergleichbar. 


stiick wird mit @ 


grésser als ersteres. Bemerken wir sodann, dass die obigen Werthe 
U,, u% + du,, etc. der Geschwindigkeitscomponenten zu den Zeiten 
tp + mO, ¢,-+(m-+1)90 mit den thatsichlich vorkommenden iiber- 
einstimmen, so wird die Richtigkeit der eben gemachten Behauptung 
offen bar. 

Jene Formeln (d) gelten auch fiir den Fall, dass die Kugel S, 
wihrend der Zeit ¢, anstatt plétzlich sich zu vergréssern, plétzlich 
sich vermindert, und nachher, wiihrend der Zeit 9 —¢é, mit con- 
stanter Geschwindigkeit zu ihrem urspriinglichen Volumen zuriickkebhrt, 
kurz gesagt, wenn die Volumeninderung der Kugel von der entgegen- 
gesetzten Art zu der vorigen ist. Das allein muss bemerkt werden, 
dass im letzten Falle m,° negativ, im ersten positiv ausfallt. Die 
Volumeninderung der Kugel S, darf ebenso entweder in einer schnellen 
Vergrésserung oder in einer schnellen Verkleinerung, mit einer nach- 
folgenden unendlich langsameren, uniformen Wiederherstellung des 
Volumens verbunden, bestehen. Nur muss in jenem Falle m,° positiv, 
in diesem negativ gezaihlt werden. Desshalb folgt aus den obigen 
Gleichungen der Satz: 


Die zwei Kugeln stossen sich ab, wenn ihre Volumendnderungen 
von derselben Art, sie ziehen sich an, wenn jene Aenderungen von ent- 
gegengesetzter Art sind. Jedenfalls wirkt die Abstossungs- bez. die 
Anziehungskraft nach der Verbindungslinie der Kugeln und sie wird 
dem numerischen Werthe des Productes m,°m,° direct, dem Quadrate 
der Entfernung invers proportional sein. — 

Die nichstfolgenden Ueberlegungen haben zum Zwecke , die gegen- 
seitige Wirkung von Kugeln von der letzteren Art zu bestimmen, 
wenn das umgebende Mittel ein unendlich diinnes Gas ist, 
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§ 1. 
Wellen in einem gasartigen Mittel von Bewegungen eingetauchter 
Kugeln erzeugt. 


1. Es sei S, eine infinitesimale Kugel, die von einem Gase um- 
geben ist von der Dichtigkeit g,(1-++-6), unter g, eine constante Grisse 
verstanden, welche unendlich klein sei wie der Radius der Kugel. 
Durch diese Kugel und dieses Gas mége der ganze Raum erfiillt sein. 
Ferner mége einmal Alles in Ruhe gewesen und Bewegung nachher 
nur aus der Kugel entsprungen sein. Gegenwirtig nehmen wir an, 
dass der Mittelpunkt der Kugel, der auch ihr Schwerpunkt sei, in 
Ruhe bleibt, wiahrend dagegen die Oberfliiche derselben sich ausdehnt 
oder zusammenzieht, und zwar stets in allen Richtungen vom Mittel- 
punkte aus gleich viel. Unter 7, soll der Radius von S,, unter — 42m, 
die Geschwindigkeit der Volumeniinderung bezeichnet sein. Wir sehen 
dieses m, zwar unendlich klein an, doch nicht kleiner, als dass es in 


Vergleich mit 7,°: /@ nicht verschwindend wird. Aus jener Volumen- 
iinderung folgt fiir das Gas eine solche Bewegung, welche vollstindig 
durch eine Geschwindigkeitsfunction definirt wird, sobald, wie voraus- 
gesetzt sei, an den Stellen, wo die Dichtigkeit nicht constant wird, 
sie als Function vom Drucke und von der Zeit allein darzustellen ist. 
2. Die Bewegung, die vom unendlich schnellen Entstehen einer 
constanten Volumengeschwindigkeit — 42m, von Null aus verursacht 
wird, soll zunichst charakterisirt werden. Zu dem Zwecke wollen wir 
vorab mit derjenigen Bewegung uns beschiftigen, welcher eine folgender- 
weise zu bestimmende Geschwindigkeitsfunction entspricht. Wir denken 
uns concentrisch mit S, zwei Kugeln Q, und Q,, deren Radien bez. 
R, und R, seien. Dabei sei R, > R,, doch so, dass R, — R, unend- 
lich klein ist. Statt m,:r schreiben wir kurzweg pm, und bezeichnen mit 
U das Potential sphirischer, homogener Schichten, welche den Raum 
zwischen &, und Q, erfiillen und eine gesammte Masse gleich — m, haben. 
Es wird dann die Function U + » diejenige sein, von der hier als 
Geschwindigkeitsfunction die Rede sein soll. Dieselbe hat den Werth 
Null ausserhalb Q,, d. i. im Raume zwischen Q, und oo, und den 
variablen Werth m + Const. im Raume zwischen Q, und S,;. Desshalb 
findet ausserhalb 2, keine Bewegung statt; zwischen Q, und S, bewegt 
sich das Gas wie eine unzusammendriickbare Fliissigkeit, indem seine 
Dichtigkeit constant wird; zwischen Q2, und Q, dagegen wird seine 
Dichtigkeit variabel, gleich @,(1-++¢), wo o verinderlich ist. Im 
letzten Raumgebiete wird nimlich A?(U-+-q) von Null verschieden. 
Der Druck des Gases wird demgemiiss Null zwischen 2, und oo 
und, nach der vorigen N., zwischen Q, und Q, eine Function von 6. 
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Weil in den folgenden Problemen 6 immer unendlich klein ausfallen 
wird, schreiben wir fiir letzteres Raumgebiet den Druck p gleich 
a*e,o + C, 
mit C eine Function von der Zeit und mit a eine absolute Constante *) 
bezeichnend. Uebrigens kénnen wir sogleich C = 0 setzen, weil an 
Q, sowohl p als o verschwinden soll. 
Die Variation von 6 ergiebt sich aus der Formel 


& Ut+o+5[(~ +0) + (4 U+H)'+ (4 +9) '] 


J 
= e > 
i a eee 
"eo ( > ) onst. 
ist. Anniherungsweise kénnen wir schreiben: 


(1) o—— + 2 (U+9). 

Denn da ausserhalb Q, die ersten Differentialquotienten von U + 
in Bezug auf x, y, 2 gleich Null sind, innerhalb Q, gleich den nim- 
lichen Differentialquotienten von g, und, wegen der Kleinheit von 
m,, letztere unendlich klein sind, so geniigt die Annahme, es bilde 
die Bewegung zwischen 2, und Q, irgend einen stetigen Uebergang 
zwischen der Bewegung innerhalb Q, und der Ruhe ausserhalb Q,, 
um uns zu erlauben, die Quadrate der genannten Differentialquotienten 
auf der linken Seite der erst geschriebenen Gleichung wegzulassen. 
Die Integrationsconstante wird Null, weil an 2, o=0. Dies fiihrt 
zur Gleichung (1). Fiir o gilt noch eine zweite Gleichung. Die 
Continuitatsbedingung fiir das Gas lautet namlich 


wu=— “(1-6 +--), 
oder anniiherungsweise : 
(2) A? U = — £. 
Durch Elimination von 6 zwischen (1) und (2) kommt folgende im 
ganzen Gasraume geltende Differentialgleichung fiir U +  heraus: 


fe (+9) = @a(0+9). 


Sie lehrt wie U mit der Zeit variirt. 
3. Das allgemeine Integral in r und ¢ dieser Gleichung hat die 
Form: 


deren rechtes Glied gleich — a? 


*) a wire eine Function der Zeit, wenn die Constitution des Gases unab- 
hiingig von der Bewegung der Kugel S, sich veriinderte, (Nach der unten an- 
wugebenden Bedeutung von a). 
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O(r—at) + Worfat) 
r 


wo der Mittelpunkt von S, als Centrum fiir r gerechnet wird und 
®, Y zwei willkiirliche Functionen bedeuten. Hierbei gehdrt das 
particulire Integral 
Or —sh) 
r 
einer Bewegung zu, welche von S, nach Aussen sich fortpflanzt, das 
andere particulire Integral 
Bs te 
r 
einer Bewegung, die von Aussen nach S, kommt. Das obige all- 
gemeinere Integral wird einer Bewegung entsprechen, die aus diesen 
beiden particuliren einfach additiv zusammengesetzt ist. 

4, Es ist klar, dass keine Bewegung, die von S, allein herriihrt, 
irgend eine particulire Bewegung der zuletzt erwahnten Art enthalten 
kann. Dagegen wird durch 

Or—at) 
rT 

die Geschwindigkeitsfunction einer méglichen, von S, ausgehenden 
Bewegung dargestellt. Um gerade den oben supponirten Bewegungs- 
zustand, welcher der Zeit ¢ = 0 angepasst sein mége, auszudriicken, 
muss ® derart gewahlt werden, dass ®(z) gleich m, wird, wenn z< R,, 
und gleich Null, wenn z > R,*). Uebrigens folgt aus (1) fiir t = 0: 
(3) 6) = ‘ oo, ™ 

und daraus, wenn fiir alle Werthe von R zwischen den Grenzen R, und 
R, die Verdichtung 6, gegeben ist, die in Rede stehende Function 9. 

Denken wir uns die Kugeln Q,, 2, zur Zeit ¢ = 0 unendlich nahe 

an S, gelegen, nehmen wir ferner an, dass vor dem Zeitpunkte 
= -—t, wo t unendlich klein ist**), S, unbeweglich geblieben ist, 
aber von diesem Zeitpunkte an, wihrend der Zeit t, in gegebener 
stetiger Weise eine Volumengeschwindigkeit — 4m, erlangt, und 





*) In Uebereinstimmung hiermit muss man im Raume zwischen Q, und S 


haben: ae ‘ ap\" oo 20." 
p=— 0 —% —5 «| (5%) +(3% +(6% |+4, 
wo 
K== Qo Br 


**) Wir werden unten r hiéchstens mit g,: a und a mit 1:V@, vergleichbar 
annehmen. 
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dass diese nachher constant erhalten wird, so finden wir durch die 
obige Function 





nd oe ad 
™ eben eine Bewegung ausgedriickt, welche sowohl den Grenzbedingungen 
des Gases als seinem Bewegungszustande zur Zeit t = 0 Geniige leistet. 
Es giebt nur eine einzige Bewegung, die dieses thut. Desshalb ist 
en die Bewegung, in welche unsere Kugel das Gas versetzt, gerade die 
jetzt angefthrte. Somit gilt folgender Satz: 
Das Enitstehen einer constanten Volumengeschwindigkeit — 42m, 
der Kugel S, wiihrend der unendlich kurzen Zeit t hat im Gase eine | 
Welle zur Folge, welche mit der constanten Geschwindigkeit a von S, 
il. aus sich ausbreitet. Stets bleibt diese Welle von zwei mit S, concen- 
en 


trischen Kugeln Q,, 2, begrenst, deren Radien, mit der constanten Ge- 
schwindigkeit a sich vergrissernd, die constante Differenz at besitzen. 
rt, Die Breite der Welle wird daher jetzt iiberall und immerfort dieselbe, 
= nimlich at. Im Raumgebiete zwischen S, und Q, verhilt sich das 
Gas wie unzusammendriickbar und m, : r stellt die zugehdrende Geschwin- 
digkeitsfunction dar. In der Welle héngt die Bewegung vornehmlich 
von der Art des Entstehens der Volumengeschwindigheit — 4am, von 


len Null aus, wiihrend der Zeit t, ab. O(r—at):r wird hier die Ge- | 
ys- schwindigkeitsfunction sein. Das Product 6 R bleibt ungedndert, wenn es 
en, immer auf eine und dieselbe Stelle der Welle bezogen wird. Man hat 
* nimlich nach (3) 6,R = o6(R+at), wo 6, der Zeit t=0, o der | 
0: Zeit ¢ entspricht. Ausserhalb Q,, also zwischen dieser Kugel, der 


diusseren Grengkugel der Welle, und dem Unendlichen ist das Gas in 
Ruhe. Somit scheidet die iiussere Begrenzung der Welle die in Be- 
wegung befindliche Parthie des Gases von der ruhenden Parthie ab. | 


ud Jene bewegte Parthie erweitert sich fortwiihrend mit der Kugel Q,. 
: Aus der Gleichung (3) folgt: 
he 
cte Ip , - 
st, fon ar—=*|o, 
1er R R, 
a also: | 
+ (Ry + Ry) (Ry —R,) >< Mittelwerth von 6, = — ™*- | 
5 Das heisst, wenn m, allmihlich von Null aus gewachsen ist, kann 
ms 
~ @bR 
als mittlerer Werth von 6 angesehen werden. Das gilt zu jeder Zeit; 
- R soll den Radius der Welle, b ihre unendlich kleine Breite at 


bedeuten. 
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5. Hieraus erhellt von selbst, was geschehen muss, falls die oben 
betrachtete Kugel S, ihre beim Zeitpunkte ¢ = 0 gewonnene Volumen- 
geschwindigkeit nachher iindert. Wenn z. B. beim Zeitpunkte ¢’ die 
friihere Geschwindigkeit — 42m, in — 4am,’ iibergeht, so addirt sich 
zu der friiheren Bewegung des Gases diejenige, welche sonst vom 
Entstehen beim letzteren Zeitpunkte von einer Geschwindigkeit 
— 4a(m,'—m,) von Null aus erfolgen wiirde. Zur Zeit ¢ > t’ gilt 
daher : 

U+U0'+ 
als Geschwindigkeitsfunction. U bedeutet dann das friihere Potential 
sphirischer Schichten von der Masse — m, in der von Q, und Q, be- 
grenzten Welle, U’ ein Potential sphiirischer Schichten von der Masse 
(m,—m,'), das in derselben Weise von einer Welle, welche von zwei 
mit S, concentrischen Kugeln Q,’, 2,’ begrenzt wird, herriihren soll. 
Wenn f, der Radius der griésseren dieser Kugeln ist, so kommt 
R, = R,— at’. Ferner ist aus dem angemerkten Charakter der 
Functionen U und U’ ersichtlich, dass ausserhalb Q, das Gas in Ruhe 
sein muss, und dass in den Gebieten zwischen Q,, 2,’ und zwischen 
Q,, S, es als eine unzusammendriickbare Fliissigkeit sich bewegt, mit 
m,:7 in jenem, m,’:7 in diesem Gebiete als Geschwindigkeitsfunction. 
Uebrigens folgt aus dem Schlusse der vorangehenden Nummer, dass man 


Mm,’ —m, 
abvk ° 


mit b’ die Breite der neuen Welle bezeichnend, als mittleren Werth 
der Verdichtung dieser Welle anzusehen hat. Die Welle pflanzt sich 
eben so wie die vorige mit der Geschwindigkeit a nach Aussen fort. 

Dass eine nachmalige plétzliche Veriinderung von m,’ in m,” zu 
einer dritten Welle mit 

m,” — my’ 
ab’ R 

zu mittlerer Verdichtung und b” zu Breite und a zu Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit Anlass giebt, ist nunmehr kaum einer Erwiihnung 
ndthig, wohl aber wird eine hieraus fliessende Consequenz, beliebige 
coutinuirliche Aenderuangen von m, betreffend, sehr beachtenswerth. 
Weun wir unendlich viele Aenderungen von m, von der obigen Art 
uns vorstellen und annehmen, dass dieselben dicht nach einander 
folgen, so lagern sich die entstehenden Wellen an einander ohne 
Zwischenraum. Wenn alle jene Aenderungen unendlich klein sind und 
von m, schliesslich zu m,’ fiihren, wo Nichts hindert, dass m,’ = m, 
ist, so stellen sie in ihrer Gesammtheit eine continuirliche 
Aenderung von m, zu m, dar. Diese Aenderung wird somit immer 
von einer Welle begleitet, die eine mit S, concentrische sphiirische 
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Schicht bildet, welche mit einer radialen Geschwindigkeit @ von S, 
aus nach dem Unendlichen hin sich fortpflanzt. Die Verdichtwng in 
einem Punkte der Welle, der zur Zeit t’ die Entfernung R von S, hat, 
wird gleich 


+ et 
@ ot R?’ 
wo jedoch ome nicht auf t’ sich bezieht, sondern auf die Zeit, wo die- 


jenige Aenderung von m, geschah, welche den Theil der Welle, der zur 


Zeit t' zum betrachteten Punkte gekommen ist, veranlasst hat. — 

6. Bisher haben wir S, als einzigen Korper im gasartigen Mitte! 
angesehen. Wenn es aber noch einen zweiten Kérper giebt, so wird 
von diesem die oben beschriebene Bewegung des Gases wesentlich 
modificirt, da niimlich jede Welle von S, aus, wenn sie sich zum 
zweiten Kérper fortgepflanzt hat, in ihrer Bewegung von diesem ab- 
gelenkt wird. Denken wir nur an den Fall, dass der neue Korper 
eine infinitesimale, starre Kugel ist, — wir wollen sie mit S, be- 
zeichnen — und dass, wie in Nr, 2—4, bei S, zur Zeit ¢ =O eine 
Volumengeschwindigkeit — 4am, von Null aus entstanden ist, so 
erkennen wir erstens, dass bis zur Zeit R,,: a, unter R,, die Ent- 
fernung zwischen S, und S, verstanden, die Kugel S, auf die Be- 
wegung des Gases gar keinen Einfluss gehabt hat. Aber zu dieser 
Zeit ist die aus der Volumengeschwindigkeit von S, entsprungene Welle 
zu S, gelangt, und wenn mittelst geeigneter ‘iusserer’ Kriifte diese 
Kugel unbeweglich gehalten wird, muss der Erfolg hiervon werden, 
dass zwar im Grossen jene Welle anscheinend ungestért von S, ihren 
Weg verfolgt, dabei doch eine besondere kleinere Welle ringsum 8, 
schickt, welche es méglich macht, dass, wenn w die Geschwindigkeits- 


function bedeutet, an 8S, fortwihrend verschwinden kénne. Dies 


ist nimlich von der Unbeweglichkeit von S, nothwendigerweise bedingt. 
Nun hatten wir friiher im Raume zwischen S, und der Welle, die 
von S, ausgegangen war, eine Bewegung mit m,:7 als Geschwindig- 
keitsfunction. Nachdem diese Welle iiber S, gekommen ist, muss dem- 
gemiiss in der Niihe der letzten Kugel die Geschwindigkeitsfunction (w) 
gleich 

1 m, %° 


Mm, 1 , 
- —t — cosr’R 
Y + 2 Ri, yr? 21 


werden. (r, ist der Radius von S,, 7 der Radius vector vom Mittel- 
punkte von S,). Denn es soll an S, ce = () werden und, wie erst 


aus den folgenden Erérterungen deutlich, jetzt in der Niihe von S,: 


Aly = 0. 
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Bedeuten 0, 0° zwei Punkte der Geraden R,, am Mittelpunkte 
von S,, 00 unendlich klein wie r,?, und liegt von ihnen 0 am niichsten 
zu S,, so kann das neue zu der Geschwindigkeitsfunction hinzugetretene 


Glied 


































1 mr > cosr Ry 
. a a, 
2 Rie r 


als Potential zweier Massen 


1 m,7r,° 1 mr,* 


2 *p2? 2 *p2 ? 
00 Ris 00 Ris 


in den Punkten 0, o bez. concentrirt gedacht, aufgefasst werden. 
Denken wir uns sodann die kleinste der Kugeln beschrieben, welche 
o’ zum Mittelpunkte haben und die von S, ausgesandte Welle beriihren, 
daneben eine gleich grosse Kugel mit o als Mittelpunkte und fassen 
sie beide als Traiger zweier sphirischer Schichten von den Massen 


+> ae Ld 
2 00 Ri,’ 2 00 Ri, 


auf, nennen U,, U, ihre bez. Potentiale, und lassen U das friiher 
in der 3. und 4. Nr. besprochene Potential bedeuten, so wird vom 
Zeitpunkte t= R,,: a bis zu t= 2R,.: 4 


U0+U0,+0,+4 

die Geschwindigkeitsfunction des Gases. Jene Schichten sind aber nur 
fingirt; in der Wirklichkeit stehen an ihren Stellen zwei Wellen des 
Gases, die wir V bez. V’ nennen wollen. Sie bilden zusammen ge- 
nommen diejenige Welle, die wir oben als ringsum S, von der von 
S, ausgehenden Welle, Q2, hervorgebracht bezeichnet haben. Ganz so 
wie zur Zeit R,,: a die Welle Q das Wellenpaar V, V’ veranlasst 
hat, werden die zwei letzteren Wellen im Zeitpunkte 2 R,,: a eben 
zwei derartige Wellenpaare rings um S, erzeugen, u.s.f. Die mittlere 
Verdichtung der Wellen V, V’ so wie die der nachfolgenden ergiebt 
sich aus dem letzten Satze der 4. Nr. Unsere siimmtlichen Wellen 
-erweitern sich mit der constanten radialen Geschwindigkeit a. — Auf 
die weiteren Beziehungen gehen wir in Nr. 9 ein. 

7. Wenn, bevor die Kugel S, ihr Volumen iinderte, das Gas in 
Bewegung war, wegen anderer Kugeln S,, S,,..., und diese Bewegung 
durch eine Geschwindigkeitsfunction © sich ausdrickt, welche unend- 
lich klein wie das friihere @ ist, so hat das plétzliche Entstehen der 
constanten Volumengeschwindigkeit — 42m, von S, eine Welle zur 
Folge, durch welche die Bewegung sicher geiindert wird; es mag dies 
so sein, dass hernach ® + U’ + » die Geschwindigkeitsfunction dar- 
stellt, Man hat dann 
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—f®= 2 e@+U'+9) 


e 
1f/ @ ’ F) , : 
+3[(Ge + U'+9)+(GO+U'+9) +(Z,@+U' +9) ]. 
Hier ist @ = (1-0). Desshalb ist, unter Vernachliissigung des 
unendlich kleinen f 6 dp = ae, fo dé: 


fend +0. 
Folglich anniherungsweise : 
7] , 
* P= — 5; (9+ U'+9); 
andererseits nach der 2. Nr. an Stellen, wo 6 von Null verschieden ist: 
Pp = a? QoG. 
Bedeutet o’ die Verdichtung, die Statt haben wiirde, falls m, fort- 
dauernd Null gewesen wiire, so hiitte man 


ao ao" 
a Qo =e Ot” A?o = — et? 
und also, wenn man die neu hinzugekommene Verdichtung mit o’ 


bezeichnet: 


(4) ¢=0+0", di, om— >t (U'+q). 
Weil ausserdem 
A*(o+U'+9) = — %, 


so kommt 
(5) A(U'+9) =— F- 


Aus diesen Gleichungen (4) und (5), verglichen mit (1) und (2), folgt, 
dass U’ denselben Werth bekommt wie die Function U in Nr. 4. 
Somit: die Welle, die aus S, entstanden ist, hat immer dieselbe Gestalt, 
Verdichtung und Fortpflanzungsgeschwindigheit, hitte das Gas eine 
anderswoher gekommene Bewegung oder nicht. 


8. Der Fall, dass zu gleicher Zeit wo die Kugel S, ihr Volumen 
indert, ihr Mittelpunkt in Bewegung ist, soll uns jetzt beschiiftigen. 
Erstens bemerken wir, dass die Kinfliisse, welche Volumeniinderungen 
von S, und Translationen derselben auf das Gas haben, gewissermassen 
jeder fiir sich untersucht werden kénnen, weil jene Einfliisse durch 
Wellen sich bekunden, die wenigstens in erster Anniherung ziemlich 
unabhingig von einander sind. Nun besteht wiihrend der unendlich 
kleinen Zeit dt die Bewegung von S, in einer Volumeninderung 
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— 4am,"dt und einer Translation S,°S,', — es stellen dann S,°, 8,’ 
die Lagen des Mittelpunktes von S,; am Anfange und am Ende des 
betreffenden Zeitintervalles dt dar, — und demgemiiss setzt sich die 
hiervon im Gase hervorgerufene Bewegung aus derjenigen, welche von 
der Volumengeschwindigkeit — 42m,° allein, und derjenigen, welche 
von der Translation §,°S,’ allein erfolgen wiirde, anniherungsweise 
additiv zusammen. Die erste dieser Bewegungen wird im allerersten 
Augenblicke identisch mit derjenigen von S,° ausgehenden Wellen- 
bewegung, welche oben in Nr. 4 besprochen wurde; die zweite ist 
durch ein Wellenpaar begriindet, welches genau so zu S, sich verhiilt 
wie das Paar V, V’ in Nr. 6 zu S,, im Falle dass m, : Ri gleich 
h® = S,°S,': dt ist und R,, die Richtung von S,° zu S,’ hat. Denn 
es soll in Folge dieses Wellenpaares in der Niihe von S, die Ge- 
schwindigkeitsfunction den Werth annehmen: 

(6) — + pry a. 


(S,° Centrum fiir r). 
Halten wir uns zuniichst bei der Bewegung der ersten Art auf. 
Sie war am Anfange des betrachteten Zeitintervalles dt in der Niihe 
von S, bestimmt durch 
(7) m,° 


rad. vector v. S,° 
als Geschwindigkeitsfunction; am Ende desselben Intervalles soll in 
der Nihe desselben Kérpers 
m 

(8) rad. wale v. Sy 
die Geschwindigkeitsfunction werden, damit niimlich die Bewegung 
der Qberfliiche der Kugel durch die Geschwindigkeitsfunction richtig 
dargestellt werde. (Mit m,’ ist selbstverstiindlich der Werth von m, 
am fraglichen Zeitpunkte bezeichnet). Folglich muss jetzt die Be- 
wegung (7) von S,’ entfernt worden sein, was offenbar eine Welle 
bedingt, welche S,° zum Centrum hat und von entgegengesetzter Art 
von der, die das Entstehen jener Bewegung (7) begleitete, ist. Diese 
Welle muss aber dann auch am betrachteten Zeitpunkte iiber S,’ hiniiber 
gekommen sein. In dieser Weise fortgehend erhalten wir folgende 
discontinuirliche Bewegung im Gase, von der die in Rede stehende, 
niimlich die von den Volumeniinderungen von S, erweckte Bewegung, 
eine Ausgleichung sein muss: 

1° Im Zeitpunkte t=0, wo der Mittelpunkt von S, die Lage 
S,° haben mége, tritt rings um S, eine sphiirische Welle Q° auf, 
welche vom plétzlichen Entstehen von Null aus von der Volumen- 
geschwindigkeit — 42m,° erregt wird, der Mittelpunkt der Kugel 
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dabei in S,° ruhend gedacht. Die Welle erweitert sich nachher mit 
der radialen Geschwindigkeit a; 

2° Im Zeitpunkte t= dt, wo der Mittelpunkt von S, die Lage 
S, haben mége, tritt in gleicher Weise rings um S,' eine Welle Q 
auf, vom Entstehen von Null aus von der Volumengeschwindigkeit 
— 4am,’ erregt, hierbei ebenfalls der Mittelpunkt von S, ruhend, in 
S,, gedacht. Aber zu derselben Zeit ist rings um S,° eine zweite 
Welle Q,° entstanden, als wenn die friihere Volumengeschwindigkeit 
— 4xm,° wieder plétzlich (von der Kugel in S,°) verschwunden wiire. 
Diese Welle soll aber nicht nur das Gas von S,° als dauerndem Be- 
wegungscentrum befreien, sondern auch von der niichsten Umgebung 
der Kugel in S,’ die Bewegung (7) entfernen, so dass allein die Be- 
wegung (8) da bleibe. Daher soll die Welle im Abstande S,°S,’=h°dt 
von §,° gebildet, d. i. gleich mit solchem Radius versehen sein. Von 
Q° ist dann, fiir t=, dasselbe anzunehmen, denn diese Welle ist 
von genau entgegengesetztem Charakter von der letzteren, Q,°. Auch 
muss aus iihnlichem Grunde Q sogleich zur Zeit + = dé den Radius 
8,8," = h'dt haben, wo h’ die Translationsgeschwindigkeit zu dieser 
Zeit bedeutet. 

3° Im Zeitpunkte t= 2dt entstehen gleichfalls zwei Wellen, 
die eine rings um S,’ mit S,’S," als Radius, von der Nahe der Kugel 
die friihere Bewegung (8) austilgend, und die zweite rings um §,” 
mit dem Radius h’dt, falls h” die Translationsgeschwindigkeit zu 
dieser Zeit 2d¢ ist. In Folge der letzten Welle wird jetzt fiir die 
niichste Umgebung der Kugel 

my” 
rad, vector v. 8," 


die Geschwindigkeitsfunction; u. s. f. — Die hierbei zu den ver- 
schiedenen Zeitpunkten t = 0, di, 2dt,... anzunehmenden Volumina 
und Lagen der Kugel S sollen mit den zu diesen selben Zeitpunkten 
thatsiichlich vorhandenen Volumina und Lagen des Kérpers zusammen- 
fallen. 

Das Potential aller Wellen Q°, Q,°, Q', ..., so durch sphiirische 
Schichten ersetzt wie im Anfange der 2. Nr. gesagt wurde, wird in 
Verbindung mit einem Gliede m,:r (Nr. 5) die Geschwindigkeitsfunction 
fiir die obige Bewegung darstellen; dies zur Zeit, wo — 4am, die 
Volumengeschwindigkeit von S, ausmacht. 

Alle unsere Wellen erweitern sich mit derselben radialen Geschwindig- 
keit a. (Man vergleiche hierzu die nichstvorangehende Nr.). Wenn 
also die Translationsgeschwindigkeiten h®, h’, h”,... kleiner als a sind 
und P irgend einen festen geometrischen Punkt im Gase bedeutet, 
ferner ¢ die Zeit ist, zu der die Welle Q° zu P gelangt, so wird zur 
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Zeit t+ dt die Welle Q,° und zur Zeit t+(1— ” cos (h°, S,°P))at 
die Welle 2’ denselben Punkt erreichen. Der Einfachheit halber wollen 
wir uns cos (h°, S,° P) negativ vorstellen. Dann finden wir in P, so 
lange es zwischen den zwei Wellen Q° und Q,° fallt, d. i. wihrend 
der Zeit von ¢ bis ¢-+- dt eine Bewegung mit der Function (7) als 
Geschwindigkeitsfunction, dagegen im folgenden Zeitraume von ¢ + dt 


bis ¢+ (1 _ = cos (h°, S,°P))dt, wo P zwischen Q,° und Q liegt, 
Ruhe daselbst. Wir hiatten also im Zeitraume zwischen den Passagen 
von 2° und ® iiber P 


m,° 


(9) SP (1 = cos (h°, 8,P)) 





als mittleren Werth der Geschwindigkeitsfunction zu betrachten. Be- 
merken wir nun, dass in der That die Volumeniinderung von S, gar 
nicht in solchen abrupten, allein zu den Zeiten t= 0, dt, 2dt,... 
vorkommenden plétzlichen Aenderungen, von denen bisher geredet 
wurde, besteht, sondern dass unaufhérlich Volumeniinderung vorhanden 
ist, so erkennen wir ohne Weiteres, dass in Wirklichkeit anstatt der 
obigen von einander getrennten Wellen °, Q,°, Q',... eine giinzlich 
zusammenhingende Wellenreihe steht, fiir deren Beschaffenheit eben 
das Vorangehende Rechnung tragen muss. Bemerken wir dann noch, 
dass, weil die Bewegung des Gases nur von der Kugel S, verursacht 
sein soll, diese Bewegung durch eine Geschwindigkeitsfunction voll- 
stiindig gegeben sein muss, so sehen wir leicht aus dem, was oben 
vom Ausdrucke (9) bemerkt worden ist, wie diese Geschwindigkeits- 
function beschaffen sei, wenn die Translationsgeschwindigkeit h sehr 
(unendlich) klein in Vergleich zu a ist und wiihrend der Zeit S,° P:a 
constant zur Lichtung und Grésse bleibt. Man hat niimlich dann 


erstens sePi—* cos (h°, S,° P)) =8S,P, wenn S, die Lage des 
Mittelpunktes der Kugel (S,) bezeichnet zu der Zeit, wo die von S,° 
ausgeschickte Welle nach P gelangt, und demnach zu eben dieser Zeit 
(10) me 
als Geschwindigkeitsfunction im Punkte P, wobei S, Centrum fiir r 
ist. Wenn dagegen die Variation von h unendlich schnell vor sich geht 
und insbesondere so beschaffen ist, dass der Mittelpunkt der Kugel 


nur eine unendlich kleine Strecke hin und her beschreibt, so ist in 
der Nihe von P: 


(11) ena 


(1 _ — cos hr) r 
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(auch jetzt S, Centrum fiir 7) als Geschwindigkeitsfunction zu betrachten. 
Es wird in beiden Fallen der Mittelpunkt der Kugel an der Stelle, wo 
er wirklich am Zeitpunkte, fiir welchen wir die Geschwindigkeitsfunc- 
tion aufstellen, sich befindet, als Centrum fiir r fungiren, denn nur 
in der Kugel selbst kann ein Unendlichkeitspunkt fiir diese Function 
auftreten. Immerhin hat fiir die Punkte in der unmittelbaren Niihe 
von S, die Geschwindigkeitsfunction die Form: 

(12) > 

Das Entstehen einer Volumengeschwindigkeit — 42m,’ wiihrend 
der Zeit dé wird von einer von Q° und Q begrenzten Welle begleitet. 
Ihre Breite im Punkte P, wenn zu ihm die Welle sich fortgepflanzt 
hat, wird gleich 


h® 


(13) adt (1 —~ cos hi’, SP). 


Aehnlich verhiilt es sich mit der Bewegung, welche in Folge der 
Translationsgeschwindigkeiten h°, h’, h”,... allein das Gas bekommt. 
Wie schon gesagt, das plétzliche Entstehen von Null aus einer Ge- 
schwindigkeit h® giebt zu zwei Wellen V, W Anlass, von denen die 
erste 0, die zweite o' zum Centrum hat, 0, o’ unendlich nahe dem 
Mittelpunkte von S, auf einem Diameter gelegen, welcher dieselbe 
Richtung 00’ hat als h°®. Die Verdichtungen der beiden Wellen sind 
numerisch gleich aber von entgegengesetztem Zeichen. In dem von 
ihnen gemeinsam umschlossenen Raume hat (6) die Bedeutung der 
Geschwindigkeitsfunction, Indem wir die obige Betrachtung auf den 
gegenwartigen Fall anwenden, finden wir an den Stellen der friiheren 
Q°, Q,°, Q, .. . Wellenpaare V°, W°; V,°, W,°; V’, W’;... und 
sodann von ihnen eine Wellenreihe erzeugt folgenden Charakters: 

Die Welle, die dadurch veranlasst wird, dass wiihrend des Zeit- 
intervalles von t=O bis t = dé die. Translationsgeschwindigkeit h’ 
entsteht, ist von den oben mit Q°, Q' bezeichneten zwei Kugeln begrenzt. 
Wenn nachher h’ ungeiindert bleibt, bis S, irgend eine Stelle S,™ er- 
reicht hat und h’ ausserdem gegen @ unendlich klein ist, so wird 
wihrend der ganzen Zeit von t=S,°P:a@ bis t=S,P:a die 
Geschwindigkeitsfunction des Gases im Punkte P gegeben durch 
(14) — Zhe Se, 
wobei S, Centrum fiir x ist. Auf die Wellen V°, V,°, V’,... einzeln 
genommen, ebenso auf W°, W,°, W’,... von den V separirt, kann 
nimlich das oben von Q°, Q,°, Q’,... gefiihrte Riisonnement angewandt 
werden. In der unmittelbaren Nihe von S, wird jedenfalls die Ge- 
schwindigkeitsfunction von dieser Form sein. — 
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Nur um die in Rede stehenden Bewegungszustiinde leichter iiber- 
blicken zu kénnen, haben wir / kleiner als a und cos(h®, S,° P) negatiy 
vorausgesetzt. Denn lassen wir diese Voraussetzungen fallen, so haben 
wir doch im Falle, dass der Mittelpunkt von S, nur zwischen un- 
endlich nahen Grenzen sich bewegt, (11) als Geschwindigkeitsfunction 
und (13) als Breite der Welle, die vom Entstehen wihrend der Zeit 


dt von m,’ herriihrt, zu zihlen, falls immer statt 1 — = cos h®r blos 


der numerische Werth dieses Ausdruckes eingetragen wird. Wenn 
iibrigens eine Zeit lang hcos hr positiv und groésser als a ist, so 
wird der Punkt P von den Wellen von S, in umgekehrter Reihenfolge 
tiberschritten, so dass diejenigen Wellen, welche am spiitesten von 8, 
ausgesandt worden sind, am friihesten zu P kommen. Es sei noch be- 
merkt, dass, wenn P einen materiellen Punkt vorstellt, welcher eine 
Geschwindigkeit H hat, 
= 
@ — H cos (H, S,°P) 

die Zeit des Durchgangs iiber P fiir die Welle (13) wird, falls b die Breite 
dieser Welle, d. i. den numerischen Werth von (13) bedeutet. Wiirde 
H cos(H, S,° P) positiv und grésser als a bleiben, so kénnte die Welle 
keinen Einfluss auf P haben, denn sie kiime dann niemals nach P. 

Wir haben somit gesehen, dass, wenn wihrend des Zeitverlaufes 
S,°P:a die Translationsgeschwindigkeit h sehr klein in Vergleich zu 
a ist und als constant angesehen werden kann, man am Ende dieses 
Zeitverlaufes die Function (10) zu (14) addirt als Geschwindigkeits- 
function im Punkte P zu betrachten hat. Die Lage des Mittelpunktes 
der Kugel S, am letzteren Zeitpunkte ist Centrum fir r, der in (10) 
auftretende Werth von m,° dagegen derjenige, welcher zu S, am 
Anfange jenes Zeitverlaufes, wo sie in S,° war, gehdrt. Ferner 
sahen wir, dass, wenn der Mittelpunkt der Kugel nur zwischen un- 
endlich nahen Grenzen schwankt, man fiir den von m,° kommenden 
Theil der Geschwindigkeitsfunction die Function (11) erhilt, wobei 
m,° und h® auf die Zeit sich beziehen, wo die Welle ausgesandt 
wurde, deren Wirkung in P bestimmt werden soll. Der von h® her- 
riihrende Theil jener Geschwindigkeitsfunction wird 


1 n° cos r he 





* om = cos h°r << 
An der Oberfliiche von S, wird immer (12) plus (14) die Geschwindig- 
keitsfunction darstellen. Kine wihrend der unendlich kurzen Zeit dt 
geschehene Aenderung der Volumengeschwindigkeit von S, giebt zu 
einer Welle Anlass, welche von zwei Kugeln begrenzt wird, deren 
Centra die Lagen des Mittelpunktes von S,; 2am Anfange und am Ende 
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jenes Zeittheiles ausmachen, Um einen Punkt P, der die Translations- 
geschwindigkeit h’ hat, zu iiberschreiten, braucht die Welle die Zeit 
a — h® coshr lt 
a—h' cosh’r , 
wobei h® und das Centrum fiir x sich auf den Mittelpunkt von S, 
wihrend der angenommenen Volumeniinderung beziehen. Wie ins- 
besondere Alles dieses zu verstehen ist, falls h oder h’ grosser als a, 
ist kurz vorher angemerkt worden. 


§ 2. 
Von den Druckkriften des Gases. 


9. Es folgt unmittelbar aus den drei vorangehenden Nummern, 
wie, wenn mehrere Kugeln S,, S,,... im Gase sind und sie immer 
unendlich klein und immer sphiirisch bleiben, man die im Gase von 
ihnen hervorgerufene Bewegung herzuleiten hat. Denken wir zuniichst 
an den Fall von nur zwei Kugeln S,, S, und nehmen wir an, dass 
bis zur Zeit ¢’ die Kugel S, eine constante Volumengeschwindigkeit 
— 4am,’ gehabt hat, dass dann aber wihrend der unendlich kleinen 
Zeit von t’ bis ¢’ + ¢ das Volumen plotzlich geiindert worden und 
zu gleicher Zeit m,’ in m,” tibergegangen ist, schliesslich, dass die 
Mittelpunkte beider Kugeln durch dazu geeignete iiussere, Kriifte fest- 
gehalten werden, so finden wir als Werth der Geschwindigkeitsfunction 
in der Nahe von S,: 

1°, Ehe die Welle, die zufolge der Aenderung von m,’ von S, 
ausgegangen ist, zu S, kommt: 

“i 4+ 1 om ry' cost’ Ry, — 
D R, y2 


(S, Centrum fiir 7, S, Centrum fiir ’); 


(15) me rs 


2°. Wiihrend des Durchgangs dieser Welle durch S,: 


. My My , Mm, my 
(16) : -- Re +r [cos vr X Da (x ) + cosr Y — R.) 


f 7] Mm, 
+ cos7r’Z In (Re )| 
1 #,° , Mm é Mm, 
+ 33 [cos r 'X- a (RB, ) + cos r Y = BR.) 
7 my 
+ cos 7 Z dm (Re )] 
wenn fiir m, derjenige Werth gesetzt wird, welcher dem Wellentheile 
zugehért, den wir gerade fiir den Augenblick betrachten; dabei ist 
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om, __ . ie 2 am, 1 am, 
Ga, ~— a ot RX, = eye OO RLY, 
om, _ 1 dm, gs 
a “-2s R,,Z, 





und an den Grenzen der Welle 2” Null. Vgl. Nr. 4, 5, 6%). 


ot 
X_, Y_, %, sind Coordinaten des Mittelpunktes von S,; 
3°. Nachdem jene Welle S, verlassen hat: 
Ms m 
(17) ie 


1 
r 








1 mr cos?’ R, 

Diese drei Formen werden alle davon bedingt, dass an der Ober- 
fliche von S, die Normalcomponente der Geschwindigkeit einfach 
—m,:r? sein soll. Der Form (16) liegt die folgende Auffassung 
von der Wirkung irgend einer von @m, herriihrenden Elementarwelle 
zu Grunde. Gleich beim ersten Zusammentreffen der Welle mit 8, 
wirkt sie als ein Stoss auf diese Kugel. Um die hiervon erfolgende 
Lagenverinderung dieser zu verhindern, muss natiirlich zur selben 
Zeit ein entgegengesetzter Stoss angebracht werden. Ein solcher hat 
aber zwei Wellen V, W zu Folge, deren Centra innerhalb 8, un- 
endlich nahe am Mittelpunkte von S, sich befinden (Nr. 8 und 6) **), 

Das letzte Glied von (16) bezieht sich gerade auf ein derartiges 
Wellenpaar. Die zwei nichstvorangehenden Glieder desselben Aus- 
druckes (16) gehéren zur genannten urspriinglicheren Elementarwelle, 
vereint mit einer, welche, ebenfalls gleich bei der Ankunft in S, von 
jener Welle, also gleichzeitig mit V, W, so jenseits S, gebildet wird, 
dass hierdurch jene Elementarwelle, die sonst von diesem K®6rper ab- 
gebrochen sein wiirde, geschlossen wird. 

Unmittelbar nachdem die ganze von S, ausgeschickte Welle den 
zu S, nachsten Punkt von S, iiberschritten hat, wird somit ringsum 
S, die Dichtigkeit des Gases constant. 

10. Aus der ersten Gleichung der 7. Nr. folgt, dass, wenn die 


Verdichtung 6 stets unendlich klein ist und demzufolge f “F gleich 


; zu setzen sein wird, man fiir den Druck in der Nihe von 8, die 


0 
Formel hat: 


*) Es ist nimlich in der Welle, wenn S, nicht zugegen ist, die Geschwindig- 
keitsfunction gleich m,:r, und m, = 0(r — at’). 

**) Weil sonst jede Verriickung eines Theiies der Fliiche von 8, eine gleiche 
Verriickung aller anderen Theile derselben Fliche nothwendig mitfiihrte. Aber, 
da wir immer S, als vollkommen sphiirisch annehmen und ihre Volumeninderung 
als unabhiingig von S, setzen, muss fiir S, jene Eigenschaft Statt haben, — 
indem sich dann S, der Kugel S, gegeniiber als absolut starr verhiilt. 








ul 
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(18) p=— ea Sr — > ¢|(Fe ey +(e a) +(G a) |+X, 
falls fiir Y je nach den Umstiinden der Werth (15), (16) oder (17) 


genommen wird*). 

Hieraus ist leicht auf die X-Componente derjenigen Bewegungs- 
menge zu schliessen, welche S, wihrend einer gegebenen Zeit vom 
Drucke des Gases gewinnt. Sie wird 


— If pcos 9 X ds dt’, 


unter ds ein Flaichenelement von S, verstanden. 
Es verschwindet 


flcely + (I+ CEN] wre 
So 


Desshalb resultirt wiihrend einer Zeit A¢ vor der Ankunft der Welle 
von S, die folgende Bewegungsmenge in der Richtung der X- Axe: 


1 > {'m, ar? ’ , , 
(19) F O% J R, at? COS * Ry, cos Xdw dt 
om : 0 m (Vy — Ve") cos Rt,, X**), 


die insbesondere gleich wird 





2 
12 


— 2x, me cos R,, X At, 


wenn wihrend der betrachteten Zeit m, constant gewesen ist. 
Derselbe Ausdruck gilt natiirlich auch fiir die Zeit Aé nach der 
Wellenpassage ; nur hiitte man dann m,” statt m,’ zu schreiben. — 
Die X-Componente der von der Welle selbst erzeugten Bewegungs- 
menge wird gleich 


0, ] fe cosr Xr, dw dt’, 


wo nach dem Vorigen die Integrationen nach der Zeit und nach dw 
unabhiingig von einander auszufiihren sind. Setzen wir 


Me’ 
v+> 


statt ¥, so wird jenes Integral identisch mit 


of f a 7, cos” X ds dt’. 


*) Der Werth von X ist fiir das Folgende von keiner Bedeutung. Sonst 
nach dem Vorigen K = 0. 
**) do ist der Winkel, der am Mittelpunkte von 8, iiber ds steht. 
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dt’ bezeichnet die Zeit, welche der von der Aenderung 2m, kommende 
Wellentheil braucht, um irgend einen Punkt von S, zu iiberschreiten, 
Bemerken wir jetzt, dass 


OW ay _ OW ay Ov a 
ser at’ = & dt’ + £% ar, 
weil 4 Null ist, so wird es klar, dass oben nur von der Aenderung 


der Geschwindigkeitsfunction wihrend der Zeit dt’ die Rede sein 


kann, in der Weise, dass die bez. Aenderung one dt’ gerade das 


friihere 0m, wird. 
Die fragliche X-Componente wird somit gleich 


¢ ° oO é m, "I 2X . ‘ 
(20) 0% fv t Re )) r, cos? r X ds dt 
! y ie. é m, 12° 12 »’ 74 
+3 off at’ (am Re )) cos? r X dw dt’, 


r 77 a my , 1 
of V, ot’ tix i) dt + 2 0 
unter V, das Volumen von 8S, verstanden. — Durch theilweise Inte- 
gration folgt: 


2 P 0 my 3 } é ms 
(20’) 4xe, | im, Fa, R,) a+ 2 0, [72 Ox, Ry)? 


wo das Zeichen der Integration auf den Zeitverlauf der Passage der 
ganzen Welle von S, tiber einen Punkt von S, oder, wenn a un- 





0 m, V» ) 


Ore \ Ry 





endlich gross wie 1://9,, m, héchstens so gross wie @,? ist, tiber 
den Mittelpunkt von S,, dasjenige der Substitution auf die Endpunkte 
dieses Zeitverlaufes Bezug haben. 

Aehnliche Formeln gelten selbstverstindlich fiir die Y- und Z- 
Componenten der gesuchten Bewegungsmenge. Wir kénnen daher, 
indem wir die Ausdriicke (19) und (20’) in eins zusammenfassen, den 
Satz aussprechen: 

Wéahrend irgend einer gegebenen Zeit, in der entweder die Passage 
der Welle von S, tiber die Kugel S, géiinelich fillt, oder ganz ausser- 
halb welcher diese Passage ist, bekommt S, eine Bewegungsmenge mit 
den Componenten: 

@2 a2 aa 
Ox,’ OY2’ O08” 
wobet : 
Q—= 4x9, ;% dt + ; Qo V, ih, ’ 
und man die Integration und die Substitution iiber dic ganze in Frage 
gestellte Zeit erstreckt. Das Coordinatensystem ist ein beliebiges, im 
Raume festes, rechtwinkliges, Cartesisches Axensystem. 
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11. Wir wollen nunmehr von den Volumeniinderungen von S, 
und S, Folgendes voraussetzen. Von ¢, bis ¢, -+ ¢ (€ unendlich klein 
wie @): 4) iindert sich das Volumen von S, sehr schnell, etwa von 
V,° zu V,', aber von diesem Zeitpunkte 4+ ¢ an bis zu t+ 0, 
wo @ unendlich klein ist wie //g,:a@, kehrt es von V,’ zur fritheren 
Grosse V,° zuriick und vollfiihrt diese Riickkehr mit constanter Ge- 
schwindigkeit — 4am,°. Es soll also sein 

tote 
J m, dt = — m,°(O — é). 
to 
Ausserdem soll die Variation von m, wihrend der ersten Zeit durch 


die Formel: 

(21) m, =—m,° —a,sin n(é—t)*), a= + nm,°O, = = € 
gegeben sein. Noch mehr, die jetzt beschriebene Volumeniinderung 
wihrend der Zeit von ¢, bis ¢, -+- © soll unaufhérlich sich wiederholen, 
so dass 0 die Zeitperiode der jetzt von uns zu betrachtenden periodischen 
Volumeniinderung von S, wird. Fiir S, soll Aehnliches gelten. Von 
t, bis ¢; + € soll sein 


? ° 1 
(22) m, =m," — a, sinn(t—?,)**), a= nm,°O, ~ == &, 


von ¢, + ¢ bis ¢; + 0 m, constant — m,°. Es bedeuten hier ¢ und 0 
dieselben Gréssen wie vorher. ¢, ist nur bis auf ein ganzzahliges 
Multiplum von © als gegeben zu betrachten. 

S, moge einem Punktaggregate zugehéren, S, einem anderen. 
Unendlich nahe Punkte eines und desselben Aggregates sollen in allen 
Beziehungen nur unendlich wenig von einander differiren. Wenn daher 
eine Welle, von einer Kugel S, wiihrend ihrer schnelleren Volumen- 
iinderung ausgeschickt, die Kugel S, eben zur Zeit ihrer schnelleren 
Volumeniinderung tiberschreitet, so giebt es auch unendlich viele andere 
Wellen, von unendlich nahen Kugeln S, kommend, welche, theilweise, 
das niimliche thun. Betrachten wir insbesondere eine Schaar von 
solehen Wellen, fiir welche Gleichungen gelten, die aus (21) durch 
die Substitutionen 0, e/0,, 2¢/e), 3&/,,.--€ fiir ¢, erhalten werden, 
so finden wir, dass, wenn von verhiiltnissmissig unendlich kleinen 
Gréssen abgesehen wird, die Bewegungsmenge, die S, von diesen 
Wellen gewinnt, nach F,, positiv gerechnet, gleich wird 


y {* mm, 
42 Q, a f 1 dt. 
| Ri, 
*) Es muss besonders die Bedingung hinzugefiigt werden: fiir ¢ = %) und 


t=t) +e soll 7 =0 sein. 
OM, 


ot 


verschwinden, 


**) Fiir ¢=—¢, und ¢=%&-+ « soll 
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Sei hier m, durch die Gleichung (22) gegeben, wenn ¢, = 0 gesetzt 
wird; so kommt der von einer beliebigen Welle der Schaar herriihrende 
Theil jenes Integrals gleich 


m,m 1 » m,°m,° 
tx f” Re, 2 di= a Xn’ O? Ri, [ cos nt, (¢— ty) + -> sin nto], 
1 


to 


und desshalb ist, wenn man der Einfachheit wegen setzt 


E=%:a, O= VQ 7a, 
fiir die ganze Wellenschaar jenes Integral gleich 


4709 a2 2xe) m,°m," 
“at a? dt = a. 
é e. Rie a Ve 


Handelt es sich um ‘i Bestimmung der Wirkung des ganzen 
Aggregates der Kugeln S, auf S,, so wihlen wir S, zum Mittelpunkte 
unendlich vieler an tintin liegender Kegel mit unendlich kleinen 
Winkeléffnungen d@’, welche zusammen genommen den ganzen Winkel- 
raum 42 erfiillen. Wir betrachten einen dieser Kegel, welcher das 
Punktaggregat schneidet, und suchen die Wirkung des hierdurch ab- 
geschnittenen Aggregatentheiles auf S,. Zu diesem Zwecke zerlegen 
wir jenen Theil in kleinere Stiicke vermittelst Kugeln, die mit 8, 
concentrisch sind und in Abstiinden /g, einander folgen. Wir be- 
trachten die Punkte S, eines solchen kleineren Theils, der zwischen 


zwei consecutiven Kugeln enthalten ist, als in 1 : J/g, ebenen Flichen- 
stiicken gelagert, die um @, (oder eine hiermit vergleichbare Linge) 
von einander abstehen. Die Entfernung zweier S,, welche in einem 
derartigen Flichenstiicke einander am nichsten sind, soll mit @, ver- 
gleichbar sein, so dass die Anzahl der Punkte S, eines und desselben 
Flichenstiickes 1: g, (oder hiermit vergleichbar) wird. Ferner kénnen 


wir die letzteren Punkte als in 1: /g9, Reihen, von je 1: 7/9, Punkten 
S,, geordnet annehmen. Uebrigens sei das grisste dieser Flichen- 
stiicke von solchen Dimensionen, dass die Wellen von seinen Punkten, 
die von den schnelleren Volumeninderungen desselben herriihren, zu 8, 
gelangen genau vom Anfange einer der periodischen Volumeniinderungen 
dieser Kugel bis zum Ende, 0, derselben, und die Ordnung der Reihen 
der Punkte sei so fixirt, dass die Wellen von den Punkten der ersten 
Reihe vom Anfange bis zum Ende der Zeit ¢ der schnelleren Volumen- 
iinderung von S,, die von der letzten Reihe vom Anfange bis zum 
Ende einer Zeit ¢ unmittelbar vor der (niichsten) schnelleren Volumen- 
iinderung von S, zu dieser Kugel kommen. Es ist leicht tiber die 
Bewegungsmenge zu entscheiden, welche von Seite des letzteren Flichen- 
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stiicks die Kugel S, wihrend der Zeit © gewinnt, Die erste und die 
letzte Punktreihe desselben ergeben insgesammt diese Bewegungsmenge 
(«= @,:a, O=YQ,:a gesetzt): 


42% Q) m,°m,° 
+ Me 
12 497 Q 


? 


welche, wenn positiv, die Richtung von S, zum Flichenstiicke hat. 
Von irgend einem anderen Punkte S,° des niimlichen Fliichen- 
stiicks folgt: 


1°, zur Zeit, wo S, ihre schnellere Volumeninderung ausftihrt, die 
Bewegungsmenge (19): 
+ 27 0, m,° m,° Veo ° 


me 
2°, wiihrend die von S,° ausgeschickte Welle iiber S, geht (20'): 


mom Voo , 
2 ? 
Ris = 


— 4x, 


3°. wiihrend der von 9 iibriggebliebenen Zeit (19): 


mm? Vo, 

—2IOn Q% = fe. . 

Alle diese Bewegungsmengen fallen in die Verbindungslinie zwischen 
S,° und S,, wobe: R,, als positive Richtung ausgezeichnet ist. Nun 
giebt es gerade 1: g, solche Punkte wie S,°. Daher kommt jetzt vom 
ganzen Flichenstiicke gar keine Bewegungsmenge. 

Abex im beirachteten Theilchen des Kegels von S, aus giebt es 
Fliichenstiicke, von deren Punktreihen nur die eine Wellen aus- 
schickt, welche S, wiihrend ihrer schnelleren Volumeniinderung treffen. 
Ein solches Flichenstiick giebt, wiihrend einer Zeitperiode ©, die 
Bewegungsmenge nach R,,: 





Und ein Flichenstiick, in dem es keine Punktreihe giebt, deren 
Wellen S, iiberstreichen, wenn diese Kugel in ihrer schnelleren Volumen- 
inderung inbegriffen ist, giebt die Bewegungsmenge: 
s.r 

Riz 4Ve 





Indem wir zu beachten haben, dass es im Mittel in jedem der 
von den obigen Kugeln ausgeschnittenen Theilchen des betrachteten 
conischen Aggregatentheils eben so viele Fliichenstiicke von jeder der 
drei genannten Gattungen giebt, finden wir, im Mittel, fiir die 
Mathematische Annalen. XXXIV. 26 
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Bewegungsmenge, welche wihrend einer Zeit © ein derartiges Theilchen 
der Kugel S, mittheilt, den Werth: 


— ne Mal die Anzahl der Flachenstiicke des Theilchens. 
12 47 Qo 

Oder: das Aggregat der Punkte S,, fest gehalten, wirkt so auf S,, 
fest gehalten, als wenn jeder Punkt S, wihrend der Zeitperiode ©, im 
Mitiel, auf 8S, eine Kraft nach R,, gleich 


ausiibte. Diese Kraft ist eine repulsive, falls m,° und m,° dasselbe 
Zeichen besitzen, dagegen eine attractive, falls diese Grissen vom ent- 
gegengesetaten Zeichen sind. 

Dass 6 hier an 8, unendlich klein bleibt, wie oben (Nr. 10) fiir 
die Berechnung von p bedingt wurde, ist leicht ersichtlich. Denn 
nur durch Wellen von fusseren Punkten wiirde 6 zu einem endlichen 
Werthe wachsen kénnen. Aber die hier vorhandenen iiusseren Punkte 
sind diejenigen, welche im erwahnten Aggregate der S, oder in anderen 
derartigen Aggregaten eingehen. Und jede Welle von einem solchen 
Punkte besteht aus einem verdichteten und einem in nahezu gleichem 
Maasse verdiinnten Theile. Denn bezeichnet db die Breite (adt) des 


Wellentheils, der von 0m, herriihrt, so hat man jetzt J oRdb = 0%), 


Hieraus aber folgt, dass gleichzeitig damit, dass der verdichtete Theil 
einer Welle von einer Kugel S, tiber einen Punkt von S, steht, tiber 
demselben Punkt der verdiinnte Theil einer Welle von einer Kugel 
sich findet, welche der friiheren S, unendlich benachbart ist, wodurch 
also die von der ersten Welle bewirkte Verdichtung zum unvergleichbar 
gréssten Theile aufgehoben wird. Auf diese Weise erkennen wir, 
dass gegenwiirtig o weder einen positiven, noch einen negativen end- 
lichen Zahlenwerth erreichen kann. 

12. Vom eben erérterten Falle, wo die Mittelpunkte der Kugeln 
fest blieben, steigen wir jetzt zum allgemeineren auf, wo beliebige 
fiussere Kriifte sie bewegen. Aus der 8. Nr. wissen wir, wie gegebene 
Translationsgeschwindigkeiten der Kugeln auf die Bewegung des Gases 
einwirken. So erkennen wir leicht von den zwei in der 9. Nr. be- 
trachteten Kugeln S,, S,, dass, wenn ihre Mittelpunkte die Geschwindig- 
keiten H bez. H’ besitzen und diese sehr klein sind gegen a**) und 
nur langsam variiren, man in der Nahe von S, fiir den Theil der 
Pe ae 1 Om 1 

) Nimlich 6 = — oF FE R° Nr. 5, 
**) @ soll jetzt und forthin unendlich gross wie 1: V9, angenommen werden. 
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Geschwindigkeitsfunction, der von den Volumeninderungen der Kugeln 
herriihrt, eben die Ausdriicke (15), (16), (17) anzuwenden hat, wenn 
man blos die augenblicklichen Lagen der Mittelpunkte der Kugeln als 
Centra fiir r und r’, und R,, als die Entfernung dieser Lagen be- 
trachtet. Der neue, jetzt hinzutretende, von H, H’ explicite abhiingige 
Theil jener Function wird in der Nahe von S, 


1 Hr, + Hr? 
2 RE cos HR, — = 
12 





cos rH’. 


Der Druck in der Nihe von S, wird nach der 7. Nr., so lange 6 
unendlich klein ist, durch die Formel (18), wo Y die ganze Ge- 
schwindigkeitsfunction bezeichnet, vollstiindig bestimmt. Natiirlich gilt 
dabei betreffs der vorgeschriebenen Differentiation in Bezug auf ¢, dass 
sie auch die Coordinaten der Mittelpunkte von S, und S, angehen 
muss, da ja im vorliegenden Falle diese mit der Zeit variiren. Daher 
ist, wenn mit u,v, w die Componenten von H, mit w’, v', w’ die von 
H’ oe werden, an der weer von S,(7 = 1,): 


mde Ra) + [rx te (oe CB) 
+ cos r ¥Y am (a; = R.) )) 
+ cos 7° Z av (is E) ))| 
+5 9 [eX ser (Ger Cz) 
sale 7” (aw ("i )) 
+ cos °Z >, «Gs mie I 
ate 3 [" a: Oat, Re) ad tr Ra) + i Re )| 














3 — , of m 
+> H cos H’r’ [eos X ij Ei) 
é Mm, 
+ cosr’ ¥ = in R,) 





+ cos 7’ Z o oe 
Hr, 


+ 5 Ms by cog Hr’ + om Te [ww (ae cos H R,) 


2 r2 


1 du dw’ , 
—E%, pert + Seer ¥+ 3 cos # Z] 


+ ; H’?(1 — 3 cos? H's’). 


Hieraus folgt fiir die Passage itiber S, der von der Aenderung 
dm, kommenden Welle: 


26" 
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a am fy, 2, (2 (Ly) at’ 
Sf cos 7 Xdsdt -| V, ot (a, tte \ Rie ) ae 
ae (2 (2 ¢mit*y) at’ 
4 ; ae (3% Re ))at 
Pm. w fmyat’ — + 7,9 oe od r dt’. 


3 
Ferner: 
PSS [GEY + Cap) + (GE) Joos’ Kaede —— Fw fina 
Folglich : 


— f frcosr Xds dt’ Re de, 23 (am Re z.)) dt 
2 
1 ts P,) a, , 
+4 2 Go |: a 02, Ra) 2 @ fix ile 


Das erste Glied kénnen wir leicht in der friiheren Weise um- 
formen. Man bekommt niimlich: 


7 7 é m ‘ é m, mM, 
[Peve eS R,)) a = V, Oa, RB) +4 * fo (a my at’; 


wesshalb, da V, und m, von 2, Y, 2» ree sind: 


~J “frcosr Xdsdt' ~tre fis (R) dt’ +3 = Go (" R.) 


—+% 72. 








Durch die zwei ersten Glieder der rechten Seite dieser Gleichung 
wird diejenige Bewegungsmenge ausgedriickt, welche die Kugel 8, 
von der Welle von S, empfingt. Das Integrationsgebiet des ersten 
Integrals wird die Zeit, wiaihrend der die fragliche Welle, welche S,, 
in Folge der angenommenen Aenderung von m,’ zu m,”, ausgeschickt 
hat, den Mittelpunkt von S, tiberschreitet. Das Substitutionszeichen 
der zwei letzten Glieder bezieht sich auf die Endpunkte dieser selben 
Zeitdauer. Im ersten Integrale steht, nach dem Vorigen, dt’ als die 
Zeit, wiihrend welcher der von 2m, herriihrende Wellentheil den Mittel- 
punkt von S, passirt, also (Nr. 8): 





Jener Ausdruck fiir die Bewegungsmenge der Kugel S, gilt offen- 
bar, wie aus seiner Herleitung ersichtlich, fiir irgend welche Zeit, bei 
der S, und 8, unendlich klein bleiben, und blos die Passage der Welle 
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von S, tiber S, entweder ganz innerhalb oder ganz ausserhalb dieser 
Zeit geschieht. Demzufolge bekommt man zu jeder solchen Zeit 
zwischen zwei festen, von 2, Y,, 2. unabhiingigen, unendlich nahe 
an einander fallenden Zeitpunkten ¢, und ¢, fiir die Kugel S, die 
folgenden Gleichungen: 


er Q ‘ 
ty é 


t Ln 
‘ ’ 1 , e2 
(23) ¢ M, Av +76 [70 ty + f Fat 
b 





ty 
M,Aw ++, "iw = 5 = zt fait 
\ 
wo . 


(24) Q— dee, f™ mim dt’ +50, "a he 
to 


Mit X, Y, Z werden die Componentensummen der angenommenen 
iiusseren Kriifte, die auf S, wirken, mit M, die Masse dieser Kugel 
bezeichnet. — Die Gleichungen besitzen denselben Grad von Genauig- 
keit wie die ahnlich lautenden in der Einleitung zu diesem Abschnitte. 
Gréssen von derselben Ordnung als g,H?r,*r,°(t, —%) sowie auch 
solche Gréssen unter dem Integralzeichen, die g)H7,°m,*) als Factor 
enthalten, sind vernachlissigt worden. Die Werthe von m,, m, sollen 
mindestens so gross als 7,3:)//g, sein. Kin Rtickblick auf die Ent- 
wickelungen auf 8, 374—376 bestiitigt, wie sich tibrigens unten zeigen 
wird, alle diese Angaben. 

Aus den obigen Formeln erkennen wir, dass, wenn wir uns die 
in der niichstvorangehenden Nr. betrachteten Punkte S,, S, sich selbst 
iiberlassen denken, dieselben sich so bewegen miissen als wenn sie im 
leeren Rawme wiiren und mit der in der vorigen Nr. bestimmten Kraft 
auf einander wirkten. Wir wenden niimlich auf die Gleichungen (23) 
dasjenige Riisonnement an, das in der Einleitung betreffend die Glei- 
chungen (d) daselbst gefiihrt ist. 

13. Wenn neben H, H’ solche Geschwindigkeiten h, h’ sich 
finden, denen unendlich kleine oscillatorische Bewegungen der Mittel- 
punkte der Kugeln entsprechen, so haben wir erstens in (23) w, v’, w’ 
als Componenten der Resultante von H’ und h’ zu betrachten, ferner 
dt’ gleich 


*) Oder e9H ‘13m. 
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1+ cosh Ru oe 

, a a 
dt’ = Rr — — .¥ —-_—— dt 

t+ = cos hi Ray 1+ — Ps 


und uw, statt m,: 


ee a 
1 +2 — cos bBo 


zu schreiben (Nr. 8). 

Weil die Geschwindigkeiten h, h’ sehr schnell variiren, und iiber- 
dies in der Folge nicht jederzeit unendlich klein in Vergleich zu a 
angenommen werden, wollen wir, um ihren Einfluss leichter beurtheilen 
zu kénnen, die oben fortgelassenen Glieder, welche von denen von der 
niichsthéheren Ordnung in ¥ herriihren, hinschreiben, Die in Frage 
kommenden Glieder von Y werden fiir die Niihe von S, diese: 





$ /2 2 a? m, 2 > m, eee 
y [eos vr X bax (R, ‘y+ cos r X cosr' Y- iin R,)+ 
a4 rT? 2 oe my 9 Mm, ‘of 
+3 73 : [eos* r X ~~ tar (Re )+ 2 cos x X cos r’ Y ‘ain R,)+ | 
1 é hrfcoshR F a hr,’ coshR, 
— ¢ leosr X-— See cos r Y — ( 1 . 
Te [ Oa, ( Ri, ) . O’r Ris 
+- cos #’ Ze (5 cos a | 
Ris 
1 r hr? cos h Ry ) r, cosh R, 
cos ? ' X— - = cos 7 Y — : 
+ 4 r? | Xg ax ( Ris + OYe fi Ri, 
P hr,’ cos hk, 
cos r Z- : *] 
3 | RB, 


Ske orwr hrc R. 
++ r yr? [cost x-—— = = a) 


Ox? Ri, 


o2 hr? cos hR. 
2 cos r X : ! mw) 4... 
+ 2 cos ¥ X cos ¥ 53% ( = ) + | 


— 


AL 9° 4 @ ( hr} coshRy 
tz [ cos? r X 5a. +( R, ) 


+ 2 cos r X cos” | am ‘foam cos h Ry ) 4. + 


OX OY2 ps 


Kigentlich steht h als Resultante aus den friiheren H und h. 
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Hiervon in —ffr cos r X ds dt'*) die Glieder: 


¢ 0 , 0 fm”, Mm, 7 my? 
— 2500/55 [4 a (“He ) + on (“Ee ) + ty E) 2" 


‘ Oo (hr Rah ” 7] hr? 
+ 200 f 75, ( a 7 un) at + xQ, af ae or 


a 1 0 ( hrPr,° cos h Rg, 7" wins - nai 
i 00 fo [ Oa, R?, —) + = fa =, 


- , h 3 h ae 
+w 2 (ite a’. 








Es hat dann dé” dieselbe Bedeutung fiir die Variation von h wie oben 
dt’ hatte fiir die Variation von m,. Wir miissten natiirlich, streng 
genommen, statt h schreiben 

h 


1+ 2 cos h Ra 
| (Nach Nr. 8). 
Die Componenten der Bewegungsmenge, welche S, vom festen Zeit- 
: punkte t, bis zum festen t, seitens S, gewonnen hat, driicken sich also durch 

die ersten Derivirten der Function Q +- 2" in Bezug auf x, Yo, %, aus: 

a 
(25) Q—dme, fe ye ag 4-8 | V, fi. 
. fo 
t t 


(25') Q" = 2a 9, f brim cohen ae + 29 
12 


hr Pry’ cos h Rg, 
2 
Ri, 





‘ , Qo ’ Cm ? Uy?" Lhr,fr,® cosh Ry w\. 
— 220 f (« ia, +v ia? w my Re dt’ +; R dt )s 


12 
to 


bei den Differentiationen des leteten Integrals u’, v', w' fiir unabhiingig 
VON Xo, Yo, 2 gerechnet. 

14. Wir werden diesen Satz unter folgender Voraussetzung iiber 
m und h anwenden. Wihrend der Zeit von 4 + € bis ¢, + 90 soll m, 


*) Unter TNS von 


27 0 u’ A? mire i fad a iu’ A? hriry ont. dt 
3 Ry, 


oe 
2— 
[a= Gas a Oy® + 02," val 
Bei der spiiter in Nr. 16,17 zu machenden Annahme fallen diese Glieder weg. 
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constant — m,° bleiben, dagegen von ¢, + © bis ¢, + 0+ « plotzlich 
in — m,° iibergehen, und dies auf solche Weise, dass: 
tbO-+e 
(a) fm dt = -+ m,°(O—e). 
to 
Vom letzten Zeitpunkte bis ¢, + 20 soll wieder m, constant bleiben 
= — m,°, sodann von ¢, + 20 bis 4 + 20 + « zu + m,° derart sich 
aindern, dass: 
tt2e-+e 
(b) fm, dt = — m,°(O—e). 
to20 
Und unaufhorlich soll dieses sich wiederholen und auch friiher soll 
m, so variirt haben; daher insbesondere: 


toe 
(b’) fm dt = — m,°(O—ae). 
f 
Im vorliegenden Falle besteht somit die Volumenvariation von S, 
wihrend einer Zeitperiode 20 aus zwei schnelleren Aenderungen ent- 
gegengesetzter Art, jede derselben verbunden mit gleichférmigem Riick- 
gang des Volumens. 

Auch von der Translation von S, soll*) angenommen werden, dass 
sie periodisch wird, mit 20 als Zeitperiode. Hs soll iibrigens h wihrend 
des erst betrachteten Zeitintervalles, des von ¢, + € bis ¢, + ©, con- 
stant—=h, sein, wihrend des darauf folgenden Intervalles ¢ die Richtung 
iindern, sagen wir — h, werden, und dies derart thun, dass 

to-O-+8 
(c) J h cos h Ry, dt — — xh, cos h, Ry, (© —8), 

t+e 

wo x irgend eine positive Zah] bedeutet. Im Intervalle von ¢,+0+<¢ 
bis 4, + 20 soll h constant gleich — h, bleiben und schliesslich wiihrend 
der hierauf folgenden Zeit « in der Weise den ersten Werth + h, 
wieder annehmen, wie es die folgende Gleichung lehrt: 

t.+20-+8 
(d) fi coshR,, dt = + xh, cosh, R,, (O—=8). 


ty +20 


In Folge der angenommenen Periodicitit muss h nach allen Zeiten 
20 dasselbe sein, so dass insbesondere 


*) Abgesehen von der von H bewirkten. 











ll 


Vea 
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toe 
(d’) h cosh R,, dt = + xh, cos hy R,, (O—«). 


bo 


In ganz derselben Weise sollen die Volumeniinderungen und die 
Translationen von S, vor sich gehen und 20 soll eben ihre Zeitperiode 
ausmachen. 

Ferner denken wir uns h, und hy (letzteres zu S, zugehdrend) 

1 1 
unendlich gross wie ag,°, d. i. wie @, °; wie friiher unendlich 
klein wie @,:a@, © unendlich klein wie //Q,:@, endlich m,°, m,° 
unendlich klein wie @,°. 

15. Wir betrachten so den Fall, dass S, einmal wihrend der 
Zeit von ¢,’ ++ €, wo sie ihre schnellere Volumenvergrésserung beendigt 
haben mége, bis ¢,, -+ ©, wo ihre schnellere Volumenverkleinerung 
anfangen wird, von einer und nur einer Welle von S, getroffen wird, 
und dass diese Welle vou einer schnelleren Volumenvergrésserung 
von S, herriihrt, zu der also eine Gleichung von der Form (b’) gehdrt. 
Wir finden in diesem Falle, wenn wir Gréssen von derselben Ord- 
nung wie g,m,°m,"O/@,, d. i. wie @,m,°m,"e, vernachlissigen, fiir 
den Theil von Q’, der auf die Passage dieser Welle sich bezieht, den 
Werth 


H 
4 i+ ee Ra mM2° mat 
eT. a. en Ry 
i+ i H’R, 1 > cos hy Re, 


(8) 
a & 
m,° V, : m,° 


L? 3 0 
2 % 
1+ ~ cos hy Ry, Rr . 1— me cos ly Ry, 





Ve 
Ris 





3 
+ 2 Qo 





da jetzt 


H 
ph P - cos H Kat - dt 


Uy dt=— = — _— 
1 14 —— cos 8H’ Ry 1 +5 - COs I’ R, 


Hier bedeuten « die Anfangs-, ¢, die Endzeit der Passage der Welle 
iiber den Mittelpunkt von S,, dessen Geschwindigkeit aus H’ und h’ 


componirt ist. — Wegen (b’) wird jener Ausdruck gleich 
. 
( 42 e 1+ — cos H ~ m,°m,°O 
a —-. sions 5 
Ry 1+ ce cos H’ Ry 1+ ~ cos hy’ Re, 
3Qo m,° a i, _ 6% ea mua (4 — &9) E 
Rip h,? . Rise he 


1— 


cos? ho Ry 1+ - cos ho Re; 


az 
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Der Theil von Q’, der auf die Zeit von ¢, zu ¢,’ ++ « sich bezieht, wird 


2x m,°m,°O 
(6) eat __ 


Ris 1— = cos hy Ray 


Derjenige Theil derselben Function, welcher fiir die Zeit von ¢, + ¢ 
bis ¢, erhalten wird, hat diesen Werth : 

(y) + Spee mate =i, 

1— — cos ho Ru 

endlich der auf die Zeit von ¢, zu 4’ + 0 beziigliche Theil von 2 wird 
(8) ie eee 

oe 1 fe “y cos Io Ry 


Die Vereinigung von («)—(0) giebt denjenigen Werth von 2’, welcher 
dem Zeitverlauf © von ¢, an entspricht: 


1+ cos H Ry 





0 0 
(26) Q a — “Re __@, ve 
2 1+ a 088 H’Ry 1+ = cos hy’ Re, 
& 
+ 3 Qo : 4 Q m,°m," (to +0 — &) 
2 2 2 
Re ,_ ~ cos? hy Re, Be 1 os Cos? hy Roy 


_ 4% Qo __ my? my?(81— %) 
Bx 14M cosy Ra 





In Folge des in Nr. 13 gegebenen Werthes von dé’ kommt, mit Beriick- 
sichtigung von (d’): 

14 cos H Ra; e+ x 008 hy Ras 

+ 4 

1+ =a H’Ry 1+ “ae en ho Ray 

(Man beachte iibrigens hier, wie auch im Folgenden, was vom Falle 
h >a in Nr. 8 gesagt wurde). 

Die Glieder von Q” werden alle verschwindend klein gegen obigen 
Werth (26) von 2. 

16. Gehért die Kugel S, einem ganzen Aggregate von unendlich 
vielen Kugeln zu, welche alle wie diese S, sich andern und bewegen, 80 
wird sich in einem Abstande von S,, mit /g, vergleichbar, eine Kugel 
S,' finden, welche bei ihrer schnelleren Volumenverkleinerung eine 
Welle ausschickt, die S, zur Zeit s, (oder zu einer um nur eine mité 
vergleichbare Grésse hiervon verschiedenen Zeit) trifft. Der Werth 
des Theiles der Function Q’, welcher der obigen Zeit von ¢,' bis 4; +9 











ad. 


lic 
ve 
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und der letzten Kugel S,’ entspricht, wird, wenn immer Grdéssen von 
derselben Ordnung wie 9,,°m,°¢« fortgelassen werden, aus (26) durch 
blosse Vertauschung von m,°, cos hk, R,, in —m,°, —cos h, R,, erhalten. 
Derselbe wird folglich gleich 


H 
(26°), a= 43% ae ae 
- . oo 4 


Rs 1 a ae cos H’ Re, 1 + ~~ cos Tio’ Roy 








& R 
ps 3 Qo B --fm mo V + 4 Qo m,° m,° (t, +9— &) 
Rie h,? > 2 Rie h,? 
1— —_ cos? hy Ra, 1— —_ cos? hy Rg, 
4 me __ mes My?(8' — £0) 
or a 
Sn 15% cos hy Rey 
a 
wo 
hy 


14 cos HR, e—n—® conkpRy® 
on ’ a a 
(27’) &\ — & = ——-—_— —_,s——- 
i+ —— ie H’Ry, 1+ — oe Io Ray 
Die zwei Kugeln S,, 8,’ liefern somit zusammen genommen wihrend 
einer Zeit © von t,’ an eine Bewegungsmenge fiir S,, deren Componenten 


durch die Differentialquotienten in Bezug auf x, y., %*) der folgenden 
Function Q auszudriicken sind: 


H 

1+ — cos H Ry 
, ’ 8 20) % a 

Q— Y +O, a — “Fe* —_E,__— 


i Io 
’ a 
1 +- ry cos H Ray 


cos hy, R,, >< 


m,° ms" O 


7 (14 = - I Bay) (1 — Ld cos* hy Ru) 





d. i. mit der Annidherung der vorigen Rechnung: 
1+- 
1+ 


cos HR 
m9 mM,” " 


9Q > hy 
» _ : 
(28) Q—— 82Q,x Ru 


cos hy R,, >< 


gi/lalx 


cos H’ Rs 


17. Im Aggregate der Kugelu S, wird es unendlich viele unend- 
lich benachbarte Kugeln geben, von denen Wellen, von den Volumen- 
vergrosserungen der Kugeln herriihrend, zu S, kommen, wiihrend 


*) Fiir die Berechnung derselben hat man natiirlich néthig zu wissen, wie 
die Componenten der Geschwindigkeit hy’ von x,, Y2, 2 abhiingen. 
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diese ihre schnellere Volumenvergrésserung ausfiihrt. Es finden sich 
aber gleich viel andere Kugeln des Aggregates, welche sich so zu den 
vorigen verhalten wie S,’ zu S,, so dass sie jenen unendlich nahe 
liegen und Wellen ausschicken, von den Volumenverkleinerungen 
herriihrend, welche gleichzeitig mit den friiheren die Kugel S, treffen, 
Ein Theil des Effectes der ersteren Wellen driickt sich durch die 
Function 


e.! cos H Ra 


Bae > tu, m, dt = = wit 
= Rr ++ — cos H’ Ry, 








> 7 ome dt 


” Ras 





aus. ite alien Theil der anderen Wellen wird 


S 
47 0 a ee 4% Oy ‘ + we hh 
Rw > [om Ry “ 
(8) 


1 +4 — COs SH’ Ru 1 ++ —— cos h’ Ry 
(e) 


und hebt somit den ersten auf. Daher muss der Gesammteffect der 
besprochenen Kugeln S,, 8,’ eben durch die Function (28), iiber alle 
m,°h, der Kugeln der einen Schaar (S,) ausgedehnt, dargestellt sein. 

18. Weil zwei consecutive Wellen von S, nicht nach einer Zeit- 
differenz von ©, sondern eher, wie wenn h = h' =(, von 


1+ a cos H Ry 





7 


1 a = cos H’ Roy 


zur Kugel S, kommen, so kann es geschehen, dass die Kugel 8, 
wihrend der Zeit © von mehr als einer Welle von S, getroffen wird. 
Weil jedoch H und H’ gegen a@ unendlich klein sein sollen, kann etwas 
derartiges nur fiir eine kleinere Zahl von den Kugeln S, zutreffen, so 
dass das Schlussresultat, insofern wir nur an die Wirkung des ganzen 
Aggregates von den Kugeln S, denken, hiervon nicht merklich beein- 
triichtigt werden kann. 

Wir haben hier, wie auch in Nr. 11, — nun aber wegen der 
gleichzeitigen Anwesenheit von S, und S,’, — 6 als eine unendlich 
kleine Grésse angesehen. 


§ 3. 
Von der Energie einer Welle. 


19. Gehen wir zu dem in Nr. 1—5 betrachteten Falle zuriick, wo 
von nur einer Kugel S die Rede war, und fragen wir nach der Energie 
des Gases, so finden wir diese in der folgenden Weise. Wenn man 





als 
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mit 7’ die kinetische, mit P die potentielle Energie, mit p den Druck 
des Gases bezeichnet und mit dm ein Element des in das Gas fallen- 
den Theils des Perpendikels auf das Fliichenelement ds von S, so hat 
man bekanntlich: 


(29) a + 7. =|r% y eas. 


Wenn ferner ~ die Geschwindigkeitsfunction bedeutet, so folgt aus 


der Formel: ae 
JJ pWivdzdyds = — fv av ds 


ff f( On Ou + % ae v4 2 P Ge) dedy ds, 


wo man die dreifachen Integrale iiber den ganzen Raum ausserhalb S 
und das Flichenintegral iiber die Fliche von S ausdehnt, — unter 
Beriicksichtigung der Bewegungsgleichungen: 


op ssi a dv Op _—=si, hw Vs 
dc? at’? dy a Ete et--s 
[u,v,w sind die Geschwindigkeitscomponenten der Partikel (xyz), 
@ = @(1+6)], 
dass 


Sf fos aie é. ae eS + - . 
és) , 


Die Vergleichung mit (29) ergiebt 


(30) ve J ff oe de dy de. 


Hier nehmen wir an, wie in Nr. 5, dass die Kugel S zur Zeit 
t==(), wiihrend eines unendlich kleinen Zeitverlaufes ¢, eine Volumen- 
geschwindigkeit — 4am, plotzlich erhalten und nachher zur Zeit ¢ 
eben so plétzlich diese Volumengeschwindigkeit in — 42m,’ geiindert 
hat. Mége letztere von da ab unveriindert erhalten werden; dann 
finden sich zu irgend einer Zeit ¢, nach ¢, zwei Wellen im Gase, die 
mit S, concentrisch sind und in Folge deren w gleich 


0+ U'4+— 
wird (Nr. 5). Wir werden diese Wellen Q bez. Q’ nennen. Ihre 
iiusseren Begrenzungen stehen um a?’ von einander ab. Q ist die 


gréssere der Wellen. 
Weil 


Pun aff fel(s )+(Gr) +(2) Jaravae, 


also auch 
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sectten — as 
8) 
Lf ffrlElo 8) +5 (0) +h B))teere 


und, wegen der Continuitiéit des Gases: 
Ow 7] Oy a6 
aa (@-as) + ay (ay) ta (0 SF) — — Mae 
so a dass 
1 d 1 ¥ é 
fa —= fev “. ds + > oof [fre da dy dz. 
x) , 
Zur Zeit ¢ > ¢’ hat man 


8 ‘ m,’2 
2 fe? an an ds =27@, ™? 
(8S) 


wenn 7, den Radius von S zu dieser Zeit bezeichnet, und 


: oof ff» ve dadydz= ane {* cs rdr + aes { es rdr. 


Aber fiir die Welle Q wird (Nr. 5, 4): 
a — at) oo Y” (r—at) 


! 


— a 


r > Ot r 


fea 26 8dy a — ” sala 


Weil an den Grenzen dieser Welle o verschwindet, so kinnen wir 
auch schreiben 


[rw redr — (r — at)? aes eae 


In derselben Weise folgt 


‘eh OF. 92 _ oa lerdr 
J’ ord sale’ dr. 
Desshalb kommt 


T =2x9Q, ie ' + 220, a dr + si’ sled 


also 


Nun wissen wir, dass fiir eine und dieselbe Welle or von der 
Zeit unabhiingig ist, und dass gleichfalls die Breite der Welle constant 
bleibt. Hiernach giebt die letzte Formel fiir den Zuwachs von 7' wihrend 
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irgend eines Zeitverlaufes nach ¢, etwa von ¢, zu ¢,, den einfachen 
Ausdruck : 


ty 
1 
, 
1 
ty 


Wir haben aber, nach dem Zeitpunkte ¢’, an der Oberfliiche von S: 





1 m,’2 
=— To —7 
folglich 
CT m2 dr, 
Pa em — tem re dt’ 


und schliessen somit aus (29), dass wiihrend jener Zeit ¢, — ¢, die 
potentielle Energie P constant bleibt, Um ihren Werth zu erhalten, 
haben wir in (30) p= a?eo@ zu setzen, wodurch jene Gleichung die 


Form annimmt: 
dP 2 de 
aa @ fo a e™) 


unter dm ein Massenelement des Gases verstanden, Jetzt bemerke man 
nur, dass dm von der Zeit unabhingig ist, und dass, wenn ¢ — 0 
war, man iiberall hatte 6 = 0 und P=0O, dann erkennt man, dass 
die Integration der vorigen Gleichung leistet: 


P= ee ie - a ali 
Die totale Energie des Gases wird folglich zur Zeit ¢ > ¢’: 
(31) 7+ P=2z@Q, #1" +42 a sia fe — dr*), 
i 


oder, wenn wir eine Formel haben wollen, welche allgemeinere 
Aenderungen von m, umfasst (Nr. 5), zur Zeit ¢ nach den Aenderungen: 








t 
ar "2 40 om, \2 
(31’) T+ P=2x9, +. a(S) dt. 
0 


20. Das Gas wiirde, statt der oben betrachteten, von S ausgehen- 
den Wellen, solche von gerade der entgegengesetzten Fortschreitung 


*) Wiirde ¢ in endlichem Verhiiltnisse zu 9) stehen, so wiirden die Breiten 
der Wellen endliche Verhiltnisse zu ag) haben, und daher wiirde, wenn noch 
dazu die Aenderungen von 0 zu m, und von m, zu m,’ auf kiirzestem Wege ge- 
schiihen, das erste Glied der rechten Seite von (31) unverhiiltnissmiissig grisser 
werden als die nachfolgenden. Wir haben aber hier stets ¢ vergleichbar mit 


Qo: a@, oder kleiner, und a mit 1:Voo vergleichbar. 





f 
i 


| 
| 
| 
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haben kénnen. Zur Kugel S kann niimlich vom Unendlichen aus eine 
mit S concentrische sphirische Welle kommen, indem die Radien ihrer 
Begrenzungskugeln gleichférmig, mit der Geschwindigkeit a, abnehmen. 
Die Welle kann sogar so beschaffen sein, dass im Gase erst durch sie 
Bewegung hervorgebracht wird, so dass jede Gaspartikel in Ruhe bleibt, 
bis die Welle zu ihr gelangt. Aber diese Welle muss dann, wenn 
ihre Verdichtung iiberall dasselbe Zeichen aufweist, hinter sich eine 
dauernde Bewegung hinterlassen, Jedenfalls wird niimlich, wenn der 
Mittelpunkt von S als Centrum fiir r gerechnet wird, 


O(r-+at) 
r 


die Geschwindigkeitsfunction fiir die von der Welle erzeugte Bewegung, 
und die Verdichtung der Welle gleich 


1 % (r+at) 
—7 eer, 


a 


(Nach Nr. 3). Wenn also diese Verdichtung iiberall dasselbe Zeichen 
besitzt, muss auch ’(r-+qa#) ein und dasselbe Zeichen bestiindig be- 
sitzen, — und die Grenzwerthe von ® kénnten desswegen nicht beide 
Null sein, wie es geschehen miisste, wenn nur in der Welle allein 
das Gas in Bewegung wire. 

Nehmen wir insbesondere an, dass die Welle iiberall verdiinnt ist, 
dass also alle ®’(r-+-at) positiv werden, so finden wir, unter Voraus- 
setzung, dass nicht von sich selbst die Kugel S ihre Oberfliiche indert, 
zwischen S und der Welle keine Bewegung, dagegen ausserhalb der 
Welle, d. i. zwischen ihrer grésseren Begrenzungskugel und dem Un- 
endlichen, eine Bewegung, bei der das Gas als eine unzusammen- 
driickbare Fliissigkeit sich verhilt und fiir welche 


4 


ry? 
u, constant und positiv, die Geschwindigkeitsfunction darstellt. 

Zu irgend einer Zeit, zu der die Radien der Grenzkugeln der 
Welle R,, R, werden und R, > R,, wird nach der niichstvoran- 
gehenden Nr. die Energie des Gases 


R, 
(32) 4x, 7 erdr, 
insbesondere diejenige der Welle 
R 
(32’) sed si dr — 2x9, an . 
1 


Aber, wenn, wie im Folgenden, die Breite der Welle unendlich klein 














Zur Wellentheorie gasartiger Mittel. 417 


ist im Vergleich mit dem Radius von S, haben wir das letzte Glied 
verschwindend klein gegen das erste. Die Energie der Welle ist 
folglich, gleich wie der Ausdruck (32), fir constant zu zihlen. 

21. Mit der Geschwindigkeit @ nihert sich die Welle der Kugel S. 
Wiire S absolut starr, so bliebe die Energie des umgebenden Gases 
unveriindert, und die Welle wiirde so von S zuriickgeworfen, dass an 
der Oberfliiche dieser Kugel die normale Geschwindigkeit verschwiinde. 
Daher wiirde nach der Reflexion der Welle die Geschwindigkeitsfunc- 


tion des Gases sein 
— O(r—at) 


r ’ 


hier an der kleineren Grenzfliche der reflectirten Welle ® =—0, im 
Raume zwischen ihrer grésseren Grenzfliiche und dem Unendlichen 
—®=——u,. Das Zeichen der Verdichtung wiirde bei der Reflexion 
bewahrt werden. Die reflectirte Welle wiire somit iiberall verdiinnt 
und dies in gleichem Maasse wie es die erste, die einfallende Welle 
war. Mit der Geschwindigkeit a wiirde sie sich nach dem Unendlichen 
hin ausbreiten, gerade eben so wie die vorhin betrachteten, aus 
anderen Griinden von S kommenden Wellen. 

22. Wenn S gasartig wiire, so wiirde die einfallende Welle einen 
Theil ihrer Energie an S abgeben. Sei @’ die Dichtigkeit von S, 
a die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Wellen in S und 


a ?o’ =k’ = einem endlichen Werth. 
Fir das umgebende Mittel haben wir schon (Nr. 12) festgesetzt: 
a’* 9, = k = einem endlichen Werth. 


Im Inneren von S, an einer Stelle wo 6, die Verdichtung ist, 
wird, in Uebereinstimmung mit Nr.2, ko, den Betrag des Druckes 
darstellen. Klar ist, dass jetzt die verdiinnte Welle, die aus dem Un- 
endlichen zur Kugel S kommt, theilweise von dieser Kugel absorbirt 
und theilweise von ihr reflectirt wird, hierbei auf S als ein tiber deren 
Oberfliiche gleichmiissig verbreiteter Druck wirkend. Sie verursacht 
damit eine Erweiterung von S, bis eine so grosse Verdiinnung dieses 
Korpers an der Oberfliche desselben zu Stande gekommen ist, dass 
der hiervon erfolgende Druck dem iiusseren, vom umgebenden Mittel 
herriihrenden, Gleichgewicht halt. Wenn dann o die Verdichtung der 
ersten, 6 die Verdichtung der reflectirten Welle: und 6, die Ver- 
dichtung von S, alles an der Oberfliiche von S, bedeuten, so muss also 
(33) k'6, =k(6+o’). 

Jene Verdichtung 6, gehdrt einer verdiinnten Welle zu, die nach dem 
Mittelpunkte von S mit der Geschwindigkeit a’ sich fortpflauzt und 
die in derselben Zeit fertig gebildet wird wie die reflectirte Welle. 
Wenn wir folglich mit } die (constante) Breite der ersten, der ein- 
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fallenden Welle, mit b’ diejenige der Welle in S, der von S absorbirten, 
bezeichnen, so muss 6’ die Gleichung erfiillen : 
(34) 7 = 


a a 


Und um nachher die Werthe von o und 6, zu gewinnen, haben wir 
nur noch von dem Umstande Gebrauch zu machen, dass die Gesammt- 
energie von S und vom umgebenden Mittel fiir bestiindig eine con- 
stante Grosse ausmacht. 

Nennen wir 7, den Radius von S und rechnen 6 als unendlich 
klein im Vergleich mit r,. Dann folgt aus den Gleichungen (32), 
(32’), dass bei der Ankunft der ersten Welle in S die Energie des 
iiusseren Mittels derjenigen dieser Welle gleich ist und gleich 4akr,*o°b, 
wenn wir, der leichteren Uebersicht wegen, 6 constant annehmen und 


daher r,?6?b fiir | 6?r?dr schreiben*). Die Energie der reflectirten 


Welle hat der Werth 4zkr,?o°?b und diejenige der zur selben Zeit 

erregten Welle in S den Werth 42k r,?6,2b’. Der eben bemerkte Satz 

von der Constanz der Energie giebt uns also die Gleichung: 
k(e’—o’*)b = K' 6,70, 

die durch Substitution von o’ = 6(1—0) die Form annimmt: 
023(2—a) = 4” 62, 


Hieraus erhalten wir, mit Beriicksichtigung von (33), (54): 


oa 2ho 
~ ke +ka? 
d. i 
2a 
Rae ae Go . 
aa+ae’ 


also, wenn @ sehr gross gegen Q, ist: 
Nur zu einem unendlich kleinen Theile, nimlich nur zu einem 
(a o’ : 4aQ,)'*" Theile wird die Energie der anfiinglichen Welle absorbirt 
von S, zum iibrigen, d. i. zum unvergleichlich gréssten Theile wird 
dieselbe zur Bildung der reflectirten Welle angewandt. Das auf letzte 
Welle beziigliche Product von Radius und Verdichtung wird 
a 
ro(1—2 2e). 
Das nimliche auf die in S erweckte, die absorbirte Welle sich be- 
ziehende Product wird > r,o(1 -- S). In allen unseren Wellen 
hat folglich im vorliegenden Falle die Verdichtung dasselbe Zeichen. 


*) Man beachte, dass das einer bestimmten Welle zugehirige Product or 
sich mit der Zeit nicht iindert. Nr. 4. 
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23. Die Breite b der ersten Welle setzen wir vergleichbar zu 7,9, 
die Breite 6’ wird dann, wegen (34), vergleichbar zu < 1,VQ- Setzen 


wir ferner fest, dass die Kugel S einen starren, sphirischen Central- 
kérper hat, concentrisch mit der Oberfliche von S, und mit einem 
endlichen Bruchtheile von 7, zum Radius, so dass die Breite der Gas- 
schicht zwischen der Qberfliiche von S und dem Centralkérper end- 
lich im Verhiltnisse zu 7, wird, so sehen wir leicht ein, dass diejenige 
Welle in S, welche die fiussere auf S einfallende Welle erregt, mit 
der Geschwindigkeit a’ nach dem Centralkérper sich fortpflanzt, ohne 
ihre sphirische Gestalt oder ihre Breite zu veriindern, und dass sie 
nachher, durch Reflexion, ohne Aenderung des Zeichens ihrer Ver- 
dichtung (Nr. 21), vom Centralkérper nach der Oberfliiche von S 
zuriickkehrt. Auch dies geschieht mit der Geschwindigkeit a’ und mit 
Beibehalten der Breite 6’. Wesentlich beruht dieser Satz darauf, 
dass b’ unendlich klein gegen 7, ist, denn sonst wiirden wir fiir eine 
derartige Bewegung der Welle in S nach dem Centralkérper hin fort- 
dauernder iiusserer Kriifte néthig haben. Zu der fraglichen Bewegung 
der Welle gesellt sich niimlich eine Bewegung der Oberfliiche von 
S, welche eine Aenderung von (1 : r,) und damit eine Energieinderung 
von § mitfiihrt, letztere Energieiinderung gleich dem Producte aus der 
genannten Aenderung von (1: 7,) in — 27Q'u,'?, falls uw,’ fiir die hier 
in Rede stehende Welle dieselbe Bedeutung hat wie in Nr. 20 u, fiir 
die dort angenommene, aus dem Unendlichen kommende Welle hatte. 
Aber jetzt wird stets diese Aenderung der Energie unendlich klein in 
Vergleich zur ganzen Energie oder zur Energie der Welle. Der oben 
angegebene Verlauf der Bewegung der Welle muss daher anniherungs- 
weise mit dem thatsiichlich sich ergebenden iibereinstimmen. 

24. Wenn die Welle in S zur Oberfliiche dieser Kugel zuriick- 
kommt, hat sie wieder 6, zur Verdichtung (Nr. 21). Sie wird dann 
ferner theilweise in S zuriickgeworfen, theilweise vom umgebenden 
Mittel aufgenommen. Bezeichnet man mit 6,’ die Verdichtung der 
reflectirten, mit s diejenige der im ‘usseren Mittel gebildeten Welle, 
wenn dieselben an der Oberfliiche von S sich befinden, so bekommt man 

ks =K(6,+6,), k*®b=—K(62—6,")b, Va=ba, 
und also , 
6, =—6,(1—2 reg » . $e 2— oy. 

Folglich ist nun bei der Reflexion der Welle in S das Zeichen 
ihrer Verdichtung geiindert worden. Dagegen ist die Verdichtung der 
Welle, die im fiusseren Gase von der Welle in S erweckt wurde, von 
demselben Zeichen wie diese. Nur ein (a9 : 4aQ,)'* Theil der Energie 
von S wird zu jener Welle des fiusseren Gases verwendet. 
27* 
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25. Noch erwiihne ich den Fall, dass gleichzeitig mit der friiheren 
Welle in S eine Welle von Aussen zur Oberfliiche dieser Kugel gelangt. 
Sei letztere Welle genau eine solche wie die in Nr. 22 betrachtete, so 
finden wir zur Zeit b: a nach ihrer Ankunft an S zwei Wellen, die 
eine im jiusseren Gase, die andere in S, deren Verdichtungen, sie 
mdgen o bez. 6,° genannt werden, den folgenden zwei Gleichungen 
geniigen : 


k(o+0o') =k (6,+6,), k(o?—o'?) = k'(o,*—6,?) . 
Wir hatten aber (Nr. 22) 


_ 2k 40 
a~ Bo — 3) 
Daher folgt: 
— 24a ae y 40 
6=— ae % © =a(1 +2 st): 
Aus dem Werthe von 6,’ sehen wir, dass jetzt zum allergréssten 
Theile die vorige Welle in S vernichtet worden ist. 


g 4. 


Nachher befolgte Annahme von der Constitution der unendlich 
kleinen Kugeln S,, S,,.... 


26. Wir wollen nunmehr annehmen, dass die Kugel S folgender- 
weise aus drei Theilen zusammengesetzt sei. Zu iiusserst hat sie eine 
gasartige, sphiirische Hiille, deren Dichtigkeit, — ich nenne sie 0’, — 
unendlich gross gegen g, ist. Die Breite, b', der Hiille ist unendlich 
klein wie g,?. Der Radius der iusseren Grenzfliiche derselben heisse 1,. 
Er soll in endlichem Verhiltnisse zu g, stehen. Im Inneren des von 
dieser Hiille umschlossenen Hohlraumes befindet sich eine kugelférmige 
Partikel, welche mit der Hiille concentrisch und als vollkommen starr 
zu betrachten ist. [hr Radius soll ein endlicher Bruchtheil von 1, sein 
und ihre Dichtigkeit endlich wie g’. Der Raum zwischen diesem Central- 
kérper von S und der vorigen Hiille ist von einem Gase erfiillt, welches 
ganz dieselbe Beschaffenheit hat wie jenes, welches S umgiebt, so dass 
seine Dichtigkeit g,, oder wenigstens hiermit vergleichbar wird. 
Die Breite dieser Gasschicht ist unendlich klein wie r,. Die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit von Wellen in ihr sei dieselbe wie im 
iiusseren Mittel, also a; diejenige von Wellen in der ‘iusseren Gashiille 
sei a. Es soll a’*@’ endlich sein. 

Die unendlich kleine Kugel verhiilt sich also, nach unserer An- 
nahme, wie eine starre Kugel, die von einer damit concentrischen, 
sphirischen, scharf begrenzten Gasschicht von einer mit dem Radius 
der starren Kugel vergleichbaren Breite umschlossen ist. 
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Der Kitirze wegen werde ich im Nichstfolgenden mit S’ die iiussere, 
grossere, mit S” die innere, kleinere Grenzkugel der dusseren Gashiille 
von der Breite b’ bezeichnen. 

Wenn jetzt von der Unendlichkeit aus eine mit S concentrische 
sphirische Welle diesem Kérper sich nihert, und die Welle iiberall 
verdiinnt ist und eine mit @, 9, vergleichbare Breite hat, so wird sie 
einmal theilweise reflectirt und theilweise absorbirt von S. In Folge 
der Absorption entsteht in der fusseren Gashiille von S eine Welle, 
die alternirend verdiinnt und verdichtet wird. Als verdtinnt pflanzt 
sie sich von S’ zu S” fort, als verdichtet geht sie in der entgegen- 
gesetzten Richtung. Es folgt niimlich aus Nr. 24, dass die Welle 
sowohl bei der Ankunft zu S” als hiervon aus zu S’ das Zeichen der 
Verdichtung wechselt, ebenso, dass sie an S” eine verdiinnte Welle 
in der inneren Gasschicht von S, an S’ eine verdichtete Welle im 
fiusseren Mittel erregt.— Wie die erste Welle nach dem starren Central- 
kérper von S sich fortbewegt und nachher hiervon zuriickkehrt, ist 
unmittelbar aus Nr. 23 zu verstehen. — Weil jedesmal bei der Ankunft 
zu S” oder zu S’ die genannte Welle in der Hiille einen (a’ 9’ : 4aQ,)'" 
Theil ihrer Energie zu einer solchen neuen Welle fiir = Umgebung 

“@ d. i, 2 


verwendet, so folgt, dass schon nach einer Zeit ——~— -, ase 
44a «@ a 


ein endlicher Theil der Energie, welche die Hiille urspriinglich von 
der Welle im iiusseren Mittel bekam, in dieser Weise verbraucht 
worden ist. Nach einer derartigen, mit 9): a vergleichbaren Zeit 
wird aber auch die, wie oben gesagt, in der inneren Gasschicht von S 
zuerst erregte Welle zu S” zuriickgekommen sein. Auch sind in der 
inneren Gasschicht von S wiihrend jener Zeit g,: a mehrere, unend- 
lich viele Wellen erzeugt worden, welche, jede Welle von der Breite 
VQ), um Abstiinde 2ab’: a’, d. i. @,/@,, nach einander folgen. Da 
sie alle verdiinnt sind, bringen sie eine Ausdehnung der inneren Gas- 
schicht und somit eine Erweiterung von S hervor. Dieselben Wellen 
erregen, wenn sie zu S” zuriickkommen, in der umgebenden Gashiille 
Wellen, welche als verdiinnte von S” zu S’ und hiervon, durch 
Reflexion, als verdichtete Wellen zu S” zuriickgehen. Weil diese 
immer, bei jeder derartigen Passage, dem iiusseren Mittel einen 
(a'g': 4a@,)" Theil ihrer Energie mittheilen, und auch die Wellen 
a 

im x 





in der Gasschicht schwiichen, so muss nach einer Zeit, die mit 
d. i. mit 1. oder Yeo 
a a 
Theil von Energie, sowohl von der inneren Gasschicht als von der 
ganzen Kugel S zum iiusseren Mittel abgegeben worden sein. 
Wir finden somit, dass die angenommene fiussere Welle wihrend 


einer Zeit 9,:a@ eine schnelle Vergrésserung des Volumens von S$ 


vergleichbar ist, in dieser Weise ein endlicher 
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veranlasst, und dass darauf wiihrend einer niichstfolgenden Zeit, ver- 


gleichbar mit //@, : a, dasselbe Volumen zu seiner urspriinglichen Grosse 
langsam zuriickgeht. 

Wenn die iiussere Welle verdichtet statt verdiinnt gewesen wiire, 
wiirden wir statt der schnellen Volumenvergrésserung von S eine 
ebenso schnelle Volumenverkleinerung von S gehabt haben. 

Eine verdiinnte Welle im fusseren Mittel, welche nicht mit § 
concentrisch ist, sondern vielmehr so beschaffen wie diejenige, welche 
von einer anderen infinitesimalen Kugel S, ausgeht, wenn fiir sie 
plétzlich eine Volumengeschwindigkeit entstanden ist, muss, wenn die 
Welle zu S kommt, neben der oben betrachteten Volumeniinderung 
von S, eine Translation derselben Kugel veranlassen, als wenn S starr 
wire. Von diesem letzten Falle handelte Nr. 6. 


Zweiter Theil. 


Das iiussere Mittel ein Gemisch zweier Fliissigkeiten. 


Einleitung. 


Sei das diussere Mittel, welches die infinitesimalen Kugeln S um- 
giebt, ein Gemisch von zwei Gasen, je von unendlich kleiner Dichtig- 
keit, und sei g die Dichtigkeit des einen Gases, welches das friiher 
betrachtete sein mége, und @ = g,(1+6); sei ferner 9’ die Dichtig- 
keit des anderen Gases und @ = 9, (1+ 0’), @) wnendlich klein wie 
Q,?: so wird @ + Q' die Dichtigkeit des Gemisches, und wenn fiir das 
erste Gas a die oben angefiihrte Bedeutung hat, a’ die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit von Wellen im zweiten Gase bedeutet, und a’*9,' end- 
lich ist, so wird a unendlich gross wie a®. — Weil jedes der Gase 
des aiusseren Mittels sich so verhilt, als wenn der ganze Raum ausser- 
halb der Kugeln S von ihm allein erfiillt wiire, so erhalten wir 
die Bewegung des Mittels in der folgenden Weise. Wir bestimmen 
erstens fiir das Gas mit der Dichtigkeit @ eine Geschwindigkeitsfunc- 
tion, welche die Bewegung der Grenzfliichen des iiusseren Mittels voll- 
stiindig darstellt und ausserdem die Verdichtung 6 des fraglichen Gases 
leistet. Sie heisse m; m ist dann genau die oben ermittelte Geschwindig- 
keitsfunction. Fiir das Gas mit der Dichtigkeit 9’ bestimmen wir in 
gleicher Weise eine Geschwindigkeitsfunction, welche, eben so voll- 
stiindig wie g, die Bewegung der Grenzfliichen, die von den Kugeln 
S und dem Unendlichen gebildet sind, darstellt. Wenn diese Func- 
tion g genannt wird, so bekommen wir, unter Voraussetzung, dass 
6 und o’ unendlich klein seien, die Function 
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209 + e0 9 
@o + eo 
als Geschwindigkeitsfunction des fusseren Mittels. Der Druck des 
Mittels in irgend einem seiner Punkte (x, y, ¢) wird demgemiiss 
— Qo “ — ad 
und daher gleich der algebraischen Summe der beiden Gasdrucke in 
demselben Punkte. 

Aus dem eben angegebenen Charakter von g und g’ folgt, dass 
jede Aenderung der Volumengeschwindigkeit einer der Kugeln S zu 
zwei Wellen Veranlassung giebt, von denen die eine mit der Ge- 
schwindigkeit a, die andere mit der Geschwindigkeit a’ von der Kugel 
aus sich fortpflanzt. Erstere gehért dem Gase mit der Dichtigkeit 9, 
letztere dem anderen Gase des Mittels zu. Jede der Wellen hat 
iibrigens die vorher beschriebene Gestalt und Verdichtung. Aehnlich 
verhilt es sich mit den Wellen, die von der Aenderung der Trans- 
lationsgeschwindigkeit einer der Kugeln herriihren. Sie theilen sich in 
zwei Paare, von denen das eine ausschliesslich dem einen, das andere 
Paar eben so ausschliesslich dem andern Gase zugehért. 

Weil a’ unendlichmal grésser ist als a, so wird es méglich, dass, 
wenn Kugeln S, und SS, vorliegen, welche hinsichtlich Volumen- 
variation und Gruppirung mit den in Nr. 11 betrachteten Kugeln 
iibereinstimmen, simmtliche Wellen, welche im Gase von der Dichtig- 
keit @’ von den Kugeln S, eines der auf 8. 400, 401 betrachteten 
Aggregattheilchen ausgehen, die Kugel S, wiihrend ihrer schnelleren 
Volumeniinderung treffen. Dann wird der vom Aggregattheilchen her- 
riihrende Theil von 


- wf J = cos #’ Xdsdé 


nach Nr, 11 gleich 
Sse mim? 1, 
Ri, @@ =—Veo 
So gross wird also die Bewegungsmenge, welche wihrend der Zeit 


© =//9,: a, vom betrachteten Theilchen, das aus (1: 9/9) Kugeln 
S, besteht, durch das Gas von der Dichtigkeit 9 der Kugel S, zu- 
ertheilt wird. Diese Bewegungsmenge wird folglich, weil g,)’ unendlich 
klein ist wie g)?, endlich im Verhiltnisse zu 
1mm? Veo 


und damit unendlich klein im Vergleich zur Bewegungsmenge, welche, 
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waihrend ©, wegen des Gases von der Dichtigkeit @ von demselben 
Aggregatentheilchen erfolgt. Denn diese letztere Bewegungsmenge, 


die durch ' 
“ss wf fa cos Xdsdt 


ausgedriickt wird, wird nach Nr. 11 gleich 


1 mm, Veo 


eo @ Ri, a 

Von keinem der in Nr. 11 construirten Theilchen des Aggregates 
der Kugeln S, liefert das Gas von der Dichtigkeit 9’ eine gréssere 
Bewegungsmenge als vom vorigen Theilchen. Also, wenn die Volumen- 
iinderungen der infinitesimalen Kugeln von der oben im § 2 erdrterten 
Art sind, so wird das dussere Mittel nur die in jenem Paragraph 
angegebene Wirkung auf die Kugeln haben, obgleich jetzt jenes 
Mittel nicht, wie friiher, von blos einem Gase ausgemacht wird, son- 
dern von einem Gemische von zwei Gasen, von denen das eine eine 
Dichtigkeit (9’) hat, welche unendlich klein ist wie das Quadrat der 
Dichtigkeit (@) des anderen. 

Dasselbe gilt, wenn, statt des Gases von der kleineren Dichtigkeit 
(9’), eine unzusammendriickbare Flissigkeit von der Dichtigkeit @,' 
den einen Bestandtheil des Mittels ausmacht. — In diesem Falle kann 
auch von keiner chemischen Einwirkung der zwei Bestandtheile des 
Mittels auf einander die Rede sein, wie auch die Méglichkeit einer 
derartigen gegenseitigen Wirkung von obiger Betrachtung mit Noth- 
wendigkeit ausgeschlossen war. Man hat nur, im Falle des Vorhanden- 
seins einer unzusammendriickbaren Fliissigkeit im iiusseren Mittel, die 
beziigliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit a’ fiir unendlich gross zu 
zihlen, 

In den im § 2 betrachteten Fiillen liefert folglich die wnzusammen- 
driickbare Fliissigkeit des dusseren Mittels, im Vergleich zum Gase 
desselben, keinen merklichen Beitrag zu den Druckkriften auf die in- 
finitesimalen Kugeln S. 

Ganz anders verhilt sich die Sache, falls die Volumina aller S 
blos oscilliren, und dies so thun, wie es die folgenden Gleichungen 
aussagen : 





— 2x, 


m, = @, sin nt, 
(35) m, = , sin nt, 


no 


2m _ 20% 
os «@ 


= Zé 

@,, @,,... unabhingig von ¢ Dann wird das Gas von der Dichtig- 
keit g nur eine unendlich kleine oscillatorische Bewegung des Mittel- 
punktes von S, hervorbringen kénnen. Denn denken wir an den 
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Effect, welchen eines der vorhin betrachteten Theilchen des Aggregates 
der Kugeln S, auf S, hat. Von den Wellen, welche im Gase von der 
Dichtigkeit @ die Kugeln des Theilchens erregen, giebt es eben so 
viele, welche zu S, kommen, wenn diese Kugel in Volumenver- 
grésserung als wenn sie in Volumenverkleinerung begriffen ist. Diese 
Wellen heben daher zu je zweien ihre Wirkungen auf S, auf. Dem- 
gemiiss fiihrt auch die in Nr. 11 angestellte Rechnung, wenn sie auf 
den vorliegenden Fall angewandt wird, und die betreffenden Inte- 
grationen nach ¢ iiber eine ganze Zeitperiode (2¢) einer Volumen- 
oscillation von S, ausgedehnt werden, zu dem Resultate, dass jetzt 
— of oe cos r X dsdt 
8 

verschwindet. Dagegen ergiebt sich aus der Rechnung, die in der 
Kinleitung zum vorangehenden Abschnitte geftthrt wurde und welche 
eben den Fall der hier angenommenen Werthe von m,, m,,... und 
einer unzusammendriickbaren Fliissigkeit als umgebenden Mittels be- 


trifft, dass : 
= w [foe cos r X ds dt, 


auf die niimliche Zeitperiode 2¢ ausgedehnt, den Betrag hat: 


+ & ZG 
a. 28, 





22, ; 
12 

die angedeutete Summirung tiber alle Kugeln des Theilchens erstreckt. 
Bemerken wir, dass g, unendlich klein ist wie g,*, so sehen wir also, 
dass, wenn insbesondere die Massen M,, M,,... der verschiedenen 
Kugeln S die Bedingungen erfiillen: 

(35’) M,=ko@,, M,=—keo,. 

siimmtliche Kugeln, nach dem Newton’schen Gravitationsgesetze , gerade 
so auf einander wirken miissen, als wenn im dusseren Mittel das Gas 
von der Dichtigheit @ fehite. 


§ 5. 
Von Aggregaten von oo” unendlich kleinen Kugeln von der in Nr. 26 
beschriebenen Zusammensetzung. 


27. Betrachten wir ein Aggregat von 1 : @,° infinitesimalen Kugeln 
S im letzt besprochenen Mittel, und setzen wir fest, dass die Volumina 
aller Kugeln auf die durch die Gleichungen (35), (35’) dargestellte 
Weise (gleichzeitig) oscilliren, so leuchtet sofort aus dem eben Aus- 
einandergesetzten ein, dass die Kugeln des Aggregates sich einander 
zu nahern streben. Dabei werden die iiusseren Kugeln eher als die 
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inneren zu Contact gefiihrt, denn eine innere Kugel ist symmetrischer 
von anderen Kugeln des Aggregates umgeben als eine iiussere, und 
die Druckkriifte auf eine innere Kugel heben sich desshalb in bedeutend 
grésserem Maasse auf als die auf eine fiussere. Wenn auch hierbei 
hauptsiichlich blos die unzusammendriickbare Fliissigkeit des Mittels 
zur Geltung kommt, so bleibt doch keineswegs das Gas von der Dich- 
tigkeit @ ganz ohne Einfluss. Es bewirkt niimlich, dass in Folge der 
Wellen, welche die Kugeln bei den vorgeschriebenen Variationen der 
m in ihm erregen, der Contact, oder die Stiirke des Contactes, 
periodisch ausfillt. Die Periode 29,:a der m wird natiirlich auch 
die Periode des Contactes, 

28. Eine fremde Welle wird im Allgemeinen den Contact der 
Oberfliichenkugeln des Aggregates fiir eine lingere Zeit abbrechen. 
Die Welle muss nimlich, wenn sie eine Kugel S der Oberfliche des 
Aggregates trifft, dieser Kugel, namentlich dem inneren Gase derselben, 
eine Wellenbewegung mittheilen, welche, nach Nr. 26, im Allgemeinen 
erst nach Verlauf einer Zeit //9,:a fiir zum gréssten Theile wieder 
nach Aussen abgegeben angesehen werden kann. Die im Gase des 
iiusseren Mittels von den entstandenen Volumeniinderungen der Kugeln 
erweckten Druckkriifie bewirken, dass, wihrend letzter Zeit, welche 
eben die Zeit einer neuen Volumeninderung von S ist, S in der Regel 
frei von Contacten mit nichstliegenden Kugeln wird. Diese Wirkung 
der fremden Welle fiingt erst zu einer Zeit b’: a’ nach ihrer Ankunft 
bei S an. 0’: a’ ist niimlich die Zeit, welche ein iiusserer Impuls auf 
S nothig hat, ehe er auf das innere Gas von S einige Wirkung iiussern 
kann. Es ist b': a’ dusserst klein, vergleichbar mit @, /9,: a. 

Aber wenn der Contact der Oberfliichenkugeln des Aggregats an 
einer Stelle gestért wird, so nihern sich niichstliegende innere Kugeln 
desselben einander, um durch eine neue Fliche den zerstérten Flichen- 
theil zu ergiinzen. Im vorliegenden Falle, wo der Contact in der 
Nihe von S wahrend einer ganzen Zeit /g,: a gebrochen bleibt, 
miissen wir fiir wahrscheinlich oder wenigstens fiir méglich halten, 
dass zur Zeit /g,: a nach der Ankunft der fremden Welle nicht 
weniger als zwei Flichen im Aggregate auftreten, eine, welche das 
Aggregat iiusserlich begrenzt, und eine, welche wir als die innere 
auszeichnen wollen, in der Entfernung /g, von jener. Diese zwei 
Flichen werden wir iibrigens auch vor der Ankunft der fremden 
Welle finden, wenn wir annehmen, dass die Kugeln des Aggregates, 
welche, in Contact mit einander, die ‘ussere Begrenzung desselben 


ausmachen, eine Schicht von der Dicke /g, bilden*), welche Annahme, 


*) oder von einer damit vergleichbaren Dicke. 
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nach dem in der vorangehenden Nr. Bemerkten, der Wahrheit viel- 
leicht am meisten angemessen ist. 

Das Auftreten der inneren Fliche hat zur Folge, dass ein Theil 
der fremden Welle zwischen den beiden Filiichen des Aggregates er- 
halten wird, indem derselbe Wellentheil abwechselnd von jener oder 
dieser Fliche zuriickgeworfen wird. Seine Breite wird nur ab’: a’, 
d. i. @, YQ, sein, in Uebereinstimmung damit, dass der Zusammen- 
hang eines und desselben Stiickes der Fliche nur eine Zeit b’: a’, d. i. 
0) V0): 4, dauert. Der genannte Wellentheil bewirkt iibrigens, dass 
jener Zusammenhang periodisch nach Zeiten //9,: a, und nur so, zu 
Stande kommt. Die Reflexion des Wellentheils von den Fliichen ge- 
schieht, weil g (Nr. 26) unendlichmal grésser als @ ist, ohne 
Aenderung des Zeichens der Verdichtung. — Offenbar wird der aller- 
grésste Theil der fremden Welle durch das Aggregat hindurchgehen. 
Dass hierbei allerdings durch Absorption von den oo* Kugeln des 
Aggregats die Welle geschwiicht wird, ist aus Nr. 26 unmittelbar klar. 
Dasselbe gilt natiirlich auch, doch in geringerem Grade, vom Wellen- 
theile, der zwischen den beiden Flichen sich bewegt. Wegen seiner 
oftmals, nach Zeiten < 9, : a, wiederholten Passage tiber die Kugeln 
zwischen den Fliichen werden natiirlich diese Kugeln, gleich wie die 
inneren des Aggregates, als immer freie Punkte sich verhalten. 

Die Breite der urspriinglichen, fremden Welle darf mit @, ver- 
gleichbar sein. | 

29. Wenn die urspriingliche Welle verdichtet war, wird auch die 
Welle zwischen den beiden Fliichen des Aggregates verdichtet; wenn 
jene verdiinnt war, wird auch diese verdiinnt. Nachdem die erste 
Welle durch das Aggregat gegangen ist, steht im Aggregate vornehm- 
lich nur die angefiihrte Welle, von der Breite 9, /@,, zwischen den 
beiden Flichen zuriick. Sie veranlasst fiir die Kugeln zwischen den 
Flichen, besonders fiir die Kugeln dieser Flaichen selbst, periodische 
Volumeniinderungen von der in Nr. 26 besprochenen Art. Wenn wir 
die Geschwindigkeit der langsameren Volumenriickkehr einer Kugel an- 
niiherungsweise fiir constant halten, werden wir demnach bei den 
fiusseren Kugeln des Aggregates, nebst den vorher angenommenen 
Volumenoscillationen (35), Volumeniinderungen finden, die gerade die 
in Nr. 11 erérterten werden. Wir finden, dass fiir keine innere Kugel 
des Aggregates, d. i. fiir keine Kugel, die nicht der genannten Flichen- 
schicht desselben augehért, in solcher Weise das Volumen periodisch 
sich andert. 

30. Wenn die urspriingliche Welle die Breite g, hat und aus 
zwei gleich breiten Schichten besteht, und die eine Schicht verdiinnt, 
die zweite eben so sehr verdichtet ist, und die verdiinnte Schicht vor- 
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angeht, so bekommen wir anfangs an Stellen zwischen den beiden 
Flaichen des Aggregates, welche der ersten Ankunftsstelle der Welle 
sehr nahe liegen, Verdiinnung, weil nimlich die innere Fliche des 
Aggregates, wenn die Welle ankommt, zusammenhingend ist, und bleibt 
es eine Zeit gleich 6b’: a’ (Nr. 26) nach der Ankunft der Welle, wiihrend 
welcher Zeit ein Theil der Welle und zwar ein Theil von der erst 
kommenden (d. i. hier der verdiinnten Schicht derselben) nach der 
iusseren Fliche hin reflectirt wird. Durch die nach der genannten 
Zeit b': a’ offen gewordenen und wihrend einer folgenden Zeit 


V¥Q.:@ offen bleibenden Zwischenriume zwischen den getroffenen 
Kugeln der inneren Flaiche dringt dann eine iiberwiegend verdichtete 
Welle ins Innere des Aggregates. Zu irgend einer entfernteren Stelle 
der inneren Fliche kommt diese Verdichtung friiher als die wie er- 
wihnt entstandene Verdiinnung zwischen den beiden Fliichen, denn 
letztere pflanzt sich, im Gegensatze zur ersteren, zum Theil durch 
Reflexion von diesen beiden Fliichen fort. Aber die Verdichtung 
kommt doch nicht, ehe die urspriingliche, fremde Welle durch ihren 
vorangehenden Theil den Contact der inneren Fliche an der betrach- 
teten Stelle gebrochen hat. In Folge hiervon wird an entfernteren 
Stellen der Oberfliche des Aggregates von dessen Innerem Verdichtung 
zwischen den beiden Flichen sich ansammeln, dagegen von Aussen 
Verdiinnung ins Innere eintreten. 

Diese Theilung der ifiusseren Welle wird insbesondere dann von 
Bedeutung, wenn es unendlich viele unter sich gleiche Wellen giebt, 
welche nach Zeiten, die endliche Multipla von //g,:a@ sind, eine 
liingere Zeit auf einander folgen. Denn durch die unendlich vielen 
Wellen wird wenigstens zu Anfang die verschiedenartige Wellen- 
bewegung im Aggregate verstiirkt. Spiiter kann es méglich werden, 
dass jede einzelne Stelle der Oberfliiche des Aggregates eine bestimmte, 
periodische, nach Zeiten //g, : a wiederkehrende Wellenbewegung auf- 
weist. Vgl. Nr. 32. 

31. Unter 2, 2, verstehen wir zwei Koérper, die von zwei 
Kugelaggregaten der obigen Art ausgemacht werden, Wir bringen sie 
in Contact mit einander. Die Beriibrungsfliiche wird eine zweimal zu 
zihlende innere Fliche der Kérper. Nehmen wir nun an, dass eine 
Welle von der letzt betrachteten Beschaffenheit, d. i, von gleicher 
Verdichtung als Verdiinnung, von 2, nach 2, durch die Beriihrungs- 
fliiche geschickt wird, so folgt aus dem Vorangehenden, dass von 
dieser Fliche die Welle so afficirt wird, dass sie an 2, eine Ver- 
diinnung, an 2, eine eben so grosse Verdichtung abgiebt. Hine 
Schaar von unendlich vielen Wellen dieser Art, nach Zeiten /g,: 4 
auf einander folgend, bewirkt, dass in 2, und 2, bestiindig verdiinnte 
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bez. verdichtete Wellen vorkommen. Letztere Wellen bleiben dann 
zuriick, wenn wir die Kérper von einander trennen, 

Wire die Welle von 2, nach 2, von entgegengesetzter Art, d. h. 
ginge ihr verdichteter Theil voran, so hiitte sie einen entgegen- 
gesetzten Effect, so dass in 2, eine Verdichtung, in &, eine Ver- 
diinnung des inneren Mittels entsteht. 

Wenn die Kugeln der beiden Kérper in der Weise verschieden- 
artig sind, dass ihre jfiusseren Hiillen (Nr. 26) eine verschiedene 
Dichtigkeit besitzen, oder wenn nur die Kugeln des einen Korpers 
niiher an einander liegen als die des anderen, so werden durch einen 
und denselben Impuls auf beide Kérper Wellen erzeugt, welche fiir 
jene selben Korper von differenter Stirke werden. Sie haben daher, 
wenn besonders jede Welle in demselben Maasse verdiinnt als ver- 
dichtet ist, denselben Effect wie eine Schaar von Wellen der 
obigen Art, welche in einer und derselben Richtung, von einem zum 
anderen Kérper fortgehen. 

32. Nachdem der Kérper 2, von 2%, getrennt worden ist, verhiilt 
er sich wie das in Nr. 29 erwihnte Kugelaggregat, indem, wenn nur 
an den in der vorangehenden Nr. zuerst erwahnten Fall gedacht wird, 
zwischen seinen beiden Fliichen eine allenthalben verdiinnte Welle 
sich hin und her bewegt. Wie schon gesagt, folgt hieraus, dass die 
Kugeln in und zwischen diesen Flichen, nebst den in Nr. 27 an- 
genommenen Volumenoscillationen (35), anniihernd die in Nr. 11 be- 
schriebenen Volumeniinderungen erhalten. Hierbei sei bemerkt, dass, 
weil die Welle jedesmal bei ihrer Reflexion von einer der Fliichen 
einen a” Theil ihrer Energie verliert, schon nach einer Zeit 
Yo, ein endlicher Theil derselben zum ifusseren Mittel verloren 
gegangen sein muss. Aber wenn die fragliche Welle durch eine 
Schaar von unendlich vielen Wellen, durch 2, und 2, von jenem zu 
diesem Kérper fortgehend, hervorgebracht worden ist, so ist sie selbst 
als eine Vereinigung von unendlich vielen Wellen zu betrachten, und 
die in Frage kommende Wellenbewegung in 2, kann dann auch eine 
endliche Zeit bemerkbar werden. 

Wir nehmen jetzt an, dass 2, unendlich weit von 2, entfernt 
wird, dass dagegen ein dritter Kérper 2,, von derselben Constitution 
als 2,, aber ohne irgend welche Wellenbewegung in seinem Inneren, 
in die Nahe von 2, geriickt ist. Er wird dann den Wellen aus- 
gesetzt, die von den Volumeninderungen der Fliichenkugeln von 2, 
erfolgen. Betrachten wir die Geschwindigkeit, mit der irgend eine 
dieser Kugeln, nach ihrer schnelleren Volumenvergrésserung, ihr 
urspriingliches Volumen wieder herstellt, als constant, so werden jene 
Wellen eben die friiher in Nr. 11 betrachteten, deren jede aus einem 
verdichteten Theile und einem verdiinnten zusammengesetzt ist. Der 
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verdichtete Theil geht jetzt voran. Die beiden Wellentheile haben 
dieselbe Breite, vergleichbar mit @,; der eine Theil ist tibrigens in 
demselben Maasse verdichtet wie der andere verdiinnt. 

Aus der 30. Nr. ersehen wir nunmebhr leicht, wie auf 2, diese 
Wellen influiren. Zwischen den beiden Flichen von 2, finden wir 
eine Welle, die an den Stellen, welche X, am niichsten sind, verdichtet, 
an den entfernteren Stellen verdiinnt wird. Das Innere von 2, wird 
von jenen zu diesen Stellen von verdiinnten, von letzteren zu ersteren 
Stellen von verdichteten Wellen durchzogen. Die Verdiinnung in 2, 
wird von derselben Grésse wie die Verdichtung. Zufolge der Welle 
zwischen den Fliichen von 2, werden die schnelleren Volumen- 
iinderungen derjenigen Fliichenkugeln dieses Kérpers, welche 2, am 
nichsten liegen, Verkleinerungen, die Aenderungen von 2, am 
weitesten entfernter Kugeln Vergrésserungen sein. Die Zeit einer 
vollstiindigen Volumenvariation einer Kugel wird fiir alle Kugeln die- 
selbe, gleich ©, vergleichbar mit //g, : a. 

Jede der Kugeln im Inneren von &,, d. i. innerhalb der inneren 
Fliche dieses Kérpers, wird, wihrend jedes Zeitraumes ©, von einer 
verdichteten und einer verdiinnten Welle getroffen, und also wird die 
zugehérende Volumeniinderung aus zwei Veriinderungen von unter sich 
entgegengesetzter Art bestehen. 

Die Wellenbewegung in 2, die von den Wellen von 2, ent- 
sprungen ist, kann natiirlich erst dann stationiir werden, d. h. nach 
Zeiten © in ganz derselben Weise sich reproduciren, wenn ihre Energie 
ein Maximum erreicht hat, so dass wihrend jeder folgenden Zeit © 
der Kérper 2, eben so viel von Energie von 2, empfingt, wie er 
deren an das iiussere Mittel verliert. Uebrigens miissen, damit die 
Wellenbewegung stationiir werde, die Kugeln in und zwischen den 
beiden Flichen von 2, keine endliche Translationsbewegung lings 
dieser Fliichen erhalten, denn sonst wiirden diese Flichen nicht nach 
Zeiten © in ganz der gleichen Weise sich wieder herstellen, was wir 
fiir eine nach diesen Zeiten sich giinzlich wiederholende Wellen- 
bewegung fiir néthig halten miissen. Dass das Innere von 2; in 
demselben Maasse von verdiinnten als von verdichteten Wellen erfiillt 
sei, haben wir schon bemerkt. Analytisch formulirt man diese Be- 
dingungen wie folgt: 

Weil immer die Kugeln von 2, und 2, nur sehr kurze Zeiten, 
0) Ve): 4, in Contact mit einander sind, so werden ihre gegenseitigen 
Wirkungen nach den Formeln fir vollkommen freie Kugeln zu be- 
stimmen sein. Wir schliessen daher aus Nr. 11, 12, — unter Beriicksich- 
tigung dessen, was in der Einleitung zu diesem Abschnitte vom Effecte 
der Volumenoscillationen (35) auseinandergesetzt wurde, — dass, wenn 
wir mit — 42m, die constante Volumengeschwindigkeit der Volumen- 
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riickkehr einer Kugel S, in 2, mit — 4am diejenige einer anderen 
von den Kugeln in 2, und &, bezeichnen, wir die Componenten der 
Kraft, der jene S, ausgesetzt wird, durch Differentiation in Bezug auf 
die Coordinaten von S, der Function 


— 2xQ,m, a z 


erhalten miissen. Die Summirung ist selbstverstiindlich iiber siimmt- 
liche Kugeln in 2, und 2, auszudehnen. Die Function 


V2x Qo a x ’ 


welche wir der Kiirze wegen U nennen, spielt hier dieselbe Rolle wie 
in der Electrostatik das electrische Potential. Weil die inneren Kugeln 
von 2, in einer und derselben Zeit © in demselben Maasse ihre Volu- 
mina vergréssern als vermindern, haben wir fiir sie m=O zu setzen 
und bekommen desshalb fiir das Innere dieses Korpers: 

(36) AU =0. 

Weil die Fliichenkugeln keine mit der Zeit wachsende Translation 
lings der Oberfliiche besitzen, muss fiir die Fliche von 2, 

(37) U = Const. 

sein. 

Die aus der obigen Definition von U ersichtliche Eindeutigkeit, 
Endlichkeit und Continuitit dieser Function fiihren dann auch fiir das 
Innere von 2, zu derselben Gleichung (37). Aus jenen Gleichungen 
(36), (37) folgt, dass U denselben Charakter haben muss wie das 
electrische Potential von X, und X,, wenn 2, ein vollkommener elec- 
trischer Leiter ist. 2, war von derselben Constitution wie 2, an- 
genommen. Letzterer Kérper muss dann natiirlich so von 2%, influirt 
sein, dass auch fiir sein Inneres U einen constanten Werth aufweist. 

Wir hatten hier nur oscillatorische Bewegungen der Kugeln. 
Diese sind in folgender Weise entstanden. Mit der betrachteten Welle 
zwischen den Fliichen des Aggregates, 2, oder 2,, folgt eine zu- 
sammengesetzte Welle, die von den Kugeln kommt, welche die erste 
Welle iiberschreitet. Diese zusammengesetzte Welle riihrt von den- 
jenigen Volumeninderungen der Kugeln her, welche die erste Welle 
hervorbringt. Damit folgt aus den Entwickelungen der 11. Nr., dass 
irgend eine Kugel S, der iiusseren Fliche des Aggregates, wihrend 
die erste Welle sie in ihre schnellere Volumenverinderung versetzt, 


von innerhalb der Fliiche liegenden (1:/0,) Kugeln angezogen 
wird. Spiiter finden wir sie von anderen (1: g) inneren Kugeln und 
von den naheliegenden Flichenkugeln in der entgegengesetzten Rich- 
tung gefiihrt. Dass die Geschwindigkeit dieser Bewegung in der 
obigen Rechnung nicht mitzunehmen ist, beruht darauf, dass man 
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eben den gréssten Werth derselben als endlich zu betrachten hat 
(Nr. 13). 

33. Ein Aggregat von dreifach unendlich vielen unendlich kleinen 
Kugeln, fiir welche die Stiirke des Contactes mit der Entfernung von 
der Oberfliiche des Aggregats zunimmt, ist offenbar eben so denkbar 
wie das vorhin betrachtete. In einem solchen Aggregate kann zwar 
eine Theilung einer fiusseren Welle vermittelst der Flichenschicht des 
Aggregates geschehen, aber es kann keine solche Wellenbewegung 
wie die eben beschriebene in seinem Inneren auftreten, Denn eine 
Partie des Inneren ist fortwiihrend zusammenhiingend, wodurch sie 
den directen Durchgang einer Welle verhindert. Betrachten wir aber 
eine dieser Partie zugehérende fiussere Kugel, die von einer Welle direct 
getroffen werden kann. Von der Kugel wird ein Theil der ankommen- 
den Welle absorbirt, so dass, wenn die Welle verdichtet ist, durch die 
Hiille (Nr. 26) der Kugel eine Verdichtung zu deren Innerem geschickt 
wird, und in entgegengesetzter Richtung eine Verdiinnung von der 
inneren Fliiche der Hiille zu ihrer fiusseren Fliiche (Nr. 26) und somit 
zu den sie beriihrenden Kugeln fortgeht. Fir erstere Kugel haben 
wir dann anfangs eine Volumenverkleinerung, fiir letztere Volumen- 
vergrosserungen. Nur in solcher Weise, durch Leitung zwischen den 
Hiillen der Kugeln, pflanzt in diesem Falle die fiussere Welle ihre 
Wirkung fort. 


§ 6. 


Von drahtférmigen Kérpern. Analogien zu den electrischen Strémen. 


34. Zwei Kugelaggregate X,, X, von der in Nr. 27—32 erirterten 
Beschaffenheit, von denen X, von einer verdiinnten, X, von einer ver- 
dichteten Welle durchlaufen wird, miissen, nach dem Obigen, solche 
Krifte auf einander ausiiben, als wiiren sie electrische Leiter, die mit 
entgegengesetzten LElectricititen geladen sind. Wenn sie mittelst eines 
Drahtes mit einander verbunden werden, so wird durch die entstehen- 
den Zwischenriiume zwischen den Partikeln der Kérper an den Be- 
riihrungsstellen mit dem Drahte durch diesen eine verdiinnte Welle 
von 2, zu X,, und ebenso vom letzteren zum ersteren Kérper eine 
verdichtete Welle fortgefiihrt. Wenn durch irgend eine Vorrichtung 
die Wellenbewegungen in 2, und 2, constant gehalten werden, so 
wird der Draht dauernd von einer ganzen Schaar von verdinnten 
Wellen in der Richtung von 2, zu 2, und von einer Schaar von 
verdichteten Wellen in der entgegengesetzten Richtung durchlaufen. 
Die Wellen einer und derselben Schaar folgen einander in gleichen 


Abstiinden gleich /g,. Um den Einfluss dieser Wellen auf die Par- 
tikeln des Drahtes beurtheilen zu kénnen, behandeln wir zuerst den 
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Fall, dass nur eine, die erst genannte Wellenschaar den Draht 
durchfliesst. 

Mit ZL bezeichne ich den Draht, Seine Querschnitte mégen Dia- 
meter, vergleichbar mit /@, haben. Die Breite einer jeden der an- 
genommenen, ebenen, verdiinnten Wellen sei 9, /g). Wenn eine 
dieser Wellen iiber eine Kugel des Drahtes passirt, bringt sie eine 
schnelle Volumenvergrésserung derselben hervor, welche eine Zeit 
é = @,:a@ dauert, und der unmittelbar eine constante, unendlich lang- 
samere Wiederherstellung des Volumens nachfolgt (Nr. 26). Bei der 
erstgenannten Volumeniinderung wird die Kugel der Mittelpunkt einer 
zusammengesetzten Welle von der Breite g,. Ein periodisch, nach 
Zeiten Yo, : @ wiederkommender Contact zwischen den Flichenkugeln 
des Drahtes verhindert den Austritt der einfachen, verdiinnten Wellen 


zum iiusseren Raume. Der Contact dauert aber nur, — das werden 
wir annehmen, — wie friiher, eine Zeit @, 9): a und kann daher 


dem freien Austritte der zusammengesetzten Wellen von der Breite 
@,, welche von den Volumeniinderungen der Partikeln des Drahtes 
herriihren , kein Hinderniss entgegenstellen. Betrachten wir also eine 
Kugel S, des Drahtes und zwei Querschnitte desselben zu beiden Seiten 
von S, in einer Entfernung g, von einander. Die Kugeln des einen 
der Querschnitte und zwar desjenigen, durch welchen die Welle erst 
passirt, nennen wir @, b, c,...; die des anderen Querschnittes 
2 a ee ; 

Sei insbesondere a eine Kugel, die, bei ihrer, von einer der er- 
wihnten verdiinnten Wellen verursachten Volumeniinderung, eine zu- 
sammengesetzte Welle ausschickt, welche zu S, kommt in unmittel- 
barer Folge mit jener verdiinnten Welle, so muss deswegen S, von a 
angezogen werden (Nr. 11). Von den Kugeln des anderen Quer- 
schnittes mag c’ eine sein, von der eine zusammengesetzte Welle aus- 
geht, welche S, trifft, erst wenn eine Zeit nach der Bildung dieser 
Welle vergleichbar mit //g, : a verflossen ist, und zwar zur Zeit, wo 
wieder eine verdiinnte Welle zu S, gekommen ist. Dann haben wir 
fiir S, eine Anziehung nach c’. Weil aber S,c’ > S,a, namlich S,c’ 
vergleichbar mit /@,, S,a vergleichbar mit g,, so wird (Nr. 11) 
letztere Anziehung kleiner, unendlichmal kleiner, als erstere. Die 
Repulsionen, welche (Nr. 11) die Kugeln b, c,... auf S, ausiiben, 
besonders zu den Zeiten, wo die von ihnen ausgeschickten Wellen 
liber S, passiren, werden schon nach Zeiten, vergleichbar mit ¢, von 
Kugeln a’, b’,... aufgehoben*). Aber Querschnitte in grésserer Ent- 


*) Wir haben dann von derjenigen Verriickung von S, abgesehen, welche 
3 Vim, 
2 Ri? 
Mathematische Annalen, XXXIV. 28 


vom oben nicht beriicksichtigten Theile von der Geschwindigkeit 
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fernung von S, heben nicht so geschwind ihre Repulsionen auf S, 
auf. Wir sehen folglich, dass unmittelbar, nachdem eine Welle der 
vorausgesetzten Wellenschaar iiber S; gegangen ist und wiihrend das 
Volumen dieser Kugel demzufolge plétzlich sich erweitert, S, schuell 
nach a, b, ¢,... hin, d.i. von der Welle zuriickweicht; nachher setzt 
dieselbe Kugel ihre Bewegung zwar in derselben Richtung fort, aber 
mit einer kleineren Geschwindigkeit als derjenigen, welche in der 
ersteren Bewegung die griésste ist. Die angenommene Wellenschaar 
bestand aus unendlich vielen Wellen, die in Zeiten /o,:a auf ein- 
ander folgen. Demgemiiss werden die Volumeniinderungen von S, 
periodisch. Sowohl irgend zwei consecutive Fliichenkugeln als auch, 
wegen der Kleinheit der Querschnitte von LZ, niichstliegende innere 
Kugeln des Drahtes kénnen in gleicher Weise periodisch in Contact 
mit einander gefiihrt werden. Wir nehmen an, dass dies geschieht. 


Wegen der kurzen Zeit des Contactes (g, /@,: 4a) kann keine solche 
Ausgleichung der Wellen in den Hiillen der Kugeln und somit von 
den Volumeniinderungen dieser eintreten, wie die in der vorausgehen- 
den Nr. erérterte. 

Wir haben jetzt eine ganz entschiedene Fortfiihrung der Kugeln 
S des Drahtes in der Richtung, welche der Fortschreitung der Wellen 
entgegengesetzt ist. Aber wenn wir zum erst erwihnten Faile zuriick- 
gehen, wo sich zwei Wellenschaaren fanden, von denen die eine aus 
allenthalben verdiinnten, die andere aus allenthalben verdichteten 
Wellen besteht, kommt keine solche endliche Translation zu Stande. 
Wir erhalten nimlich fiir die Partikel S eine Bewegung, die aus zwei 
nach einander vor sich gehenden Bewegungen zusammengesetzt ist, 
von denen die eine tihnlich der eben beschriebenen wird, also in einer 
schnellen Bewegung nach 2, hin, von einer schnellen Volumenver- 
grésserung von S, begleitet, und in einer nachfolgenden langsameren 
Translation von derselben Richtung, von einer langsamen Volumen- 
riickkehr begleitet, besteht, die andere von entgegengesetzter Art ist, 
so dass sie in einer schnellen Bewegung nach 2, hin, von einer 
schnellen Volumenverkleinerung begleitet, und in einer nachfolgenden 





des Mittelpunktes von S, bedingt wird, Die Verriickung dieser Art, die von 
a’,b’,c’,... veranlasst wird, wird von entgegengesetzter Richtung zu der von 
a, b, c,... veranlassten. Letztere wird aber grisser als erstere, Da es sich im 
Folgenden ausschliesslich um Driihte handelt, die von verdiinnten Wellen in der 
einen und verdichteten Wellen in der anderen Richtung durchflossen werden , so 
finden wir die Geschwindigkeit jener Verriickung von S, gleich in Richtung und 
Grisse fiir beide Halbperioden © ihrer Volumeniinderung. Deswegen fillt diese 
Geschwindigkeit von selbst aus den folgenden Formeln weg. Fir die Partikeln 
des Drahtes hiitten wir, in Folge dieser Verriickungen, eine bestimmte Fort- 
fiihrung (ohne Acceleration) in der Richtung, in welche die verdiinnten Wellen 
fortschreiten. 
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unendlich langsameren Translation in derselben Richtung, von einer 
langsamen Volumenriickkehr begleitet, besteht. Jedesmal triigt der 
genannte Contact mit einer niichstliegenden Kugel zur Richtungs- 
iinderung der Translation von S, bei, namentlich zum Hemmen der 
vormaligen Bewegung. Wir bekommen somit als eine mittlere Be- 
wegung der Kugeln des Drahtes Z die in Nr. 14 geschilderte. Hier- 
bei ist jedoch zu bemerken, dass, damit h, von der dort angegebenen 


Gréssenordnung werde, wir m° noch groésser setzen miissen, als daselbst 
1 


geschah, niimlich als vergleichbar mit @,20, °. 

35. Wenn dann zwei solche Driihte wie Z vorhanden sind, und 
beide in der genannten Weise von Wellen durchlaufen werden, so 
lehren uns die Entwickelungen der Nr. 16, die zwischen ihnen zu 
Stande gekommenen Krifte zu bestimmen. Mit Z,, L, bezeichnen 
wir die beiden Drihte, mit S,, S,’ die Partikel von Z,, mit S,, S,’ 
diejenigen von L,; iibrigens behalten wir die Bezeichnungen der ge- 
nannten Nr. bei. Die Componenten der Kraft, welche Z, auf S, aus- 
iibt, werden, nach der Gleichung (28) Nr. 16, wo jetzt H = H' = 0, 
durch Differentiation der folgenden Function W in Bezug auf die 
Coordinaten 7, y,, % der Kugel S, erhalten: 


faa mms? hy , h,’ ols 
(38) W——8xq,x Do tre cos hy (1 — “© cos hy’ Ry). 


Die angedeutete Summirung soll iiber alle S, (mit positiven m,° und 
hy), oder auch iiber alle S,’ (mit negativen m,° und h,) erstreckt 
werden. Die Resultate der vorgeschriebenen Differentiationen hiingen 
wesentlich davon ab, wie h, cos hy R,, mit der Lage (x, y,, 2,) von 
S, variirt. 

Schreiben wir 


(39) V2x0,% >) m," ~ — ids, 
wo wir die Summirung iiber alle S, eines und desselben Querschnittes 
von J, erstrecken und mit ds ein Linienelement der Liingenaxe von 
L, verstehen, dieses positiv gerechnet in der Richtung des Fortschreitens 
der verdichteten Wellen durch Z,, und insbesondere ds gleich dem 
Abstande zweier consecutiver S, setzen, so wird 


40) W=—4/2x0,xm,° | icos R,,ds(1—™ cos R,,h,’) 2 
4 Qo # My 21 a 21% ) Ry? 


falls die Integration iiber die ganze Lingenaxe von LZ, in der ge- 
nannten als positiv zu zahlenden Richtung ausgedehnt wird. 

Hieraus folgt, dass, wenn ZL, unendlich wenig verschoben und 
deformirt wird, die Krifte von LZ, auf ZL, die Arbeit verrichten: 


(41) > (ie an, +--+ Se da, +--+). 


1x 





28* 
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Das Summenzeichen betrifft sowohl alle Kugeln S, (x,, y,, 2) als 
alle S,’ (x»', yp’, 2). Es sind da,, dy,, 02, bez. Ox,', dy, 02, die 
Componenten der Verriickungen dieser Punkte. Statt des obigen 
Differentiales kénnen wir schreiben 0 W’, darunter diejenige Aenderung 
der folgenden Function W’ verstanden, welche der angenommenen 
Aenderung von L, entspricht: 


W’= 2 W=— 4Y22zQ, 2 >) m: ficosky ds (1 — =. cos It, hy’) te 


Das Summenzeichen erstreckt sich iiber alle S, und S,’. Setzen wir 


(39’) V2xq,x_> m,° * =ids', 

diese Summirung auf alle Kugeln S, eines Querschnittes von L, 
beziehend, ds’ gleich dem Abstande zweier consecutiver S, in der 
Liingenaxe von ZL, und positiv geziihlt in der Richtung der Fortschrei- 
tung der verdichteten Wellen durch L,, so wird 


(42) W' = 8 f J ii’ cos Rds cos Ras’ “4°, 


die Integrationen iiber die Liingenaxen von L, und L, in deren posi- 
tiven Richtungen ausgedehnt. 

Falls ¢ und # von s und s’ unabhiingig sind und auch bei den 
Verriickungen von ZL, constant bleiben, so kann man, auf Grund der 
Formel : 

&R 
dsds 


R 


= cos Rds cos Rds’ — cos dsds, 


statt der Gleichung (42) schreiben: 


R 
wobei mit a, b die Endpunkte von L, an 2, resp. 2, mit c, d die 
entsprechenden Endpunkte von ZL, bezeichnet sind. 

Wenn daher ferner bei der Aenderung von ZL, die Endpunkte 
dieses Drahtes fest gehalten werden, iibrigens jene Aenderung eine 
beliebige Verriickung von Z, ist, so kann die Arbeit (41) der Kriifte 
zwischen L, und L, gleich dW” gesetzt werden, wo 


(44) W" = siv'f f cos dsds' “508 


Dies gilt auch fiir den Fall, dass LZ, oder Z, ringférmig ist. Wenn 
dies mit beiden Drihten der Fall wird, so stimmt W” mit der von 
F. E. Neumann angegebenen Form des Potentiales zweier constanter 
electrischer Stréme, welche mit den Intensitiiten i, 7 die Drihte Ly, 
L, durchfliessen, giinzlich iiberein. 

36. Wir werden noch annehmen, dass die Liinge von JL, bei 


(43) W= sic f cos dsds' #84" 4 8is(Rig+ Rae— Raa— Bro); 
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jeder Verriickung dieses Drahtes ungeiindert bleibt. Dann wird es 
leicht, die oben erwaihnten Krifte von Z, auf Z, durch andere zu er- 
setzen, welche in festen Punkten der Liingenaxe von ZL, angreifen. 
Zu diesem Zwecke brauchen wir niimlich nur die neuen Kriifte so zu 
bestimmen, dass die Arbeit, welche sie bei einer beliebigen Verriickung 
der angenommenen Art leisten, mit der oben bestimmten dW” iden- 
tisch ausfaillt. Aber, wenn wir mit z, y, 2 die Coordinaten irgend 
eines geometrischen, festen Punktes der Liingenaxe von L,, mit 2’, 
y’, 2 die Coordinaten irgend eines geometrischen, gleichfalls festen 
Punktes der Liingenaxe von ZL, bezeichnen, kénnen wir zuniichst der 
Function W” die Form ertheilen: 


w’= sir f da’ + a + dzdz 


R= Vw —2) + (¥—y? + @ — 2), 


und demgemiiss die Aenderung dW” so darstellen: 


we ecg [ [dx dda + dyddy + dzaddz 
oW = sii ff R = 
Ly, ly 


gee * (°(dada' + dydy' + dzdz) ((a’ — a) da’ + (y'—y) dy’ + (2—2) 2’) 
item Ce ee pa 


Durch theilweise Integration folgt hieraus: 

ly wf dada + dydy'+ ded" 

Su R 
Ly 


; * (Gai da+dy' dy+d2dz)((a' a) da’ +(y'-- y)dy'+(2'~2)d2’) 
-L 
. i 





Les 
*(dada'+ dy dy'+ded 2’) ((a'— x) dx'+(y'—y) dy’+(2— 2)d2’) 
yen oo? 
| 
Das erste Glied verschwindet, weil die Endpunkte von ZL, unbeweglich 
gehalten worden sind. (Dasselbe Glied verschwindet sonst auch, wenn 
L, ringformig ist). Daher: 


1 w ih. ha. (y'—y) da—(a—a)dy , (a — x)de—(2’—2)dax 
oW =f fox bay ms ~de = 


: a , (2-2) dy —(y'—y)dz +(y’—y) da — (a i 
+f fey \de' ' . yy y)d _— (y epee ac 


v 


hp + (a —ax) dz — (2° —2) dx (¢ —2)dy—(y'—y) dz 
+f foe gat (2 —8)Ss 08 _ dy yf \ 


Bemerken wir noch, dass, nach der obigen Voraussetzung, 
dds'= 0, so finden wir fiir die in Frage stehenden neuen Kriifte, 
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welche die Punkte (2’, y’, 2’), die Endpunkte der Linienelemente ds’, 
zu Angriffspunkten haben und ein mit dem Systeme der obigen Kriifte 
von L, iquivalentes System bilden sollen, die Componenten X, Y, Z 
durch folgende Gleichungen bestimmt: 


ae ar a da’ 
X = 8ii'(Cdy — Bdz’) — 8ti a(r a); 
(45) | ¥ = 8ii'(Ade — Caz’) — 8ii'a (74%), 


|Z = 8ii' (Bada — Ady) —8ii'a (74%), 
A =f tee (Gx) dy — ay (y) as}, 
wy [P= fi Gee 2 Gam, 
= fide Cadae— £ Cp) 


Die ersten, von A, B,C abhingigen Theile von X, Y, Z machen 
genau die Componenten der Kraft aus, durch welche Ampére die 
Wirkung, die ein electrischer Strom, der mit der constanten Intensitiit 
i den Draht LZ, durchfliesst, auf das Stromelement 7¢ ds’ (x’ y‘2z’) ausiibt, 


dargestellt hat. Die zweiten Theile — 8ii’d (7 =), etc. von X, ete. 


deuten auf eine gewisse Spannung 7' im Elemente ds’ hin. Die ersten 
Krifte sind die einzigen, welche durch Anziehungen oder Abstossungen 
zwischen ZL, und L, sich bestiitigen kénnen. Also, abgesehen von 
Kriiften auf die Endpunkte von Z, und von Spannungen in den Linien- 
elementen dieses Drahtes, sind die Kriafte von Z, aus auf LZ, mit den 
electrischen Kriiften zwischen einem electrischen Strome in ZL, von 
der Intensitaét ¢ und einem electrischen Strome in ZL, von der Inten- 
sitit 7° iiquivalent. Oder, die beiden Drihte wirken, wenn sie ring- 
formig sind, so auf einander, als wenn in den Fortschreitungsrichtungen 
der verdichteten Wellen constante electrische Strime von den Inten- 
sitiiten i bez. i’ sie durchflissen. 


wo 





§ 7. 


Fortsetzung. Analogien zu den electrischen Inductionsstrémen. 


' 37. Wenn zwei Paare von verdiinnten und verdichteten Wellen- 
schaaren, jedes Paar so beschaffen wie das in den vorangehenden 
Nummern in ZL, angenommene, in der Weise in entgegengesetztem 
Sinne den Draht Z, durchlaufen, dass ihre verdiinnten Wellen ent- 
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gegengesetzte Fortschreitungsrichtungen haben, so gerathen die Par- 
tikel des Drahtes in periodische Bewegungen, fiir welche man als 
mittlere Bewegung eine zu zihlen hat, die aus zwei Bewegungen, von 
der vorhin angegebenen Beschaffenheit aber zu einander entgegen- 
gesetzt orientirt, zusammengesetzt ist. Auch auf diesen Fall kénnen 
wir die Formel (28) anwenden. Um also die mittlere Kraft zu er- 
halten, die von L, auf eine Kugel S, in Z, ausgeiibt wird, brauchen 
wir nur die Function (38) nach a, y,, 2 zu differentiiren, nachdem 
h’ = 0 gesetzt worden ist. Wir sehen dann aus (41), (42), dass gegen- 
iiber Z, der Draht Z, sich neutral verhilt, wenn er in Ruhe ist, so 
dass dann ZL, keine Wirkung auf L, ausiibt. Aber ganz anders ver- 
hilt sich die Sache, wenn letzterer Draht in Bewegung ist. Sei H’ 
die Geschwindigkeit von S,, wo H’ irgend welche endliche, eindeutige 
und continuirliche Function von 2, y,, 2, ist, aber in Vergleich zu a 
unendlich klein wie h,, so werden nach Nr. 16: 

. aw’ aw” aw” 
(46) dz, ° dy, ° dia 
die Componenten der Kraft darstellen, mit der Z, auf 8, wirkt, falls 
[(28), (40)]: 


fi _ Hp ph 4s 
W"' = —4/2mQ)x mse fi cos Ryds (1 — “7- cos Ry H’) 7 


Wir werden annehmen, dass L, ringfirmig ist, also: 
< ds 
| R,, ds 7 0, 
1 


und dass + constant ist, und bekommen dann 


WwW” =4/2x0,x m,° s fu cos RH’ cos Rds = 
Ly 


oder, auf Grund der Formel: 


R oe = H’ (cos Rds cos RH’ — cos H'ds), 
fiir W’ die Form: 
(47) W”" = 4 /2x0)x m,° «ft cos H’ds 
Ly 

Die Kraft (46) iindert plétzlich ihre Richtung, wenn die Kugel 
S, das Zeichen ihres m,° iindert. Fiir zwei Kugeln S,, S,’ werden 
daher die beziiglichen Kriifte (46) numerisch gleich aber von der ent- 
gegengesetzten Richtung. In Folge der rechtwinkligen Componenten 
dieser Kriifte nach der Lingenaxe von L, erleiden S,, S, entgegen- 
gesetzte Verriickungen. Wir nehmen, wie friiher, an, dass diese Be- 
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wegung einer S, schon nach einer Zeit 0 = 9, : a (vornehmlich) 
durch den Contact dieser Kugel mit einer in der Liingenaxe niichst- 
liegenden gehemmt wird und dass zu gleicher Zeit sowohl das Zeichen 
von m,° sich aindert als die Translation in der entgegengesetzten Rich- 
tung anfaingt. Jedesmal wenn fiir eine und dieselbe Kugel m,° das- 
selbe Zeichen hat, wird sie von einer und derselben Kraft afficirt. 
Von den obengenannten zwei Bewegungen, welche diese Kugel hatte, 
wenn H’ = 0 war, ist also, wenigstens zum Theil, die eine aufgehoben. 
Daher kommen jetzt fiir die Kugel S, anniihernd solche Bewegungen 
vor, welche die Kugeln in Z, haben und in den vorigen Nummern 
auch die in L, hatten*), Bewegungen, welche diesen Draht mit einem 
electrischen Strome vergleichbar machen. 

38. Die Krifte (46) kénnen wir durch andere ersetzen, welche 
den Draht ZL, in festen Punkten seiner Lingenaxe angreifen. Nehmen 
wir nimlich an, dass durch endliche, iiussere Kriifte der Draht L, 
von einer Gleichgewichtslage L,° in eine andere derartige Lage L,\) 
gebracht wird. Dabei mégen S,",..b,b’, b”,... 8S," diejenigen Lagen 
im Raume sein, welche allmiihlich, nach Zeiten ©, irgend eine Kugel 
von L, einnimmt. Von diesen Lagen sind, nach dem soeben Aus- 
einandergesetzten, diejenigen verschieden, welche S,°, wenn sie mit 
der Lingenaxe von L, fest vereinigt wiire, einnehmen wiirde. Wir 
bezeichnen letztere Lagen durch S,°,...a,q@,a",... Weil aber das 
m, der vorliegenden Kugel S, in zwei unmittelbar einander folgenden 
Zeitintervallen © verschiedenes Zeichen besitzt, und demgemiiss die 
Verriickungen derselben Kugel lings der Liingenaxe von ZL, in jenen 
Zeitintervallen einander entgegengesetzt werden, so fillt von irgend 
zwei auf einander folgenden Lagen b, b’ die eine mit einer der Lagen 
a, @ zusammen. Sei a die Lage, die mit b zusammenfiillt, so werden 
auch a” mit b’, a/” mit 0/7", u. s. w. zusammenfallen. Und wenn die 
Zeit der Bewegung des L, von L,° zu LD, ein ganzes Multiplum von 
20 ist, so muss S,), wie S,°, mit einem Puncte a“) identisch werden. Dann 
finden wir die Arbeit, welche, wihrend der Lagenveriinderung des 
L, von L,° zu L,", die Kraft (46) auf S, verrichtet, gleich der Arbeit 
derselben Kraft bei den Verriickungen ab’, b’a’, a’b’’,... Nun ist 
die Verriickung ab’ aus den zwei Verriickungen aa’, a’b’ zusammen- 
gesetzt. Die aiusseren Krifte tragen Nichts zur letzteren Verriickungs- 
componente bei. Es ist aa’: 0 die Geschwindigkeit H’ (zur Zeit ¢), 
von der die Kraft (46) abhiingt, die auch allein die Verriickung al’ 
verursacht. Sehen wir also von der Arbeitsleistung der Kriifte ab, 
welche die Geschwindigkeiten H' veranlassen, so haben wir nur die 
Arbeit der Kriifte (46) bei den Verriickungen a’b’, b’a’, ab", b’’a’",... 


*) Vgl. hierzu Nr. 41. 
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” a” 


zu berechnen. Weil man bei den Verriickungen [aa’, a’b'|, [aa 
a’ b’|, .. fiiv m,° dasselbe, etwa das positive Zeichen hat, bei den 
Verriickungen [b’a’, a’a”|, [0 a’, a’ al"), ...m,° vom entgegen- 
gesetzten Zeichen ist, so wird diese Arbeit gleich dem Doppelten der 
Arbeit bei den Verriickungen a’b’, a’’b’’, u. s, w. Wir kénnen, da 
wir die Bewegung von Z, continuirlich annehmen, aa”: 20 fir H’ 
schreiben. Nennen wir C die Curve 8,°...a@a”a"...8,%, C' die 
Curve 8,°... 00" b"...S, und betrachten aa” (=—ds,) als ein 
Linienelement der ersten Curve und bestimmen 7, durch die Gleichung: 


: H’ , 
V2xQ)% m," —- = ids, 


so wird, wenn, wie friiher, m,° fiir alle Lagen a, a’,... als constant 
gezihlt wird, ¢, fiir alle Punkte von Z, und ebenso bei der Bewegung 
von L, constant, niimlich gleich 


V2, % 75 : 
Wir haben nach der Gleichung (47): 


W' == 474, / cos dsds, te : 


e 


Wi = SW" = 4ii, ff c0s dsds, “4% 


CL, 


wir setzen 


Beim Uebergange von C zu C’ iindert sich ds, = aa” au ds, = bb", 


HW aa” (_ aa’), vb" lavege ird i, nach de big 
= yo \= ve) “ go dagegen wird ¢, nach dem obigen 


Ausdrucke desselben constant. Folglich wird, nach dem soeben Ge- 
sagten, die fragliche Arbeit gleich 2(W,/” — W?"), falls 


Wt" = Aiis f feos dsds,' asee. : 


C hy 
Nach Nr. 36 kénnen wir diese Variation 2(W,’”— W7?") so schreiben: 


s,(1) 


dl. d . * dz 

jenif = mf ik +48 f R | 

S," Mi Ma “a 
+ a [X, da, + Y,dy, + 2,02,], 

wo dx,, dy,, 02, die Componenten der Verriickungen a’ b’, a’ b’”, 
bedeuten. Es werden 
(49) X, = 871i, (Cdy, — Bdz,), Y, = 8ii, (Ads, — Cdz,), 
4, = 8ii, (Bda, — Ady,), 


(48) 2(W,/” — W?2") = Bit, 
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wo A, B, C die Werthe (45’) haben. Mit dz,, dy,, dz, sind die Com- 
ponenten von ds, bezeichnet. 

Als Endpunkte der Curve C wiirden eigentlich nicht die festen 
Punkte S,°, S, zu nehmen sein, weil jedes derselben ein Paar zusam- 
menfallender Punkte a, 6 vertritt und nicht ein solcher Punkt wie a’ 
ist. Aber da wir die Bewegung des Drahtes Z, durch immer endliche 
Krifte hervorgebracht haben, und die Endlagen desselben, L,°, L,{), 
Ruhelagen sind, miissen die Anfangs- und Endgeschwindigkeiten H’ 
unendlich klein in Vergleich zu der fiir eine beliebige zwischenliegende 
Zeit geltenden H’ ausfailen, und also die auf die Endpunkte von C 
beziiglichen Verriickungen unendlich klein von héherer Ordnung werden. 
In Folge hiervon kénnen wir das mit dem Substitutionszeichen behaftete 
Glied der Gleichung (48) weglassen. Wir sehen also, dass das System 
aller Kriafte (46), imsofern es auf die Verriickungen der Kugeln S, 
des Drahtes L, lings dessen Lingenaxe ankommt, mit dem Systeme 
der Kriifte (49) aquivalent wird. Doch ist dies des Niheren so zu 
verstehen, dass, wenn m,° positiv ist, wir eine Kraft gleich der Hiilfte 
von (49) in a haben, dagegen, wenn m,° negativ ist, eine entgegen- 
gesetzte Kraft in a’. Die rechtwinklige Componente nach der Léingen- 
axe von L, jener Kraft in a wird von ganz derselben Form wie die- 
jenige Kraft, welche Wilhelm Weber in seiner Theorie der electrischen 
Inductionsstréme als diejenige electromotorische Kraft bezeichnet hat, 
welche wiihrend der Lagenverdinderung von L, der electrische Strom von 
der Intensitét i in L, verursacht. 

39. Wenn JL, in Ruhe bleibt, LZ, dagegen sich bewegt, bekom- 
men wir die Wirkung des letzteren Drahtes auf die Punkte S, des 
ersteren einfach durch Betrachtung der Wirkung zweier niichstliegender 
S,,S,° auf S,. Wenn H die von der Bewegung von JZ, herriihrende 
gemeinsame Geschwindigkeit von S,, S,° bedeutet, so folgt aus Glei- 
chung (28) der Nr. 16, dass fiir die in Frage stehenden Krifte 


— 4/229, m,%i cos R,, ds (1 + a cos R,, H) Re 


die Kriiftefunction ist, — vorausgesetzt, dass wiihrend der Zeit R,,:a 
die Geschwindigkeit H als constant angesehen werden kann. Dieselbe 
Form finden wir aber auch fiir den Fall, dass Z, in Ruhe bleibt, dagegen 
S, die Geschwindigkeit — H hat. Daher wird insbesondere, wenn 
LZ, blos in Translation begriffen ist, Z, in derselben Weise afficirt, 
als wenn ersterer Draht in Ruhe wire, L, dagegen ihre relative Trans- 
lation zu L, als absolute Bewegung hiitte. 

40. Sei, wie in den drei vorangehenden Nummern, L, ringformig 
und Z, so in beiden Richtungen von Wellen durchlaufen wie im An- 
fange der Nr. 37 angenommen wurde, so haben wir, wie oben bemerkt, 
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keine Wirkung von L, auf Z,, wenn diese Driihte in Ruhe sind. Aber 
dann wurde stillschweigend vorausgesetzt, dass ¢ keine Aenderung 
erlitte, d. h. dass die beiden Wellenschaaren in Z, constant erhalten 
werden. Eine Aenderung der Intensitiit, d. i, der Verdichtung dieser 
Wellen, numerisch gerechnet, bringt namlich, nach Nr. 34, eine 
Aenderung von 7 hervor. Wir wollen hier zeigen, wie hierdurch eine 
Kraftwirkung auf S, von Seiten des Drahtes Z, entsteht. Zu dem 
Zwecke bestimmen wir zuniichst die Kraft, welche ein Partikelpaar 
S,, 8S, von ZL, auf eine Partikel S, in DZ, ausiibt, 

Nach Nr. 16 werden in den Bezeichnungen der Nr. 37, 35 die 
Componenten dieser Kraft gleich: 


a di 
Rh y 0 
4/220, « m, tx 


~~ - a ds 
— 4/2xQ,% m,°i = (cos R,, ds E.): 


ds 
cos R,, ds Re 


5o0-: di ds 
—4yi o oe , & 
4/2x0,% mM, dy, °° R,, ds Res 


(50) itil: 3 
— 4Y 2x0, m,%% ta (cos R,, ds Re ), 


= ~ parma o a ee 
4V220,% m, dz, °° R,, ds R., 


. a ds 
—4y3 03% foe BD de 
|\— 4/229) m,°% ro (cos R,, ds i) 


ds 
f 





Wir brauchen nur an den Erfolg einer wiihrend der unendlich 
kurzen Zeit dé geschehenen Aenderung di von ¢ zu denken, und 
kénnen dann sogleich die zweiten Glieder der vorangehenden Ausdriicke 
fortlassen. Denn schliesslich ist auf alle S,, S,° Bezug zu nehmen, 
und man hat, weil ZL, ringférmig ist: 


foes R as = 0. 


h 


Was nun die ersten Glieder jener Ausdriicke (50) anbetrifft, so ist 
erstens zu bemerken, dass die Aenderung von 7, eben so wie die von 
m,, im umgebenden Mittel durch sphiirische Wellen sich kund giebt, 
und dass diese Wellen ihre Radien mit der constanten Geschwindig- 
keit a@ vergréssern. Desshalb wird, da wir (Nr. 13) nur die Wellen 
zu beriicksichtigen brauchen, welche von den erweckten Aenderungen 
von m, herrtihren, fiir ein und dasselbe Partikelpaar S,, 8S,’ und einen 
und denselben jiusseren Punkt S,(%,, y., 2.) im Abstande R von S,, 
die Intensitiit ¢: 

i= F(R—atl). 
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Daher kommt 


di dt OR Xm Moos R 
dx ak cos Kt, X = a at °° } He 
di di : > dds 1 di rirta 

dy, aR cos h,,Y¥=— qe ©°8 | | # 


di di 
= cos h,, Z = = a 


dz dk cos Ht, Z, 


wo di rechts eben die angenommene Aenderung von i bedeutet. 
Die Kraft mit den Componenten 


4 Fenn eco, ae te 
4/220, m, dz, °°S R,, ds Ri,’ °e- 


hat folglich die Richtung R,, und ihre rechtwinklige Componente 
nach ds’ die Grésse 


. } , ls 
— 4/2x0,x m,° . ds cos Rds’ cos R ds “ 


at ; is 


Vom ganzen Drahte LZ, kommt also fiir S, nach der Lingenaxe 
von JL, die Kraft 
pe " ol di Da.’ -. D.. 48 
(51) 4/220, m, a dt | 08 Rds cos Rds = 
L, 


und fiir S,’ eine von derselben Grésse aber von der entgegengesetzten 
Richtung. Durch die Aenderung des i des Drahtes LZ, wird also jetzt 
jede Kugel von ZL, in eine solche Bewegung versetzt, die am Ende 
der Nr. 37 zur Sprache kam. Die Kraft (51) ist von derselben Form 
wie diejenige von Wilhelm Weber hergeleitete electromotorische Kraft, 
zu der die Aenderung der Intensitiét i eines constanten electrischen 
Stromes in L, Veranlassung giebt. 


§ 8. 
Analogien zu den magnetischen Korpern. 

41. Bedenken wir, dass eine Welle, die mit der Geschwindigkeit 
a sich fortpflanzt, eine (1 + “) mal gréssere Zeit erfordert um tiber 
eine Kugel 8, hiniiber zu kommen, wenn diese in der Fortpflanzungs- 
richtung der Welle mit der Geschwindigkeit h sich bewegt, als wenn 
sie still steht, so leuchtet sofort ein, dass die Bewegungen der Kugeln 
S, des L,, welche von den in den vorangehenden Nummern erwihnten 
(electromotorischen) Kriiften von ZL, hervorgebracht werden, zu Folge 
haben miissen, dass von den urspriinglichen zwei Paaren von Wellen- 
schaaren in Z, das eine Paar in grésserem Maasse absorbirt werde 
als das andere. Daraus folgt auch, dass die mittlere Bewegung der 
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S, eine derartige Discontinuitiét darbieten miisse wie die der S, in L,. 
(Siehe den Schluss der Nr. 34). Doch kann, wenn L, eine endliche 
Linge hat, auch wenn L, ringférmig ist, diese Verschiedenheit der 
Wellenpaare nur eine unendlich kurze Zeit, nachdem H’ oder di ver- 
schwunden ist, bestehen, weil bald alle Wellen durch Absorption von 
den Kugeln (als getrennt verdichtete und verdiinnte Wellen) verloren 
gehen. Auch wird aus demselben Grunde eine ununterbrochene iiussere 
Kraftwirkung auf Z, noéthig, damit in ihm die vorhin betrachtete 
Wellenbewegung Statt habe. Nur wenn die Linge eines der Drihte 
(L,, L,) unendlich klein wie 9, und zugleich dieser Draht ringférmig 
ist, kénnen jene im Drahte einmal erregten zwei Wellenschaaren fiir 
sich selbst eine endliche Zeit erhalten bleiben. Vgl. den Anfang der 
Nr. 32. Der Kiirze wegen sage ich von einem Drahte mit derartigen 
zwei Wellenschaaren, dass durch ihn ein Strom geht. Die Fort- 
schreitungsrichtung der verdichteten Wellen bezeichne ich als die 
Richtung des Stromes. 

In einem unendlich kurzen cylindrischen Kérper, dessen Basis 
einen unendlich kleinen Diameter, vergleichbar mit /g, hat, und 
welcher von der in Nr. 28 angegebenen EHigenschaft ist, so dass die 
Kugeln S der Axe des Cylinders eine zusammenhiingende Linie (innere 
Kliiche des Koérpers) bilden, kann also ein einmal erregter, um die 
Axe herumfliessender Strom eine liingere Zeit von selbst seine Be- 
wegung bewahren. Der Kérper verhdlt sich dann, nach Nr. 36, wie 
ein Solenoid, d. i. wie ein Magnet. Die Axe des Cylinders wird dabei 
die Axe des Magnets. 

Aus der vorangehenden Nr. folgt, dass, wenn ein cylindrischer 
Kérper von der vorigen Beschaffenheit von einem ringformigen Drahte 
L, von endlicher Liinge, in einer Ebene gelegen, die von einer Quer- 
schnittsebene des Kérpers nur wenig abweicht, umgeben ist, die Ent- 
stehung eines Stromes in L, zu einem Strome von der entgegen- 
gesetzten Richtung im cylindrischen Kérper um dessen Axe herum 
Anlass giebt, welcher, so lange der neue Strom in Z, nicht veriindert 
wird, selbst fiir liingere Zeit als constant betrachtet werden kann. Der 
Koérper wird also, nach dem eben Gesagten, einem Magnete iihnlich. 
Wenn er um einen Punkt seiner Axe sich frei bewegen kann, wird 
er, in Folge der Krifte von ZL, aus, sich bald so drehen, dass der 
Strom in seiner cylindrischen Oberfliiche dieselbe Richtung bekommt 
wie die in Z,. Der Strom in LZ, mége jetzt verschwinden; der Strom 
im cylindrischen Koérper wird damit nicht erléschen, wie es sonst, 
wenn der Kérper seine urspriingliche Lage inne gehabt hiitte, ein- 
treten wiirde. Der unendlich kleine cylindrische Kérper bewahrt daher 
seinen Character als Magnet fort. 

42. Liegt ein Kérper von in allen Richtungen endlicher Erstreckung 
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vor, und ordnen sich seine Kugeln S zu unendlich vielen cylindrischen 
Partikeln von unendlich kleinen Liingen und von Querschuittsdiametern 


vergleichbar mit //9, zusammen, und ist jede dieser Partikel um einen 
Punkt ihrer Axe leicht beweglich, so wird der Effect eines um den 
Kérper herumgeschlungenen Drahtes L,, in dem ein Strom fliesst, der, 
dass die Partikel des Kérpers, wenn in Z, der Strom entsteht, zu 
Magneten werden, welche nachher mit ihren Axen so sich stellen, 
dass die ihnen zugehérenden Stréme, hinsichtlich der Richtung, mit 
dem Strome in Z, so nahe als méglich iibereinstimmen. Der Strom 
in LZ, mége nachher vernichtet werden; der Kérper verliert dadurch 
(wiihrend einer endlichen Zeit) seinen magnetischen Charakter nicht. 


Noch michte ich erwiihnen, wie sick nach meiner Auffassung die 
gewohnliche Wellentheorie des Lichtes in den obigen Betrachtungen 
einordnen liisst. Neben den Kugeln S, aus denen die hier besprochenen 
Kérper 2 und L gebildet sind, mégen andere Kugeln S’ sich finden, 
die ebenfalls die in Nr. 26 beschriebene Constitution haben, aber von 
bedeutend kleineren Massen als jene S sind. Auch diese Kugeln 8’ 
sollen die Volumenoscillationen (35), (35’) besitzen. Auf Grund der 
Kleinheit ihrer Massen wird ihre Wirkung im Vergleich mit derjenigen 
der friiheren S iiusserst klein. Desshalb wird durch diese S’ nichts 
Wesentliches in den Bewegungen und den Wirkungen der Kugeln 8 
der vorigen Kérper geindert. Nur hat man jetzt das Mittel, das diese 
Koérper umgiebt, nicht mit einem vdllig isolirenden Mittel, sondern 
vielmehr mit einem Dielectricum zu vergleichen. Dieses iiussere Mittel 
mit seinen unendlich vielen, unendlich nahe zu einander liegenden 8’ 
stellt einen solchen elastischen Kérper dar, welchen die gewéhnliche 
Moleculartheorie zur Erklirung der Lichtbewegung sich vorstellt. Auch 
diejenigen Abstossungen, die, nach der Moleculartheorie, zwischen 
nichstliegenden Kugeln thiitig sein miissen, werden wir hier finden. 
Denn zwei Kugeln S’, die sich aneinander gepresst und dadurch einander 
abgeplattet haben, werden nachher, wiihrend diese Abplattungen fort- 
dauern, einander abstossen. In meiner zu Anfang citirten Abhandlung 
in T. XXI der Jahresschrift der Universitit zu Lund ist dies bewiesen 
worden. Man sehe die Formel 8. 38 der citirten Abhandlung, wo 
im gegenwiirtigen Falle «,, 6, negativ werden, oder die Formeln auf 
S. 49, wo e, e’ positiv werden und der Winkel AG = 90°. 


Lund, im Februar 1889. 
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Zum Fundamentalsatz aus der Theorie der algebraischen 
Functionen. 


Von 
E. Berri in Pavia. 


(Auszug*) aus einem Schreiben an Herrn M, Noether in Erlangen.) 


In meinen Universitiitsvorlesungen iiber Geometrie habe ich die 
beiden Noten auseinandergesetzt, welche Herr Voss und Sie iiber die 
Darstellbarkeit einer ganzen Function f in der Form 

f=Ag+ By 
m den Mathem. Annalen (Bd. 27 und 30) verdffentlicht haben. Bei 
dieser Gelegenheit habe ich bemerkt, dass der von Ihnen im § 1 
Ihrer Note gegebene Beweis in der Weise modificirt werden kann, 
dass auch der allgemeinste Fall in rein algebraischer Form erscheint; 
dass man niimlich sowohl im Ausspruch des Salzes als im. Beweisgang 
jede Reihenbetrachtung eliminiren kann. 

Zu diesem Zwecke kann man das Theorem in folgender Form 
aussprechen : 


Wenn fiir jeden gemeinsamen Punkt der beiden Curven o = 0, 
¥=0, der x-facher Punkt von y, |-facher von w ist und der a (> xl) 
einfache Schnittpunkte der beiden Curven absorbirt, zwei rationale ganze 
Functionen A’, B’ existiren derart, dass der Ausdruck f bis zu den 
Gliedern (« — xl + « + 1 — 2)" Dimension inclusive mit A’ + B'y 
identisch gemacht werden kann, so wird f von der Form Ag + By. 
(Wenn f einen solechen Punkt zum (@ — xl+ «+1 — 1)-fachen 
Punkt haben sollte, so sind die Bedingungen an einer solchen Stelle 
identisch erfiillt.) 

Sei in der That das Coordinatendreieck geniigend unabhiingig von 
den Curven gm, ~ angenommen, ausser dass der Kinfachheit halber die 
Ecke = y = 0 in einen der im Folgenden zu betrachtenden Punkte 
gelegt werde; wenn # die Resultante in x von » und y, so leiten 
Sie im § 1 Ihrer Note aus der Identitit 
(1) R= Cy +Dy 


*) In deutscher Uebertragung. 
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als nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz der 
Relation 


(2) f=Agp+ By 
ab, dass 
(3) Cf=AR+Ay 


sei, und bemerken weiter, dass R = 0, »y =O in jedem gemeinsamen 
Punkte den ,,einfachen Fall“ (s. Ihre Note, a) der Kinleitung) dar- 
bieten, wonach also der Beweis der Relation (3) nach dem fiir diesen 
Fall aufgestellten Criterium (s. Voss, Math. Ann. 27, p. 532) geleistet 
werden kann. Zur Behandlung von (3) unterscheide ich mit Ihnen 
zwei Classen von Schnittpunkten von R=—=O, »~=—O; die eine, fiir 
welche g = 0, die andere, fiir welche g + 0. 

Fiir einen Punkt « = y = 0 der ersten Classe, der x-fach fiir g, 
l-fach fiir w und von e@-facher Multiplicitiit fiir beide Curven ist, 
habe ich die Existenz von zwei derartigen ganzen Functionen A’, A’ 
zu beweisen, dass eine Relation 
(4) Cf=AR+Ay 
bis zu den Gliedern der Dimension @ + / — 2 incl. stattfindet; denn 
der betrachtete Punkt ist e@-fach fir R—0O. Nun ist dieser Punkt 
fiir C—O mindestens (x/ — x)-fach: man kann dies auf demselben 
Wege nachweisen, den Herr Voss im § 2 seiner Note einschligt [so 
kann man z. B. aus der Unterdeterminante von R nach dem ersten 
Element A, mit Hiilfe der dort pag. 534 angegebenen Operationen 
den Factor «*'-* heraussetzen, da nur die erste durch 2* theilbare 
Zeile hier fehlt, ete.]|. Da aber nach der Annahme / mit einem 
Ausdruck 

Ag + By 
bis zu den Gliedern («@ — xl + x + 1 — 2)" Dimension incl. stimmt, 
so wird also 
Cf=ACpo+ BCy=—=AR+ (BC-AD) bv 
mindestens bis zur Dimension (a —xl-+-*x-+-1— 2)+-(xl -x)=a+/l—2 
incl. erfiillt sein, wie es fiir (4) verlangt war. 

Fiir einen Punkt «=y—=0 der zweiten Classe, der a-facher 
Punkt von R, einfacher Punkt von w@ ist, ohne auf zu liegen, 
habe ich die Existenz einer Relation (4) bis zu den Gliedern (@— 1)" 
Dimension incl. nachzuweisen, Geordnet sei 


R=, 2% + 7,27 +--+, 
P=—H7M?P + > PF, 
y=y,+Y% ++: -4 WO, 
Cama 6 464°-% 
D=d+4,+4,4+-::: 





(5 


( 


Ze 
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wo die unteren Indices die Dimension der in x, y homogenen Aus- 
driicke anzeigen. Durch Substitution in (1) folgt c,—0, wonach, 
wenn « = 1, die Bedingung fiir (4) schon erfiillt ist, Wenn « > 1, 
so liefert (1) die Identitiiten: 

O= C9 +a, 

(5) O= ¢,9, t ™ ka dy}, + d, vie 


0 = Cy on esis lies wee a" d, eee owes 
und diese geben, nach den ¢ aufgelést: 

[ — Ho2* +; = Po Ay, 

— Po" * + = —_ r Po (de nt +4, M1); 





(6) ; 
— Dor * Ca = warn + rn + d, ) i 
\ + Po “(dy Wor +: -+ des); 
wo auch die g; homogene Functionen i‘ Dimension von 2, y be- 
zeichnen [My = Q **; 9, = — 9, Mo*, ete.]. Setzt man aber 


’ 1 P ‘ i 
linens git Fo + 9, +:: -+ paz}, 


so sagt (6) aus, dass 


C=—qD-y, 
bis zu den Gliedern (@ — 1)'** Dimension inclusive, Daher wird auch 
Cf=—qDf-¥ 


bis zu den Gliedern (@ — 1)" Dimension incl., was eine Relation der 
Art (4) ist. 

Das im Eingang genannte Theorem ist daher bewiesen, und zwar 
hat, wie Sie sehen, der Beweis einen ausschliesslich algebraischen 
Charakter. 


Pavia, 8. Marz 1889. 


Mathematische Annalen XXXIV. 





Zum Fundamentalsatz aus der Theorie der algebraischen 
Functionen. 


Von 
M. Norruer in Erlangen. 


(Auszug aus dem Antwortschreiben auf vorstehenden Brief des Herrn E. Bertini 
in Pavia.) 


... Thre Forderung, den Ausspruch und den Beweis des Theorems 
iiber die Bedingungen der Relation 
(1) f=Ag+ By 
rein algebraisch herzustellen, finde ich durchaus berechtigt und ich 
stimme derselben vollig bei. Auch ist dieselbe in meiner Note (Annalen 30) 
schon im Wesentlichen erfiillt, bis auf folgende zwei Punkte: 

1) Wahrend ich von einer Entwicklung 
(2) f=Ag+ By 
an einer Stelle P bis zu beliebig hoher Dimension spreche, beschriinken 
Sie die Vergleichung auf die Grenze <a — xl-+ «+1 — 2. Diese 
bestimmte Dimensionsangabe ist ein wirklicher Fortschritt, obwohl es 
auch aus meinen Darstellungen hervorging, dass bei der Endlichkeit 
(a) der fiir f zu erfiillenden Bedingungsgleichungen die Vergleichung 
nicht iiber eine endliche Grenze hinaus stattzufinden hat; 

2) die Stellen (Ihre Punkte zweiter Classe), fiir welche o +9, 
aber R=O, »y = 0, hatte ich einfach durch Division von 
(3) R=Cop+Dy 
mit der nicht verschwindenden Function g behandelt, Dies ist nur 
der Kiirze halber geschehen, da es mir algebraisch zu bekannt schien, 
dass an einer solchen einfachen Stelle von ~, wo R einen a-fachen 
Punkt hat und w» nur «-punktig trifft, die nach (3) stattfindende 
a-punktige Beriihrung von C mit y gentigt, um C, bis zu den Gliedern 
(« — 1)'* oder beliebiger Dimension hin, in die Form zu setzen 


C=AR+AY. 
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Aber es wiire vielleicht besser gewesen, statt dessen eine der Ihrigen 
analoge Ausfiihrung zu machen. — 

Erlauben Sie mir, Ihnen bei dieser Gelegenheit mitzutheilen, wie 
ich in einer Vorlesung des Wintersemesters 1886/87 den Restsatz fiir 
singuldére Curven abgeleitet habe. Herr Brill und ich haben im 
Band 7 der Annalen den Restsatz fiir den Fall des Schnittes einer 
nicht-singuliren Grundcurve mit nicht-singuliiren Curvenschaaren auf 
die identische Erfiillung der obigen Relation (1) im ,,einfachen“ Falle 
zurtickgefiihrt, niimlich darauf, dass f jeden Punkt P, der x-facher 
Punkt von g, l-facher von ~, mit nur xl-facher Multiplicitiit, ist, 
zum (x + 1—1)-fachen Punkt haben soll; und der Restsatz fiir ein 
singulires Verhalten wurde dann hinterher durch quadratische Trans- 
formation der ganzen Gleichung des Restsatzes aus jenem einfachen 
Restsatze abgeleitet (vgl. die genauere Ausfiihrung in meiner Ab- 
handlung, Annalen 23). Statt dessen nehme ich jetzt auch im singu- 
lirsten Falle sogleich eine solche identische Erfiillung der nach 2) 
geforderten Relationen fiir f vor, dass sich dann hieraus der Restsatz 
direct und wortlich wie im ,,einfachen“ Falle ergiebt. 

Es mige ein Punkt P fir m ein x-elementiger, fiir p ein l-elemen- 
tiger sein, mit o-facher Multiplicitiit des Schnittes. Nach meinen 
friiheren Definitionen (s. z. B. meine Abh, in Math. Ann. 23) sage 
ich dann, dass x/ der « Schnittpunkte in P, a — xl aber P unendlich 
benachbart liegen, und zwar dass die in verschiedenen Richtungen von 
P aus liegenden benachbarten Punkte P,, P,,... beziiglich die Schnitt- 
Multiplicitiiten @,, @,,... haben, wo 


a t+a,+---=a— xl. 
Ich sage nun: die aus einer Entwicklung (2) in der Nihe von P 
folgenden Bedingungen fiir f kénnen dadurch identisch erfiillt werden, 
dass man f in P einen (x +1 —1)-fachen Punkt giebt und f in 
P,, P,, ... noch gewisse weitere «,, a, ... Bedingungen erfiillen 
liisst; z. B. dass man, wenn P; fiir » ein x;-elementiger, fiir y ein 
l;-elementiger Punkt ist, f in P; einen (x; + 1; — 1)-fachen Punkt 
giebt, mit weiteren «; — xl; Bedingungen in den PP, successiven 
Punkten; speciell dadurch: dass man, wenn die Singularitét P villig 
aufgelist ist, in lauter gewihnliche K;-fache Punkte von op, die L;-fache 
Punkte von w sind, mit Multiplicitit K;L;, der Curve f alle diese 
Punkte bez. zu (K; + L; — 1)-fachen Punkten giebt (s. Annalen 23, 
§ 19 meiner Abhandlung), 

Zum Beweise transformire man die Curven /, g, w der Ebene E 
durch quadratische eindeutige Ebenentranstormation, von deren drei 
Fundamentalpunkten einer in P gelegt ist, die anderen nicht speciell 
gegen jene Curven liegen. Die Fundamentalpunkte der anderen Ebene E’ 
29* 
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seien P’, Q’, R’; die transformirten Curven /’, mg’, y’. Die Ordnungen 
von /, 9, w seien r, m,n, und f ertheile man einen (x + /— 1)- fachen 
Punkt in P; so hat man fiir die Ordnungen von /’, gy’, y und ihre 
Vielfachheiten in P’, Q’, R’ folgende Tabelle 


Ordn. a. Q’, R’ 
f|\2r—x—t4+1 r r—x—I14+1 
vo 2m — x m m— x 
v | 2n —l n n—l ; 


wobei in P’, Q’, R’ der gewodhnliche Fall des Schnittes von g’, y’ 
auftritt. 

Da nur die Bedingungen bei P zu discutiren sind, so kann ich 
annehmen, dass in E die fiir endlich von P verschiedene Punkte sich 
ergebenden Bedingungen erfiillt sind; dann sind auch in E’ an den 
entsprechenden Stellen, welche alle ausserhalb der Fundamentallinien 
liegen, die Bedingungen dafiir, dass 
(4) f =Agy + By 
werde, erfiillt, da dies genau jene Gleichungen von E sind. Somit 
bleiben fiir f’, g’, ¥ zur Erfiillung von (4) nur die Punkte P’, Q’, R’ 
und die Punkte P,’, P,’,... der Geraden Q’ R’, welche den Punkten 
P,, P,,... bei P entsprechen, zu betrachten. Nimmt man jetzt an, 
dass auch in den Punkten P,’, P,’,... die fiir (4) hinreichenden Be- 
dingungen erfiillt sind, so handelt es sich nur noch um die Punkte 
P’, Q', R’, und diese kann man am kiirzesten so erledigen: 

Ich betrachte zuerst den Fall, dass r = m + n — 1 ist. Alsdam 
liegt nach obiger Tabelle in P’, Q’, R’ der Fall der identischen Er- 
fiillung der Bedingungen von (4) vor, und zwar wird: 











Ordn, x QO, R 
{'|2(m+n)—x—1—1 m+n—1 m+n—x—l 
gy | 2m — x m m— % 

v' | 2n — l n n—l 
Al 2n —1—1 a—1 n—l 
B | 2m—x— 1 m— | m—x* 3; 


denn da jeder der »—1 Zweige von y’ bei Q’ durch /’ in m-+-n—x—l 
Punkten getroffen wird, muss er nach (4) durch A in » — 7 Punkten 
getroffen werden, d. h. A muss Q’ zum (x —/)-fachen Punkt haben; ete. 
Transformirt man aber (4) nach E zuriick, so hebt sich nun nach 
dieser Tabelle auf beiden Seiten der Relation derselbe Factor hinweg, 
und man erhilt (1), wobei A, B Curven (n—1)*", bez. (m— 1)!" Ord- 
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nung werden, welche P zum (/— 1)-fachen, bez. (* — 1)-fachen 
Punkt haben. 

Man sieht, dass man / fiir (1) in P nur einen (x-++-/—1)-fachen 
Punkt zu geben braucht, wenn man nur /” in den Punkten P,’, P,’,... 
von E’ so bestimmt, dass in der Niihe jedes dieser Punkte Entwick- 


lungen der Art 

f=Ae+BN 
existiren. Aber fiir die Ordnungen 7’, m’, n’ von f’, g’, w wird 
r=m' +n — 1. Somit ergiebt sich durch Fortsetzung dieser Schluss- 
weise der zu beweisende Satz, sobald r =m + » — 1 ist. 

Ist nun r >m+x"—1, so ersetze man gm durch eine Curve 
C-q@, wo C irgend eine Curve der Ordnung r — m — n + 1, welche 
nicht durch die Fundamentalpunkte von E geht; so haben Cp und wy 
kein anderes Verhalten in P, als mg und y. Aber nun wird nach dem 
Vorstehenden, sobald f die Bedingungen des Satzes erfiillt, bei P: 

f=A'Cp + By, 
was schon die Form (2) hat. 

Ist aber r< m-+n—1, so ersetze man f zuerst durch eine 
Curve C-f, wo C irgend eine Curve der Ordnung m + » —r— 1, 
welche nicht durch die Fundamentalpunkte von E geht. Wenn nun f 
die Bedingungen des Satzes erfiillt, gilt dasselbe fir Cf, so dass man 
nach Obigem bei P eine Entwicklung hat: 

C-f=A'o+ By. 
Da aber C+ 0 fiir P, so schliesst man hieraus, vermége Division 
durch C oder nach einem Verfahren, welches dem in Ihrem Briefe 


auf die Punkte zweiter Classe angewandten analog ist, auf eine Relation 
der Art (2). 


Erlangen, 11. Miirz 1889. 











Ueber den Séderberg’schen Beweis des Galois’schen 
Fundamentalsatzes. 


Von 


O. Hétper in Gottingen. 


In meiner Arbeit in diesem Band der Mathematischen Annalen 
p. 42 Anm. habe ich die Behauptung aufgestellt, dass der von Herrn 
Séderberg in den Acta Mathematica 11:3 gegebene Beweis des 
Galois’schen Satzes auf der stillschweigenden Voraussetzung beruhe, 
dass die siimmtlichen Substitutionen, welche eine Function der Wurzeln 
numerisch ungeiindert lassen, eine Gruppe bilden, und dass dieser 
Beweis desshalb falsch sei. Herr Engel hat die Freundlichkeit ge- 
habt, mich darauf aufmerksam zu machen, dass ich mich hier in einem 
Irrthum befunden habe. 

Ich glaubte jene Voraussetzung liege in der Art, wie Herr Séder- 
berg aus den Lagrange’schen Entwicklungen heraus den Satz be- 
wiesen hat: 

», Wenn y und V zwei rationale Functionen der Wurzeln 

einer gegebenen algebraischen Gleichung sind, und die 

(1) Function y numerisch ungeiindert bleibt bei allen Sub- 
stitutionen, welche V numerisch ungeiindert lassen, so 

kann die Function y in V rational ausgedriickt werden.“ 

Man vergleiche a. a, O. p. 298 Nr. 3. Die Beweisfiihrung von Herrn 
Séderberg ist in der That volikommen exact. Die Entwicklungen 
von Lagrange, auf welche Herr Séderberg sich stiitzt, betreffen 
einen Specialfall des ,,im Allgemeinen“ richtigen, gewdhnlich benutzten 
Lagrange’schen Satzes, wonach die Function y in V rational aus- 
gedriickt werden kann, wenn die Substitutionen, die V formell nicht 
inmdern, auch y formell nicht iindern. Es wird iibrigens an der be- 
treffenden Stelle bei Lagrange ein Grenziibergang gemacht, welcher 
in der von Lagrange gegebenen Form nicht streng erscheint und 
auch nicht fiir alle Fille durchgefiihrt ist. Ich méchte desshalb diese 
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Gelegenheit benutzen, jene Liicke in der Lagrange’schen Deduction 
auszufiillen. 

Lagrange (Oeuvres Bd. I, Paris 1869, p. 374) geht von zwei 
Functionen y und ¢ der Gréssen 2’, 2”, 7”,... aus, wobei er annimmt, 
dass die Function y formell sich nicht iindere bei den siimmtlichen 
Substitutionen, welche ¢ formell nicht iindern. Er wahlt nun aus den 
Substitutionen der Gréssen a’, x”, v’”,... gewisse aus, welche aus der 
Function ¢ die simmtlichen von einander verschiedenen Formen 
t,t”, t’”, ...,  ergeben, welche ¢ anzunehmen fahig ist, und zwar 
jede dieser Formen einmal ergeben. Dieselben Substitutionen midgen 
aus der Function y die Ausdriicke y’, y”, y’’, ..., y® hervorbringen. 
Jeder Grésse ¢@ entspricht also eine gleichbenannte Grésse y'¢). Es 
lisst sich nun y) in #@ rational ausdriicken; die Coefficienten setzen 
sich aus den Grossen 


—m=ae¢ +a" +a” +.--., 
8 om a’ a” + re ae + wa” -f- Pen ‘ 
Pe p = aa’ a” + Aha 
zusammen. Die Gréssen ¢@ ergeben sich aus der Gleichung 


8 = 0, 


wo 


me) 

o—f] (\—ya)= 14+ 4t+ BE+4+CH+-.-4+ Ke 

e=1 

ist und die UCoefficienten A, B, C,..., K auch in m,n, p,... 
rational sind. 

Dies gilt zuniichst, wenn 2’, 2”, «”, ... willkiirliche Veriinderliche 
bedeuten. Wenn die Gréssen x specielle sind, z, B. die w verschiedenen 
Wurzeln einer gegebenen Gleichung u' Grades 


xv + mat! + noe? + pats +... = 0, 
so muss man den Fall ausschliessen, in welchem die Gleichung 
89=0 
mehrfache Wurzeln besitzt, d. h. man muss annehmen, dass die formell 
verschiedenen Grissen ¢’, ¢”,...,¢® auch numerisch verschiedene Werthe 
besitzen.*) Dies ist der gewohnlich citirte Satz von Lagrange, an 
dessen Beweis nichts ausgesetzt werden kann. 








*) Ueber die Méglichkeit, dass einige der Formen ¢'@ oder y') vermige der 
speciellen Werthe der Gréssen 2 illusorisch werden, soll hier hinweggesehen 
werden; man kénnte sich z. B, auf ganze Functionen ¢ und y beschriinken. 
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Lagrange giebt nun noch die fertigen Ausdriicke. Er setzt 


e=a 
> to)* ye) —= M, 


e=1 


fir x = 0,1,2,...,(@—1). Die @ Gréssen M setzen sich wieder 
aus m,”,p,... rational zusammen. Dann definirt er noch die Gréssen 


P,Q, R,... durch die Formeln 


P= M,+ AM,+ BM,+CM,+-:::, 
Q= M,+ AM, + BM,+---, 
R=M,+ AM,+--- 


und findet schliesslich 


F R Ss 
pests. 
(H) Y= — ZHeBi+ scr faDPy 
Zu jedem Werth ¢ giebt diese Formel das entsprechende y'¢). 

Lagrange hat nun noch den vorhin ausgenommenen Fall be- 
handelt, in welchem die Gleichung 


06=0 


mehrfache Wurzeln besitzt (vergl. a. a. O. p. 3799—382). Es wird fiir 
eine solche mehrfache Wurzel der Nenner der Formel (II) zu Null. 
Lagrange findet die Regel: ,,Wenn die Gréssen ¢’, ¢”,..., {”) numerisch 
gleich sind, so dass ¢’ eine r-fache Wurzel der Gleichung 


e@=0 


ist, so differentiire man in der Formel (II) auf der rechten Seite den 
Zihler und den Nenner je y—1 mal nach ¢, nachher setze man t=?', 
man erhilt dadurch das arithmetische Mittel der + Gréssen y, welche 
den Gréssen ¢’, ¢”,..., &” entsprechen.“ 

Hieraus fliesst der Satz, auf welchen Herr Séderberg seinen Be- 
weis gestiitzt hat. Es sind aber die Ueberlegungen Lagrange’s nicht 
ganz vollstindig. Lagrange fiihrt nur den Fall der Doppelwurzel 
durch. Angenommen, es sei ¢’ = ¢”, so betrachtet Lagrange zuerst 
t’ und ¢” als verschieden, setzt ¢” =¢'-+@, wo @ eine unendlich 
kleine Grosse bedeutet, und vernachliissigt die unendlich kleinen Gréssen 
zweiter Ordnung. Dieses Verfahren erscheint unsicher schon wegen der 
Unbestimmtheit der zu Grunde liegenden Vorstellung. Hine der Gréssen 
é’ und ¢” ist damit jedenfalls als variabel aufgefasst, ohne dass jedoch 
gesagt wire, wovon diese Variabilitiit abhiingig gemacht werden soll. 
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Man bedenke dabei, dass die Gréssen A, B, C,..., K, P,Q, R,... 
nun auch verinderlich sind. 

Die besprochene Unbestimmtheit kann gehoben werden. Das 
Niichstliegende wiire es, die Gréssen 2’, 2’, a’, ... vorerst als Ver- 
iinderliche zu betrachten und dann durch einen Grenziibergang in die 
Wurzeln der gegebenen Gleichung 


ae + mat! + not? + pat +--+. = 0 


iibergehen zu lassen. Es scheint mir jedoch als ob sich der Durch- 
fiihrung dieser Betrachtung Schwierigkeiten entgegenstellten. 
Jedenfalls ist das folgende Verfahren einfacher: Man ersetzt die 
Function ¢ durch ¢-++ ws, wo s eine Function bedeutet, welche bei 
denselben Substitutionen wie ¢ formell unveriindert bleibt, deren formell 


verschiedene Werthe s‘, s”, s”,...,s® aber fiir die fraglichen Werthe 
a, 2”, x’’,... auch numerisch verschieden sind. @ bedeutet einen ver- 
iinderlichen Parameter, wiihrend die Gréssen 2’, x”, w’”,... jetzt gleich 
als specialirt erscheinen. 
Man setze 
t=t+aos. 


Fiir hinreichend kleine Werthe von @, die von Null verschieden sind, 
werden die Gréssen 


t'+ os’, t’ + as", t’” +as",...,%+as® 
oder 
¢, e", Py ska! oe 
verschieden sein. Man hat jetzt den Vortheil, dass alle diese Gréssen 
von der einen Veriinderlichen @ linear abhiingen. 
Die Function t geniigt nun, so lange @ von Null verschieden ist, 
den nothwendigen Bedingungen und die Formel 


POLI, 
(11) y = —- 
A+2Br4+3¢C\°+4D+-:-- 





liefert zu jeder Grésse +@) die entsprechende Grosse y@. Die Gréssen 
A, B, C,..., P, Q, R,...berechnen sich nach den friiheren Formeln, 
nur hat man immer tf fiir ¢ zu setzen; diese Gréssen hiingen von 
o ab, kénnen nach positiven*) Potenzen dieser Grosse @ ent- 


*) Vergl. die Anmerkung auf 8S. 455; die von Lagrange benutzte Dar- 


stellung bringt es mit sich, dass die Gréssen t’,t”,.. .t? auch als von Null ver- 
schieden angesehen werden miissen. Sind sie es nicht, so addirt man von Anfang 
an eine passende Zahl zu ¢ hinzu, 
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wickelt werden und reduciren sich fir @ = 0 auf A, B,C,..., 
| + 
Man ‘alee jetat in der Formel (III) den Werth ¢@ + os fiir x 
ein und entwickle die ganze rechte Seite nach steigenden Potenzen 
von @, wobei eine endliche Anzahl von negativen Potenzen scheinbar 
mit auftreten kénnten. Da aber in Wirklichkeit der Werth y'@), den 
der ganze Ausdruck besitzt, von @ unabhiingig ist, so reducirt sich 
die ganze Entwicklung auf ‘die von @ freie Glied, welches nach be- 
kannten Regeln gefunden wird. Dasselbe muss oak dann aus ((¢) 
und s@) und den Gréssen m,n, p,... rational zusammensetzen, 
Man kann aber nur dann behaupten, dass die Grosse s® aus dem 
Ausdruck herausfillt, wenn ¢@) eine einfache Wurzel der Gleichung 
8=—0 
ist. 

Ich nehme nun an, dass ¢’ = ¢” =.-+- = t, wihrend die 
iibrigen Werthe ¢+) ...¢® von den r ersten verschieden sein sollen; 
@ sei eine der Zahlen 1, 2,... 7. Es ist 

a—® 
[[ (Q-qo) a1 t+ 40+ Bet ces... : 


a=1 


Also ist der Nenner des Bruchs (Ill) fiir + = 1): 


. am -_ re) 
A+ 2Br@ + 3Cre? 4+... = — 5 IT ow) 
Paes 2,-- @—1, e+1,- 


Da nun 
1 = t' + ost), 


7?) — Ue) @ sl?) 


ist, kann man auf der rechten Seite nach steigenden Potenzen von @ 
entwickeln und erhiilt 


re Bf ae): TT 


B=1,2,+-@—-1, eH, + 


als erstes von Null verschiedenes Glied der Entwicklung. 
Daraus ist ersichtlich, dass in dem Bruch 


P+ @ + sorte 


i rie" 
A+2Be@ + 30r@" 4 ... 


auch die Entwicklung des Zihlers mit w’~' beginnen muss und dass 
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ee... él 
OO an fo r—1. es At se 
y@ = (— 1) al 


Il (\- #7) )- IT @) _ sl) 


@=1,2,--e-1, et+!,« 
i 
[i et Set tet] 


ist. Zur Abkiirzung setze man 


a sia Q. Rk oa 
eee twtr t wry t (@, 8), 
wo § eine neue, von @ unabhiingige Variable bedeutet. Man kann J’ 
nach steigenden Potenzen von w und & entwickeln. Ferner sei 


eo’ Fo, &é) F ( 
= ‘y @ gE 
e. 18) 
gesetzt. 
Wenn man nun in der Formel 


(— 1)"-"(t’) 


IT (: 1” =) La (0) 


a=r- B=1, 2, e—1, e+1, 


ye) — [F'(@ 7 @ s®) Yer 1 


von o@=1 bis @=—~r summirt, erhilt man 
? 


r 


, gyr—l yaar r ‘ s@)) 
» 4 (e) —_ ( 1) (t ) . = (o, 7) 
ia y t’ 2 [ [i i 
- y| 1 (: - ar) = 
te) B=1,2,0-1,¢H1, « 
=r-+l 

Statt aber die Entwicklungscoefficienten zu addiren, addirt man 
die Functionen und bestimmt dann den Entwicklungscoefficienten. 
Ks ist 


is) 
¥ ery 
F(@, as) = > —~— F.(@, 9). 


. F(a, ws) 
2) [ [ue aa 5) 
Pe Rou 
->| Fo, 0) > Uf (s@ — s@) 


e=1 i 
B=1,2,...Q—1, 041, 7 


Also 


*) Dies bedeute den Coefficienten von w’~* in der Entwicklung der in der 
Klammer stehenden Grisse nach steigenden Potenzen von a. 
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Hierin ist der Coefficient von ow’! in der Entwicklung nach 
Potenzen von @ zu suchen. Die Functionen 


F,(@, 0) 


sind fiir @— 0 reguliir, sie geben keine negativen Potenzen, Die 
innere Summe auf der rechten Seite ist vermége der Euler’schen 
Formeln gleich Null, wenn v=1,2, ... 2 —2, und gleich 1 fiir 
vy=r-—1. Demnach ist der gesuchte Entwicklungscoefficient gleich 


1 7 
ay 7 i r—1 (0, 0). 


(r 
Man findet also 


(is eens Oo a a 
. r—1\U, U)- 


7 0) o 


a=r+1 


In dieser Formel liegt die von Lagrange gegebene Regel, denn 


die Grésse 
iy r! 1 ¢ 
(-7 = IT ~<a) 


wird dadurch erhalten, dass man in dem Ausdruck 


B 

ITC: — Gor) lt Att BE + C+. 

a=1 

y mal nach ¢ differentiirt und dann ¢=?' einsetzt, d. h. dadurch, 
dass man den Nenner der Formel (Il) ry — 1 mal nach ¢ differentiirt 
und ¢=?’ setzt, F,,(0, 0) erhilt man, indem man den Zihler der 
Formel (IT) y — 1 mal nach ¢ differentiirt und dann ¢ =?’ setzt. Ks 
liegt nahe zu denken, dass dieser Zihler selbst fiir ¢ = ¢’ mindestens 
x —1 mal zu Null wird, d. h. dass die Entwicklung von 


F(O, &) 


nach steigenden Potenzen von & mit &*-! beginnt. Dies ist auch 
richtig, worauf ich hier nicht eingehe. 

Will man nicht die von Lagrange gegebene Regel beweisen, 
sondern nur zeigen, dass unter den gemachten Voraussetzungen das 
arithmetische Mittel der Gréssen y', y’,... y sich durch ¢’ und 
die Gréssen m,n, p,... rational ausdriicken lisst, so kann man 
weit einfacher verfahren. Ich nehme an, es seien von den Grissen 


t’, t”, t’”, ... t® die r ersten einander gleich, die r, folgenden seien 
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wieder unter einander gleich aber von den vorhergehenden ver- 
schieden, dann wieder die 7, folgenden einander gleich u. s. f., so 
dass die Gleichung 

0=—0 


im Ganzen 6 von einander verschiedene Werthe ihrer Wurzeln auf- 
weist. Man nehme jetzt von den Gleichungen 


- 
Ss to)* ye — M, 


e =] 


die 6 ersten, Diese Gleichungen kénnen unter Benutzung der Ab- 
kiirzungen 


r rb renters 


> = YJ,, P y == Y,, a y”) == Y,,.. 


«=I b=r+1 y=r+tr+i 
in die Form 
te Y, + tetory, 4+ tertntoey, 4... = M, 
gebracht werden. Diese 6 Gleichungen, welche fiir 
a=(0,1,2,...6—1 


erhalten werden, kénnen nun nach Y,, Y,,... Yo aufgelést werden, 
genau so, wie Lagrange seine @. Gleichungen aufgelést hat. Es 
treten jetzt nur an Stelle der Gréssen A, B, C,... die Coefficienten 
des Ausdrucks 


t t t 
(1 = r) (1 wc ar) (i - ree) ade 


=14+ Ut+ Vi?+ Wee+.-.-+ Zee, 


Es braucht nur bewiesen zu werden, dass diese Coefficienten U, V, W,... 
in den Gréssen m, n, p, ... sich rational ausdriicken lassen. Ver- 
mége der Siitze iiber die gemeinsamen Theiler einer Function mit 
ihren Ableitungen ist man aber bekanntlich im Stande, aus jeder 
ganzen Function eine andere durch rationale Operationen abzuleiten, 
welche aus den simmtlichen Linearfactoren der gegebenen, jeden 
Linearfactor einmal genommen, besteht. Da nun die Coefficienten 
der Function 0 in m,n,p,... rational sind, muss dasselbe fiir die 
Gréssen U, V, W,... gelten. 

Man hat also nicht néthig, einen Grenziibergang oder eine 
Potenzentwicklung zu machen, um den Nachweis dafiir zu fiihren, 
dass das arithmetische Mittel der Gréssen y’, y”,...y in der Grosse 
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t’ und m, n, p, ... rational ausgedriickt werden kann. Darauf aber 
allein hat Herr Séderberg den Beweis des hier mit (I) bezeichneten 
Satzes gegriindet, Man kann also in der That auf einfache Weise 
von dem Ausgangspunkt von Lagrange aus zur Galois’schen 
Theorie gelangen. 


Gottingen, den 15. Juni 1889. 

















Ueber elliptische Curven. 
[Zusatz zu der gleichnamigen Abhandlung, Math, Ann, Bd, XXXII, p. 444]. 


Von 


Orro Scnu.estncER in Basel. 


In meiner Abhandlung ,, Ueber elliptische Curven in der Ebene“ 
wird unter Anderem ein Satz berichtigt, welchen Herr Humbert in 
den comptes rendus 1883, p. 1136 angegeben hatte. Dabei war mir 
jedoch eine spiitere Arbeit desselben Verfassers*) unbekannt geblieben, 
auf welche jetzt Herr Néther mich aufmerksam zu machen die 
Giite hatte, und in der Herr H. selbst jene Correctur und zugleich 
den Beweis fiir den angefiihrten Satz in dem Umfange, in welchem 
er gilt, beigebracht hat. Das Resultat stellt sich so dar, dass, wenn 
bei der Parameterdarstellung einer Curve vom Geschlechte 1 jedem 
Punkte p Parameter entsprechen, die Curve entweder unicursal ist 
oder durch elliptische Functionen mit andern Perioden so dargestellt 
werden kann, dass jedem Punkt nur ein Parameter zugehért. Dieser 
letztere Fall entspricht in meiner Arbeit genau der auf p. 447 unter- 
schiedenen zweiten Mdglichkeit, dass 


g29 
ist, wie sofort daraus hervorgeht, dass unter dieser Voraussetzung 
alle Parameter ein und desselben Punktes die Form 


no-+x' o’ 
v+ “ae 
haben. Fiihrt man also 


a. 

p+i? p+l 
als neue Perioden ein, so kommt man in der That auf den Fall zuriick, 
dass jedem Punkt, von Vielfachen der neuen Perioden abgesehen, nur 


*) Sur les courbes de genre un. Paris, Gauthier-Villars, 
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ein Parameter entspricht. Um alsdann die wesentlichen Aufgaben 
meiner Arbeit, nimlich die Bestimmung der Doppelpunkte, die Ab- 
leitung der Curvengleichung etc. zu erledigen, hat man nur von 
pag. 459 bis zum Schluss itiberall p + 1 durch 1 zu ersetzen, wodurch 
f(uv) in %,(u—v) tibergeht etc., und die ganze Darstellung sich 
wesentlich vereinfacht. 


Basel, den 15. April 1889. 
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Die complexe Multiplication der Thetafunctionen. *) 
Von 


W. Scuersyer in Leipzig. 


1) Im dritten Bande des Crelle’schen Journals haben Abel 
(S. 181) und Jacobi (8, 195) fast gleichzeitig (nach des Herausgebers 
beziiglicher Notiz 8S. 160 am 12. Februar und 8. 192 am 2. April 1828) 
die Bemerkung gemacht, dass fiir gewisse Werthe des Moduls die 
elliptische Differentialgleichung 
dy dx 


=m 
V ty V fe 


algebraisch integrabel wird, auch wenn der Multiplicator m einen 
complexen Werth von der Form a+bY—D hat. Zugleich gibt 
Abel die Anwendung seiner Formeln auf die friiher' von Gauss 
(disquis. arithm, Art. 335) angekiindigte Lemniscatentheilung, woriiber 
Gauss’ Werke Bd. III. S. 403 fl. und die Arbeiten von Kisenstein 
zu vergleichen sind. In Jacobi’s Nachlass bezieht sich der Bd, I 
seiner Werke 8. 491 —96 publicirte, nach Weierstrass’ Vermuthung 
unmittelbar nach Vollendung der Fundamenta entstandene, Aufsatz 
auf die complexe Multiplication der elliptischen Functionen. In neuerer 
Zeit ist namentlich von Kronecker und Hermite eine umfassende 
Theorie entwickelt worden, welche den Mathematikern vielfach Stoff 
zu einschlagenden Untersuchungen gegeben hat (als neueste gréssere 
Arbeit erwihnen wir die Abhandlung von Sylow im Jahrgang 1887 
des Liouville’schen Journals, S. 109— 254). 

Im Folgenden soll gezeigt werden, wie die complexe Multiplication 
der elliptischen Thetafunctionen sich sehr einfach ableiten lisst, wenn 
man zwei quadratische Gleichungen mit einander verbindet, welche 
der niimlichen Irrationalitit entsprechen. 

2) Wie schon Jacobi in seinen Kénigsberger Vorlesungen her- 
vorgehoben hat, bestimmt die doppelte Functionalgleichung 


fu = df(u + 2) = eqe"f(u+ hz), 
*) Aus den Berichten der Kgl. Siichs. Ges. d. Wiss. vom 14, Mai 1888. 
Mathematische Annalen. XXXIV. 30 


—SE a 
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wo 0?— «?=—1 und g =e”, die vier coordinirten Thetafunctionen 
03(u, qg) bis auf einen von u unabhiingigen Factor, In der Theorie 
der Transformation werden Thetafunctionen in Beziehung gesetzt, deren 
Argumente q = e'*', g' = e”’*‘ durch die Gleichung 

oo +Uh Ki + kW 


k+ 1h oder h = py 


verbunden sind, wo die Coefficienten ganze Zahlen bedeuten. Die 
complexe Multiplication tritt ein, wenn hh’ oder die quadratische 
Gleichung 





Ih? +(k—-V)h—k =0 
erfiillt ist. Da der imaginire Theil von h positiv sein muss, damit 
q einen absoluten Werth g <1 erhalte, so ist vor Allem die Be- 


dingung 
4(kl’ —lk) —(kK+ VP = D>0*) 


erforderlich, und man bekommt 


“—k 
se: ml ie Var 


Bestimmt man nun m durch die quadratische Gleichung 
—2am+N=0, N=a@’+U'D, 
in welcher a und b ganze reelle positive oder negative Zahlen be- 


zeichnen, so nehmen die beiden conjugirten Wurzeln die doppelte 
complexe Form an 


m=a+bi~D=a + Bh, 
m' =a — bi/D =a’ — Bh, 
a=a+bd(k—l'), &=a—db(k—l), B—2bdl, e 
IN =la? —(k—l’) aB —K B* = la? + (k —1’) o' B — hk’ B. 
Fiir negative Werthe von / wiirden m und m’ mit einander zu ver- 
tauschen sein: iibrigens steht Nichts im Wege, das Vorzeichen von / 
positiv anzunehmen, da offenbar die Vorzeichen der vier Zahlen k1k'l' 
gleichzeitig umgekehrt werden diirfen. Wir wollen ferner der Kiirze 
halber voraussetzen, dass a’ und f relative Primzahlen seien, wodurch 
die Norm N=mm' ungerade wird. 
3) Betrachten wir jetzt die Function 


2biwi 


fume ™ IL, @; (= tee , q), 


p=-— — 


*) Man sieht, dass D—0 oder ——1 mod, 4 sein muss. 
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so gentigt dieselbe zunichst der Bedingung fu = df(w+ 2). Denn 


N+1 N-1 
flute meets ai i ( a ) 
fu m : ° 





wo 
e+ 2tt, — oa 
m m 
Da nun fiir du=—(k-+ lh) a 
O5(u) = de! g# eI O5(u + du), 
so erhalt der Quotient der beiden Thetafunctionen den Werth 


26 /,_N—1,),; B ; 
«8 q-* e™ ( . *): == Pe—B(m'+ph) xi _ 
2bi 
——(2u-+- a)i 
= de™ P 


weil 6 gerade, also @’ ungerade und m’+ ph =a wird. 
In analoger Weise ergeben sich die Werthe der Quotienten 


fume) __ -201(2u-tma)i GN =. Pe— Put pani 


fu 


4” “, 
Hadas = e— 201 (2u+mhmhi gN g—N eG oak ty 


= Ee (m+fh) Qu+mhn)i ge—@ Qua ha) i, 
weil 
mh = (a + Bh) h = {o + 2b(k —U’) + 2b1h} h = wh + 20K. 
Man hat aber 
f(u + mx) = f(u+ ax + Pha) = def(u + Bhar), 
{(u+ mha) =f(u + 2bk a+ wha) =f(u+ eho), 
folglich 
fu = g® Bui fiu + Bho) = eq®’ &@ “i f(u + aha). 
Bestimmt man nun, da «@ und f ohne gemeinschaftlichen Theiler 


vorausgesetzt worden, zwei ganze Zahlen wu und wp’ so, dass we’ +p’ B—1, 
so folgt nicht allein, dass 


fu = qe" et Bu! Fu + pw’ Bhm) = ot gi Hau fu 4+ wechn), 
sondern auch 


fre at qe tu' pr mat HM fu + (wal + yw’ B) hay 
= ege*! f(u + ha). 


4) Damit ist das Stattfinden der fiir Oju giiltigen Functional- 
gleichung erwiesen und man erhiilt 


30* 
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Ss 
_ 2blwi 


0505 (u, ge ma Tes. q) 


oder 
sores 


CjOj(mu, q) =e IT ~ + 2,4) 


2bimuwi 
“a adic (u + Pr) 05 (uw ot P=), 
p=1 


wo die Constante C} fiir «—0O durch 


og LICe 9 -I] (05 (22)} 








ausgedriickt werden kann. Fiir d = ¢ = — 1 ergibt sich 
— 
‘=... PT 92 (22 
= on(22), 


5) Macht man die Senna, , dass in dem Ausdrucke 
KN=K oe? —(k —l’) ap’ —1p’?, @ und Bp’ = 2dK 
keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen, so liisst sich eine ganz 

aihnliche Rechnung fiir die Function 


me 
_ 2blwi 
Pn 5 [ (stem, 


? 


durchfiihren. Man findet wastes 


N Bue 
f(w+ hz) — Chauthn) i up St hz o—- ~=+ hn 
—————_- =e 0 se :0 cs. fe. 
fu m m 


wo die Argumente der beiden Thetafunctionen sich um 
mhx = (ah — B’)x 
unterscheiden. Mithin wird ihr Verhiiltniss 
2ai N—1 


— 264 (w— —ha 


a@ 
——(2 Anji 
stg“ ¢ m 2 m “" : 


) = set(mh—ah) ni ¢ 


a 
— = (eutanyi 
= se ™ 
und 


fet he) ee—@utiai oder fu=— eqe”' f(u + ha). 














Die complexe Multiplication der Thetafunctionen. 


Ferner erhalt man eben so wie oben 


Lu + mn) = de-R(tut+przji 
fu ’ 
fo tmte) — Ee—@ Qutehz)i. 


Da nun 
flu + ma) = fu + am + Phx) = 0 gO e-#i f(u 4 az) 
= e-hutfrmi f(y + az), 
f(u + mhx)—f(u + Bx + wha) = a g-* €-2¢4 f(u4- f'n) 
= se-*Quta'hmi f(y + B'm), 


f(u-+-ax)=—dfu und f(u+ px) =—fu. 


Macht man jetzt wieder wa + w’B’ =—1, da @ und #’ relative Prim- 
zahlen sein sollen, so wird 


fu = d“f{u + (ua + wp’) x} = Of(u + 2). 


6) Man schliesst daraus, dass 


so folgt 


_ 2bluti a 
C’Ouae ™ Toe) 
oder 
teint 
C’O 5 (mu, q) =e [] 8+ 2) 9 
ae 
— 2dimuti 
asp =«° —? pis) 05 (u — ek) 
nebst 


c= Tey 


mit Ausnahme des Falles d — ¢ = — 1, wo wiederum 


ae pet 


7) Von Interesse sind die beiden speciellen Fille, in denen 
k —l’, oder a verschwindet, weil alsdann resp. A und m rein imaginiir 
werden. Wenn 1’ =k, so ergibt sich 





ha TP, p=—4ik', also 1>0, <0, 


— a 
kl’ — Uk’ = +4), wits, m= a+ 2bif—lk, 


und a relativ prim zu 201 resp. 2bk’. 
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Der Fall a =0 dagegen gibt 
e&=—b(k—l’), B=—2b1, a=—dbik—l'), B' —2dk’, 
folglich b=-+1, und k—lU’ ohne gemeinschaftlichen Theiler mit 
resp. 21 oder 2k’. Ferner wird 
N=D=4n—1, +m=—i~D=k—I' + 2lh, 


Qiu? eye 


C305(uif/D) =e * “YT 03 (u + a) 





oder 
D—1 
Beye ie 1a 


CO5(ufD) =e TI. 05 \(u 4+ 5)? i, 


wo 








: 2n—-1 . — 
C= [TGs nebss C= 75 [|] =) 
Ebenso erhalt man 


_ ae > 
C’ Oj (uf D) =e T 2a\(« + he) i i 


nebst 


2n—1 . . 
om |] {2% p! 1 resp. — — |] a oS 
p=1 


8) Fir # +1—0 wird die Norm von h der Kinheit gleich. Als 
einfachste Beispiele kann man die Fille betrachten, in denen 
ni ni 2ni 


hae’, heve*, und hee’, 


wo also h einer vierten, sechsten und dritten Wurzel der Kinheit 
gleich wird, Der erste dieser Fille fiihrt bekanntlich auf die Theilung 
der Lemniscate. Man leitet fiir die vorstehenden Werthe die folgenden 
Satze ab: 


1) Fir 
bun®, tk, Fat, Fad 
findet man 
1 
D=—4, tote . q=e", 
ee ee a savage, fat, (=—%, 


so dass die ungerade complexe Zahl m keinen reellen Theiler haben 
darf. Zugleich wird N =a? + 40? = a? + 6? =1 mod. 4; 














Die complexe Multiplication der Thetafunctionen., 


2omuvi 
O(mu, e-*) = ce * TT O(u+ a e-*) 


2dm tbme’t 


a IT O(u 4+ ges , e-*). 


kanO, tol, Ko —1, Vel 





2) Fir 


wird 
ae ~«V5 
D=3, bmi tis an e?”, quis” =, 
Brae, 
m=a+biV3—a+t pe, a=a—b, a =—a-+b, 
B=2b, p’=— 2b, 


mithin sind @ und 0 relative Primzahlen von ungerader Summe, 
wihrend N =a’? + 3b? = a?-+ «af + B ungerade; 


-aV3. Sent - 2V 
0 (mu, ie ‘\amce * [Te(« u + #* ie ) 
. wats 2... -aV3: 
=ce TT eC cS ee ae ‘). 
3) Fiir 
Ga O, Tol, oe —1, Ve —l 
wird 
=— ° fee -«V= 
D=—3, bam — tid wet » gaze §, 


3 es 
m=a+bi/3=—a+fpe , a=—a+b, & =a—b, 
p=—2b, p’ = — 2b, 


d. h. @ und b ohne gemeinschaftlichen Theiler, wahrend ab gerade 
und die Norm N = a? + 3b? — a? — af + B? ungerade; 


0 (mu, ~ at —e TT .) (w+ * =, ~e 7 


2dmi es 


2 

Ram px os 
=Ce “Tl 8 (w + £— — @ 

Uebrigens gehen 2) und 3) durch Umkehr der Vorzeichen von b 

und ¢ in einander tiber. Auch iiberzeugt man sich leicht, dass jede 


” 
ak 


«V3 
). 


1 
durch eine reelle Zahl untheilbare complexe Zahl a + pes” und 
2 
a + pes* durch Multiplication mit einer sechsten Einheitswurzel 
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auf die Form a+ bi/3 gebracht werden kann. In der That ist 
(analog wie bei den ungeradex complexen Zahlen von der form 
«-+ Bi) unter den associirten Zahlen von gleicher Norm stets eine 
primare, fiir welche m= 1 oder m=-+1-+ 2h mod. 4. Dass das 
Product soleher Zahlen (nach Gauss’ Forderung in der theoria resid. 
biquadr. Art. 36), und zwar bei beliebiger Wahl des doppelten Vor- 
zeichens, wiederum primar ist, lehrt die Gleichung 


(@-+ BA) (a; +B, h) = wa, +B ae + ja, + «,B—(k—V) £6 h. 














Zur Reduction elliptischer, hyperelliptischer und Abel’scher 
Integrale. Das Abel’sche Theorem fiir einfache und 
Doppelintegrale. *) 


Von 


W. Scuersyer in Leipzig. 


Wenn es sich um die Zuriickfiihrung eines allgemeinen elliptischen 
oder hyperelliptischen Integrals auf die Normalform handelt, so ist es 
wesentlich, die darin enthaltenen elementar integrabeln Theile bequem 
abzutrennen. Einen Beitrag zur Lésung dieser Aufgabe sollen die folgen- 
den Betrachtungen liefern, welche u. A. ein Verfahren entwickeln, um 
ohne die Auflésung algebraischer Gleichungen die mehrfachen Wurzeln 
unter dem Integralzeichen zu entfernen. Zugleich wird sich ein enger 
Zusammenhang mit den allgemeinen von A bel entdeckten Siitzen iiber 
algebraische Integrale herausstellen. 


1. 


Wenn F(x&) eine beliebige rationale Function von w und dem 


A 
Radical ¢—V/ s(x) bezeichnet, wo die ganze Function s von dem 
Grade k sei, so erhilt das allgemeine hyperelliptische Integral 


Q= J F(at) dx 
die Form , ’ 
Q ={ Fe) dx +f Pr) du=—2, +, 
in welcher F, und F, rational von x abhingen und du= ge- 
schrieben ist. Um beide Integrale in ihre einfacheren Bestandtheile 


zu zerlegen, beginnen wir mit dem Integral der rationalen Function 


Fya= 4 oder Q, = {sae 


*) Aus den Berichten der Kgl. Siichs. Ges, d, Wiss. vom 11, Februar 1889. 
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und nennen gz den gréssten gemeinschaftlichen ‘Theiler von fx und 
der Derivirten f'x. Sei demgemiiss 

fou l-9, f=—F,-9, 
so ergibt sich sogleich 

Fg =(F,—F')g. 
Setzt man folglich 
am -£% on 
ge ty Feo 


wo + eine aicht gebrochene Function sein soll, so erhalt man durch 
Differentiation 

® ¢ ug ® , a 

yor ~- = +z oder p=—Fyx + (F’—F))z4+ 9°. 


Diese Gleichung ist durch geeignete Bestimmung der ganzen 
Functionen © und x identisch zu erfiillen. Da zu Q eine Integrations- 
constante c hinzutreten kann, so bleibt yz um c+ gz unbestimmt, so 
dass, wenn gx auf den l' Grad steigt, der Coefficient von x! in 
beliebig angenommen und z. B. gleich Null gesetzt werden darf. Seien 
g f und @ resp. vom Grade 1 mn, also F und © vom Grade m —/ 
resp. m—1—1, so sind in ® m—l1 Coefficienten zu bestimmen, 
wihrend sich im Ganzen n-+1 Coefficientengleichungen ergeben, 
denen geniigt werden soll. Nur wenn » < m — 1, steigt die Anzahl 
der Coefficientengleichungen auf m, weil das Product g® vom Grade 
m —1 ist. In diesem Falle hat man sich in p die in gt... gr 
multiplicirten Glieder mit verschwindenden Coefficienten hinzugefiigt 
zu denken. Hiernach haben wir im Allgemeinen xy vom Grade 
nm—m-+il1+1 zu nehmen, mit eben so vielen zu bestimmenden 
Coefficienten, weil der Coefficient von z' nicht in Betracht kommt. 
Fiir » < m — 1 steigt aus demselben Grunde x auf den Grad / — 1, 
mit 1 Coefficienten, so dass in allen Fallen die Zahl der zu bestim- 
menden Gréssen mit der der linearen Coefficientengleichungen iiberein- 
kommt. 


Nach Abtrennung des rationalen Theiles ‘ wird das resultirende 
Integral 


2 


® ® : 
da =D) pr log (@—p), 
P 


wenn p die (simmtlich ungleichen) Wurzeln der Gleichung F'p = 0 
bezeichnet. *) 


*) Das vorstehend erérterte Verfahren ist im Wesentlichen bereits von 
Baltzer in diesen Berichten, 1873, 8. 536, angegeben worden. 














Ueber elliptische und Abel'sche Integrale. 


2. 
Wir wenden uns zur Reduction des zweiten Integrals 


Q, =f Fe du 


und bringen dasselbe durch Abtrennung des irrationalen Theiles auf 
die Form 


Q, = = g + 
Die Differentiation fiihrt auf die Gleichung 
02 _ Pt ep (eX _ 1g x 
Fe FH tee + (E-*Aa+ FS 


oder 


p= Psy +[(F’—F)s + 5 Fs |x 49%. 


Wiederum bezeichnen wir durch kl mn den Grad von sgf 9. 
Dann kénnen die Functionen y und X resp. auf den Grad n —m-+-1—k+1 
und » — / steigen, wobei im Ganzen 2n -—-m — k + 3 Coefficienten 
zu bestimmen bleiben. Da nun » + 1 Coefficientengleichungen vor- 
handen sind, so dirfen wir iiber » — m — k +- 2 Coefficienten will- 
kiirlich verfiigen und etwa den Grad von X um eben so viele Einheiten 
erniedrigen. Nimmt man also fiir X eine Function vom Grade 
m—1l-+k—2, so stimmt die Anzahl der Coefficienten mit der der 
linearen Gleichungen iiberein. Eine Ausnahme tritt analog wie im 
friiheren Falle ein, wenn » < m + k — 2, alsdann hat man m+ k—1 
Coefficientengleichungen und y vom Grade / — 1 zu nehmen. 

Setzt man 


X ® 
FA OAT Fy 


¥ du -3 ayxvidu + 2 F’p ap’ 


die Summe erstreckt tiber die (ungleichen) Wurzeln der Gleichung 
Fp =—0. 


so wird 


3. 
Betrachten wir jetzt das Integral Q = Lf $e du fir k= 2. Als- 
dann werden X und F' beide vom Grade m — / und 


poet DH = c—p- 
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Das Integral Q lisst sich in diesem Falle bekanntlich durch Logarith- 
men ausdriicken, da fir 7D = ap? + 2bp + c= s(p) 





os 1 og ax + b+ Eya 

Vax +2ba+e 2Va ax-+b—éya’ 
f dx =- i og (ap+d)a+bp+e+ io - 
(@—p)é (ap + b)a + bp+e— oO 


Es fragt sich, ob auch fiir k>2 solche logarithmische Terme vorhanden 
sind. Diese Frage ist von Abel untersucht worden, im ersten Theile 
seines Précis d'une théorie des fonctions elliptiques, Crelle’s Journal, 
Bd. IV, 8. 236—77 (vergl. Bd. VI, S. 77 fig., sowie im Nachlasse die 
Abhandlung Théorie des transcendantes elliptiques), nachdem er bereits 
Bd. I, 8. 185—221, den Satz bewiesen, dass das Integral [oz du, wo 
Mx eine geeignete ganze Function, dann und nur dann durch Logarith- 
men integrirt werden kann, wenn das Radical € in einen periodischen 
Kettenbruch entwickelbar ist. 


Untersuchen wir allgemein ein Aggregat logarithmischer Terme 
von der Form 


>A log w(wt) = 7A log (a+ 88), 


wo wy rational von x und & abhiingt, wihrend « und # rationale Func- 
tionen von x bezeichnen. Sei nun 


[ig tu = 4 log (+88) 
so erhilt man durch Differentiation nach wu: 
. («6 — reeled aps’ wa’ — BA's —~ Bs! 
ia (— — &— Pe” — ) 
Damit rechts der irrationale Term verschwinde, muss 
aa’ — BB's — : Bes’ 
— pis 





= 0 





sein, integrirt 
a? — B?s3 = const. 





Mithin wird 
f Fae =F tog (a+ Bb? = fA log GER — 2 tog EEE. 
Umgekehrt fiihrt jeder Ausdruck log pare auf ein Integral von 





—6é 


der vorgelegten Form, ohne dass eine Ae + Form von s dazu 
erforderlich wire, wie die gefundene Gleichung «? — fs == const. 
anzudeuten scheint. Der scheinbare Widerspruch erklirt sich durch 
die einfache Betrachtung, dass 
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log TPE — log TMS t Pek’ _ log (0, +6,8); 


a? — Bs a? — Bs 





und hier ist «,? — B,?s = 1 oder 
(a2 -+- Bs)? — 40°f%s — (a? —fs)? 
offenbar eine identische Gleichung. Zugleich erhellt, dass man in dem 


Quotienten oth fiir « und B nur ganze Functionen von & zu be- 


BE 
trachten braucht. 


4. 
Wir schliessen jetzt, dass das Integral 


[re = SF oe StH 
durch Logarithmen ausgedriickt werden kann, wenn + die Form hat 


6a’ — 


(ap — saab se 
5-3) > 


6 = a? — fs, 
und der Nenner # nur scheinbar vorkommt, weil identisch 
, 1 , , , 1 ’ 
6° — > as = A («p — Ba’)s + ; aps’ |. 
Setzt man 





wo 


© am: 
y Ge 


B-DE et - Diese), 


6=gq—s, 
und g eine beliebige rationale Function von x ausdriickt. Es lisst sich 
aber zeigen, dass auch hier die Wahl einer gangen Function ausreicht, 
mit anderen Worten, dass man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 
6 = 1 nehmen darf*), 
Schreibt man niamlich 
(«+B&) (q—8) =a, + BE 


und bildet das recurrirende Gleichungensystem 
a=qp—B,, «,=—qa—fps=—4q,f, —f,, 
& = 9, a, — B\s = qf, — By, U. 8. W., 


so stellen die Gréssen 6 B, B,--~- als Divisionsreste eine Reihe von 


*) Letzteres hat schon Abel hervorgehoben (Crelle, Bd. I, 8, 202), jedoch 
ohne von dieser Bemerkung ausreichenden Nutzen zu ziehen, 


so wird 


wahrend 
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Functionen abnehmenden Grades dar, so dass B,, = 0 gesetzt werden 
darf. Damit wird 


a+Bé —it}. mths ITE UTE Imaté 
@—B— ~ g—& %—Be G—E-G—E---Gmi—8’ 


log +88 = Ddrog 2+! 


J =x du =>) Flog 4 att 
Fras got meee — 0%), 


wenn 6 = qg? — s, und die Griéssen q beliebige ganze Functionen be- 
deuten. 


Aus dem Quotienten £ kénnen nur Partialbriiche mit linearem 








und 


nebst 





Nenner heryorgehen, also sind auch hier mehrfache Wurzeln des 
Nenners F'x ausgeschlossen. 
Wenn 


6(p)=0, g(p)=r—/Ys(p), 


Sip f-Y +e 


Pp 


so wird 


und hier stellt die Summe 2” eine ganze Function von x dar, deren 
Coefficienten als symmetrische Functionen der Wurzeln p sich rational 
durch die Coefficienten in 6 ausdriicken. Man kann daher schreiben 


log $m Jona bol + ee 


wo die ganze ted 





— 





yx = 2q' — 


und das doppelte Vorzeichen sich Nila richtet, ob fiir die betreffende 


Wurzel p von 6 = (q—&) (q+) der erste oder der zweite Factor 
verschwindet. 


Sei g vom Grade 7, so kann 2q’ — g A die Dimension J — 1 nicht 
iibersteigen; sobald 27>, sinkt die Dimension von “—*S4. auf 
k—1—1, so dass in jedem Falle die Dimension des Quotienten r 
den Werth * 


ganzen Function ~~ gilt. 





nicht iiberschreitet, was natiirlich auch von der 
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5. 


Um ein bestimmtes Beispiel vor Augen zu haben, setzen wir 


k=3. Dann wird 
Xx > r 
. ay + = 5 . 











* du 
wo Wp =| 
Ze 


zeichnet. Abel hebt das Fehlen eines Terms von der Form v= Jadu 


7 jetzt ein elliptisches Integral dritter Gattung be- 


mit den Worten hervor: ,,il est remarquable, que la fonction de la 
seconde espéce n’entre point dans cette relation (Cre lle Bd. IV, 8. 275). 
Setzt man 


s=2+lze°+mre+n, q=—Art+u, 
so werden p, p, p, die Wurzeln der Gleichung 


@? = p® + lp? + mp + n= (Ap + fH)’, 


also 


P+ Pr + Ps = —1, PyPr + PrPs + PsP =m — 2Ap, 
PPPs = w? — Nn. 
Nach Elimination von 4 und yw ergibt sich die zwischen den drei 
Parametern stattfindende Relation, welche in der rationalen Form 


+ (m —>'», P») = (1p, +P2+Ps) (+P; PoPs) 


geschrieben werden kann. 
Durch Differentiation derselben erhalt man ohne Miihe 


> (4p. +H) (Ap; +u)dp, =>'+ @, @, dp, = 0, 


mithin auch 
dp, dp, dp, 
—t 4 © -}. = = 0 


tetett (1 Suet) ay 
Pp 


"Sete 
d 
a — Au — > ap + Oy ary 
p 


Diese Gleichungen enthalten das Additionstheorem der elliptischen 
Integrale erster und dritter Gattung in Bezug auf den Parameter. 


neben 
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6. 
Schreibt man 
G=HU+ Ge +++ also r—qg+aqp:-:, 
6=g—s=— 6,2" + 6,2" 1+.--., 
so bestimmen sich die » Wurzeln p der Gleichung 
6(p) =rr — s(p) = 0 

als algebraische Functionen der / + 1 Coefficienten q, q, ... q, mithin 
werden » —1— 1 algebraische Bedingungsgleichungen zwischen den 
Wurzeln p stattfinden, welche sich durch Elimination der q; aus den 
n Gleichungen r = //s(p) oder den ‘quivalenten: 


6, 
Dan. Dana secam mcr’ 


ergeben. Folglich sind » —7—1 Wurzeln durch die iibrigen / + 1 
bestimmt. 
A bel und Jacobi haben gezeigt, dass diese Bedingungsgleichungen 
sehr einfach in transscendenter Form aufgestellt werden kénnen. 
Differentiirt man nimlich die Gleichung 6(p) = 0, so ergibt sich 
6'(p)dp + 2rd’r=0, 
wenn unter d’ die Differentiation nach den variabeln Coefficienten g; 
verstanden wird, also d’r = p'dq, + p'—'dq,--- Setat man 
fot Vs(p) =+@4, 
so wird 
"(p) d die 
s P aa =—V?dr . 
durch Multiplication mit rae geht hieraus 
edp ____ 9 oP) oy 


+65 o'(p) 
o(p) = rop™ + ryp™'+--- 


Bildet man nun die Summe iiber die simmtlichen Wurzeln p, 
so folgt 


r 
hervor, wo 


e dp 2yredr , 

+o a’ (p) 
Da hier der Ziihler vom Grade / + m, der Nenner vom Grade n — 1 
ist, so verschwindet nach einem bekannten Satze die Summe auf der 
rechten Seite fiir m< » —1—1 und man erhilt einfach 


Setzti man @ =p", so ergeben sich die gesuchten n —/—1 
transscendenten Gleichungen in der integrabeln Form 
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” dp ' 
tea = fir m=0,1,-+-,n—1—2. 


Man kann folglich schreiben 


n—l —— n ee un 

> p™dp > * p™dp 
eo “Fo = Cm+1) 

i=l ba 


i=n—l+1 





wenn man die 7 unabhangigen Wurzeln pp-i41-+- p, als willkiirliche 
Constanten betrachtet, die mit den Integrationsconstanten y»4, sich 
vereinigen. Auf diese Weise werden die algebraischen Bedingungs- 
gleichungen durch » — 1 — 1 transscendente Gleichungen mit eben so 
vielen willkiirlichen Constanten ¢, ¢,-+-+ ¢C,—-1-1 ersetzt, und kénnen 
desshalb als vollstandige algebraische Integralgleichungen des Systems 


n—t 
: , . pi" dp, 
eae fa, 
enthalten die algebraischen Gleichungen nach Elimination der q; die 
1 Wurzeln pa—i41+++ Px als willkiirliche Constanten, und diese reichen 
fiir die vollstiindige Integration aus, sobald 15> ”»—J—1. 
Sei z. B. k= 3, 1 —1, so wird n= 3 und es ergibt sich 


l d 
£3, +f $a 
iiquivalent den algebraischen Gleichungen 
HB =—HATH, EMmR—HMAH, ET — HP +H, 

wo OD = p*® + lp? + mp +n, oder in rationaler Form, nach Elimi- 
nation von gq, und q,, wie Art. 5 gezeigt worden: 

1 2 

4 (m —S' pp.) = l-+p,+P +s) (WEP Pads) 


Man sieht, dass p, einfach an die Stelle der willkiirlichen Constante 
getreten ist. 





== 0 angesehen werden. In der That 





7. 

Die Coefficienten g; kénnen wir uns auf rationale Weise abhangig 
denken von irgend welchen unabhiingigen Variabeln g,, Q,, - --, als- 
dann werden auch die Coefficienten 6; in 6 rationale Functionen der 
o:, und die Wurzeln p algebraische Functionen der g;. Im Falle die 
Gleichung fiir 6 reductibel ist, also in irreductible Factoren 

6 = o'!) gf2)... 
zerfillt, so zerfallen auch die Wurzeln p in mehrere Classen, so dass 
die symmetrischen Functionen der Wurzeln jeder Classe rational von 
den Variabeln 9; abhiingen. Auch kann der Fall eintreten, dass ein 
Factor 6) mit seinen Wurzeln von g ganz unabhingig wird. 
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Um ein einfaches Beispiel zu haben, nehmen wir 
r=idgo+u=4+T 
von einer unabhiingigen Variablen g linear abhiingig, wihrend 4 uv 
ganze Functionen J‘ Grades in p bezeichnen sollen. 
Setzt man nun 


s(p) = w? — Av = B? = 5, p*! + 5, p%-1..., 


6(p) = (Ao+4u)? — (w?—Av) = A(Ao?+2u0+7), 


0) = A= Aypt fp Aypit es, 
o® —= Ag’? + 2u9 + v= 6,p' + 6,p''- 
Hier ist » = 21, aber wiahrend die Wurzeln von o) Functionen der 
Variablen g sind, bleiben die Wurzeln von o) Constanten. 
Man erhilt folglich durch Differentiation der Gleichung 


Ae? +2ueo+v—6=0: 
o (p)dp + 2(49+4)de=—0 
o(p)dp _ 
~—.—  — 2deo. 
Daraus entspringt fiir die 7 Wurzeln von 6 = 6) die Proportion 


so wird 


also 


oder 


+o, +26 +6 1 
dp,:dp,--+:dp:de= Fst? Fay ont =) t— >: 
Hier ist 


6° (pi) = 5y(Di Pr) (Pi—P.) + (Pi—Pi) = lim 2?) 
pup, P—P; 
nebst 
6) = 4,0? + 2,0 + %. 
Das gefundene System totaler Differentialgleichungen ist offenbar 
iiquivalent mit dem Jacobi’schen hyperelliptischen System*) 


m 
>) ea? 0 fir m=0,1,...,1—2, 
aE: 


in Verbindung mit der Gleichung 


yp - < _ 9 a — 2do _ 
2 —~ ade o(p) Ae + 2 290 + % 


Die seomenaendhidian Integralgleichungen 


> no dp 
Je I = Cm+1 


4 pitdp lo 4o@ + to + V% 


are 





und 





8 400 + by — V8o 


7 Crelle’s Journal Band 382, Seite 220. 








ab 


Vv 


er 
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aber entsprechen den algebraischen Gleichungen 
- 6 
> me =>, D> rr=*, 9+) DP + i= (— iy =. 
wo 


6; => 4,0? -{- 2ui0 + Vj. 
Die letzteren kénnen auch ersetzt werden durch die / Gleichungen 


+ WB; = (Agpi +A, pit + +++ AO + wpe + ay pi + ++ a. 


8. 

Die Anzahl der willkiirlichen Constanten ist bei den verschiedenen 
Formen der Integralgleichungen die niimliche, da den Constanten 
Cy Cy ++ + Cy Ag lo SyS, «+ + Sg, einerseits, die 37-+ 3 Coefficienten A; u; v* 
andererseits entsprechen. Bei der Elimination von g fiallt einfach die 
letzte transscendente Gleichung mit den drei Constanten A, uy q weg, 
also miissen auch in den algebraischen Systemen zugleich mit @ drei 
Constanten von selbst fortgehen. Jacobi zeigt in seiner eben citirten 
Abhandlung iiber die Integration der hyperelliptischen Differential- 
gleichungen, dass, wenn man mittelst einer linearen Substitution @ 
durch @ ersetzt, die Gleichung 

Ag? +2ue+v=0 in Ag?+2ue+v=—0 
iibergeht, wahrend 
uw? — Av =u? —Av=—s(p). 
In der That ergeben sich fiir 
(e+«) (e+) =», 
wo «By drei beliebige Constanten bedeuten, die bei der Elimination 
von @ oder @ von selbst weggehen, die identischen lormeln: 
ie +tpet> _ teh tteet> 
i is e+e” 
uw? —Av =a? —Ap, 
wo 
yl=e?A—2ap+yv , pl=BA—2Ba+y F 
r= B (ap—7)4—(2aB—y)u-+hv, yu—=P(aB—y)A —(ap—yju-+av, 
pu=(aB—y)? A—2B (oB—y)u+B'r, yv=(ap—y)?4—2a(ap—y) ue? v. 
Fir 1] = 2, m =O erhilt man 


: dy é Upy 
J +O +f ~a, ~~ % 


pdr "Ped P, __ 1 Aye -F ttn + V8 
+ B, +f 3 De ie Cy + Vs, log dye 3 i to — V80 


$1* 
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nebst 
Aer + 2uj0+ % 


Pr T Po = — Feet t Bue toy? MP2 Tet ewe +r 


oder 
+ B, = (Agp,? + AyD, + 2) @ + oP? + iD: + Me, 
DW, = (Aq p2” + AyP. + Ay) @ + MoP2? + MP2 + He- 
Um hieraus die Euler-Lagrange’sche Form des algebraischen 
Integrals der elliptischen Differentialgleichung abzuleiten, schreiben 
wir fir p, +p,—2 


(Aya + Ay) 9? + 2 (uot + uy) OO + Mme + 4, = 9 


Ag@? + 2use + e 





oder 
[(Ag® + Ay) Ob by % HF wy]? = (Wye + H,)? — (Ay@ + A) (M% + %) 
und bemerken, dass 
(- @,) — (4 By) = (Age + Mo) (Di? — 2?) + (A, @ + Hy) (4 — Pe) 
= (py — Po) [Age + 44) @ + Mot +] 
Sy = by? — Aq M%, 8, = 2g, — Ay, — 4, %. 
Damit folgt ohne Weiteres 
(+ o,) — (+a, ¥ , ' 
7 “oa = $x? + 8,2 + O 
mit der einzigen Integrationsconstante 
C, = wy? — 4,%. 


Mithin sind bei der Elimination von @ drei Constanten fortgefallen. 


9. 


Der eben entwickelten Form der algebraischen Integralgleichung 
lisst sich eine zweite, analoge zur Seite stellen. Wir setzen p,p,=y 
und erhalten ihnlich wie im vorigen Art. 


[(Aoy — 42) @ + MoY — Me]? = (Hoy — Ha)? — (Agy — ay) (MY — M2) 
= Hy + (C,—s,) y+ 5, 


weil 
S, = w,? — A,v, + 2uou, — Av, — Av, und s, = u,? — A,r. 
Andererseits ergeben die Werthe von @, und @, 


By Pe — ByPy_ 


Pape oe + Ho) ¥ — 220 — He 


und quadrirt 


(0) — & 2 
Aiea) = sy? + (C, — 8.) y¥ + 5, 


Wenden wir uns zum Falle 1 = 3, so sind die beiden transscen- 
denten Integralgleichungen 





h 


\ 
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durch zwei algebraische zu ersetzen, die durch Elimination von g aus 
den drei Gleichungen 


@ = (App? + Ap? + A,p + 43) 9 + Mop? + ep? + oP + es, 
oder den rationalen 
" 5) (Pi + Po + Ps) +6, =9, 69(P.D3 + DsP, + PP.) = %, 
Gy P1P2P3 + 53 = 0 
hervorgehen. Man erhilt ohne Schwierigkeit 


> 2 — Ps) 
2Si(Ps — Pe =(Aotm)ctao+ eu, 


Zp? (Po— Ps) 
2G; (p2" ie 
ee i 1 - . 
nebst Zp? (P2— (A4,@ + 49) y 4,0 Wy, 


| I caadeiemadhndaaimenniiaien 
. [(Aoy — 49) @ + Moy — Ha]? = Soy? + (uy? —4, 1, —82)y + Uy? — Ay %, 
wo zur Abkiirzung 
L=Py+ Pot Ps> Y= PoP; + PsP, + Pi Pr 
Damit folgt sogleich 


2B, (Pe — Ps) 2 ‘ 
Spt(pe—ps) 0” + 42+, 


28; bs ( pe?— - Ps *) . = 
Zp? (P2— Ps) = Soy +(¢, s,)y+C,, 
wo also 


C,=u?—A,», und C,= um,’ — d,v, 
die beiden Integrationsconstanten geworden sind. 


10. 


Mit der Ausdehnung des Abel’schen Theorems auf mehrfache 
Integrale haben sich Jacobi (Crelle Bd. VIII, 8.415) und Rosen- 
hain (Crelle Bd. XL, 8. 329, 359) beschiiftigt. 

Um von einem einfachen Falle auszugehen, seien 

6(pqee)=9 und 6,(pqeo,) =0 
zwei algebraische Gleichungen, durch welche die Variabelu p und q 
als algebraische Functionen von g und g, bestimmt werden. Nun ist 
aus der Theorie der Doppelintegrale bekannt, dass 


dpdq= een de dog, 


0(64;) 
0(p4q) 
oder 
aie 0(66,) de do, 
9 dp dd =P Gee) Boo) 


(pq) 
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Setzt man 
6=r—s, 6 =—r—5,, 


wo ausser den Variabeln p und q, in r und r, auch @ und @g, vor- 
kommen, und 66, in Bezug auf p und qg von der Dimension » resp. n, 
sein sollen, so erhilt man 


=+ys=4+47, r=+tys,=—=+3, 


und 
0(o6,) Be O(rr) 
7 om STT, a3 
adeas 0(ee@) @(ee) 
folglich 
pdpdq 4 d(rr) 
+00, (66) 8(e e) dg dg,. 
é(pq) 


Summirt man iiber die simultanen Wurzeln p,q; der Gleichungen 
6=6,=0, so ergibt sich 


> =2 G(rr,) 0 
O(o6,) Gee)  ’ 
Pt C(P) 


° ° ° = o(rr ° . . . 
wenn die Dimension des Zihlers i: ¥ in p und q niedriger ist als 
1 


die des Nenners —. Setzt man z. B. 
O\P® 
e(rr;) 
=Aeth, 1 = 49+, ys Ad, 





0 (ee) 


wo 4 und w in Bezug auf p und g die Dimension 1, 4, und «, die 
Dimension J, haben mégen, so erhilt man fiir @ = p™ q™ 


; —* dpdq=0, wenn m+m, <n+n,—l1-—1, - 
Pq 


Sei insbesondere 
o=Ae? + 2ueo+v, s=w—hv=B, +T7=—lot+u, 
G=AQrP 241%, SH? —A4y =F", +3, =—4,0,+ 4, 


so geht die Gleichung 


0(6 6) 0(6 0) 
’ apo dpdq = (ee) wisi 
iiber in 
9 ee dp dq = 4p(4o + #) (4,0, +m) do da, 


a " pq | 

also erhilt man fir m = —— 
OO, 

me m my 


+? dpdq=4 a2 say 1010, 
30a) 








r- 











und nach der Summation iiber die simultanen Wurzeln von 6 und 6,: 
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Ps +7 dpdqg=0, wenn m+m, <1+1,—2. 
Pq 


Setzt man dagegen 


wd 
6=Pr — $8, 6 =r, — §;, 


so wird 
pdpdq __ 29 a(rr) 
+a —~ Geo) dee) (eee 
o(Pq) 
und weiter fiir m+ m,<n+n,—Il—l,—2: 


G= AQ? +2ue+v, r—deo+u=+d, T= uw? — dp, 
wihrend 
6,= 4,0, +), 
so folgt 
0(66,) — 
(pa) dp dq =2(49 + uw) 4, do de, 
oder 
pdpdg _ 294 
+ Fn] asi 0(6 64) de de, ? 
0(pq) 


m my, 


a ts dp dq = 0. 
Pq - 
Sei nun wieder 


mithin fiir g = pq”: 


und 


des 


m my, 
fir g = ft; 
i 
f G dpdq=0, wenn m+m, <l+1, —2. 
Pa 
11. 
Wir kehren zur Gleichung 
_ ees 
+o o(p) 

Art. 6 zuriick und leiten aus derselben mit Abel einen 
Ausdruck fiir log 1} ab. Summirt man nach Hinzufiigung des 
Divisors « —p, so folgt 

oe # + Je 
(p—a2)o 7 (a — p) 0 (p) 


mm , 
> ~- dpdq=0, wenn m+m, <1l—2, 
Pa 


Pp 
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Da hier der Ziihler vom Grade 1, der Nenner dagegen vom Grade 
21 resp. k > 21 ist, so hat die Summe der Partialbriiche auf der rechten 


Seite den Werth ot und man erhilt die Gleichung 


Sete 23h 
(p—a)@ 6 (2) 
2 tdp on S084.. 

(=2)0 *-! 


Fiir wachsende Werthe von x wird > =e = () (weil gil 


aia 


— — mit Ausnahme der Fille] —0, Kk=1 und/=—1, k=2, 
a 


oder 





— sich der Null unbegrenzt niihert), im Kinklange mit den friiher 
abgeleiteten Resultaten*). 


Die Integration aber ergibt ohne Schwierigkeit 
i OEP _ ot aS — log att 
2 (p—2)@ =5° 


wo die eleeestiiiindhiinaite g unabhingig von q als Function von 2 
zu bestimmen ist. Diese Gleichung enthilt das von Abel entwickelte 
théoréme fondamental, welches er an die Spitze seiner Theorie der 
elliptischen Functionen stellt **), 











12. 
Die Vergleichung der beiden Ausdriicke 


log 4st pom f orau —~ SY as 
es tédp 
—92— D> |; (p —2x)@ 
P 


lasst auf einen directen Zusammenhang der Integrale J at 
und J es ra schliessen. Derselbe wird vermittelt durch die von 
Abel und Jacobi bewiesene Formel***) 


*) Durch Entwickelung nach den absteigenden Potenzen von x erhiilt man 


auch den Werth der Summen a , also das Additionstheorem fiir die 
Integrale zweiter Gattung. 

**) Crelle Band IV, Seite 245. 

***) In der nachgelassenen Abhandlung Abel’s sur une propriété remarquable 


dune classe trés-étendue de fonctions transscendantes und Jacobi in Crelle’s 
Journal Band 24, 8, 178 und 185 f. 


+o 














we 
en 


ist 


til 
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ee. Ss 
(p—«)@ (e—p)g 


b. V1 m dl x" dx 
—_ zr (m — ”) Sk—m—n—2 fre. a) me 


mn 


welche das Theorem von der Vertauschung von Parameter und Amplitude 
enthalt, wihrend 
b= sat sat-t..-, TH = sp t+ spr... - 
ist. 
Man braucht bloss nach den beiden Variabeln p und x zu differen- 
tiiren, um sich von der Richtigkeit der Formel zu iiberzeugen. Wenn 
A die Differenz der beiden Integrale bezeichnet, so wird 


aA ¢—s* 7. tte m yn 
ts - Gu = >) (m, n) p™x 


mn 


und hier findet man ohne cisiieen 


1 
(m,n) = > (m — 2) Sr—m—n-2- 


13. 
Wie die Formel fiir a "hk S42 _ das Additionstheorem der 
(@—p)é 
hyperelliptischen Integrale dritter Gattung in Bezug auf den Parameter, 
so enthilt die fiir 2 f fie = gefundene Gleichung den be- 


treffenden Additionsssts in Bezug auf die Amplitude. Um die An- 
wendung auf elliptische Integrale zu machen, setzen wir k = 3 resp. 
k == 4, 
Fiir 
s=O8+lz?+me+n, gq=dAr+u, 
+B, = Ap, +e, + @, = 4Ap,+ u 


tédp ne — Woo AHH tE 
>J @—a)a 9 — OS eee? 


wo «x an die Stelle des Parameters getreten ist, wiihrend die Wurzeln 
P\ Pop, Von s =’, welche jetzt die Amplituden der Integrale werden, 
den gleichen Bedingungen, wie Art. 5 die Parameter, unterworfen sind. 


erhilt man 


Analog ergibt sich fiir k = 4: 
s=Az'+4Be+6Ce+4De+E, gq=az?+2be+ 0, 
r? = (ap? + 2bp +c) = Ap'+ 4Bp>+ 6Cp?+4Dp4+ L=3', 
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ra40, Paeuo 
> + 


* + édp av®+2ba+e+é 
a) Gude 79" — a etedee 


wihrend nach dem Friiheren, wegen 


o- 8B. 
A+r+p+7,=4Z= 2: 


az?+2ba+e+é 
log - axt+2be+e—§ =fmta #) uw / (2 — a 


oder 


" +@dz  , aB—bA ax®?+ 2ba+e-+ & 
2) wont 8 aa *- 8 pie te— 
P 


Fiir a = /A wird eine Wurzel p, unendlich, und wegen 


2b? —3C 4 2b? — 8C , 
P+ t+ py = “St : a : 


2(B—ab) 3 (B— bVa) 


+ dx oe ie _ 
aJ cs 7 om V Af adu 


Ac+4Bb— (2-4 30)VA 


= v4 ule g «VA -f 2ba +e+eé 


2(B—bVA) wVA+2bxa+e—é 
Fir 6 = aa wird auch p, unendlich, und wegen 
be-D _g cBVA—AD 


P+ P: = 2 309-3" ae =? 340 —2B*—cVas— 


Ode _o,y » _ 
+ Ga } Af xdu 


9 —DVA Aa? +2Be+ (e+) VA 
—2A == — u — log - — am © 
a —¢V As Ax? + 2Ba+(c—§)VA 
‘ = 2 . 
Fir ¢ = 34C— 2B" wird auch p, unendlich, und wegen 
VA 2 ? 5 
e—E (3AC — 2B)? — AE 


Pi = TD— be ~ 4A(A’D — SABC 2B!) * 


J tow, = BVA J zdu — 
9A*C? + 12 ABC — 12 Bt — AXE—8A*BD 
4VA(A?D — 3ABC + 2B») 
(Aw + BY — 3(B?-— AC)+éVAS - 
(Aa + B)? — 3(B?-— AC) — EV AS 





— log 
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Auch dieser Ausdruck wird unendlich, wenn 
3ABC—A’D —2B5 =i, 
verschwindet. In diesem Falle erhilt man wegen 


= 4 1 x Pee ay 2B 
ae i +at::j@ VA +o Pt ae 


(Aw + B)?— 3(Bt— AC) + EVA af B 
] r ETE ———ae — = d 4—— . 
°8 (4z + B)— 3(Bt— AC) — VA} ha? canta 3 Va" 





Sat = in, 


14. 


Allgemeinere Siitze iiber die Integralsumme 


a f(r) dp 
(p— 2) @ ° 
Pp 
wo p die Wurzeln einer Gleichung von der Form «?s, = 6?s, durch- 
liuft, wihrend s = s,s, und eff ganze Functionen bedeuten, finden 
sich in Crelle’s Journal Bd. III, 8, 313—323*), auch behandelt 
Abel Bd. VI, 8. 78 Integralsammen von der Form 


und 


6(p) =|] (ry a ak r,@ -E aky, w grits + qiim—1)k 'n—1"—") an 0, 


wihrend a” = 1 und ryr,... %m—-1 ganze Functionen von p mit 
variabeln Coefficienten bezeichuen **), 

Aber weit umfassender war die der Pariser Academie im October 
1826 vorgelegte Untersuchung Abel’s ,,Mémoire sur une propricté 
générale @une classe trés-étendue de fonctions transscendantes“ (Mém. 
prés. T, VII, 1841, vergl. auch den eben so kurzen wie beriihmten 
Aufsatz in Crelle’s Journal Bd. 1V, 8. 200 und aus dem Nachlass 
die Abhandlung Sur la comparaison des fonctions transscendantes) tiber 
Integralsummen von der Form 


>J F (po) dp, 
Pp 


wo an die Stelle der Gleichungen 
@*?=—s(p) und O9=-+r 
die allgemeinen algebraischen Gleichungen 
*) Vergl. Jacobi, Crelle Band 9, Seite 99; Poisson, Crelle Band 12, 


Seite 89 — 104. 
**) Vergl. Ramus, Crelle Band 24, Seite 69 — 79. 
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(1) f(pa) =3, 0" +5, 0"!+ 5,04"... =—0 
und 
(2) g(pB) = 7, Te 4+ 7, TH? 4+... = 0 


getreten sind. Hier bezeichnen die Coefficienten s und r ganze Func- 
tionen von p, und die Summe ist auszudehnen itiber die gemeinschaft- 
lichen Wurzeln von (1) und (2), mit anderen Worten tiber die Wurzeln 
der Gleichung 6(p) = 0, welche durch Elimination von @ aus f und g 
erhalten wird. 

Dadurch bestimmen sich die Wurzeln p als Functionen der in 
den Gréssen r vorkommenden Coefficienten g;, oder unabhiingigen 
Variabeln g;, und es ist zu zeigen, dass 


D Fle) dp =F O(e0e1 ---) de 


wird, wenn F' und ® rationale Functionen ihrer Argumente ausdriicken. 
Man leitet zunichst durch Differentiation der Gleichung o(p) = 0 


den Ausdruck ab 
o(p)dp+d'o=0 
oder 
dp = J p(p oa °::) de, 
also auch ‘ 


F (pa) dp= Sv 000 °°*) de, 


weil @ vermége (1) und (2) rational durch p und @ bestimmt wird. 
Summirt man iiber simmtliche Wurzeln p, so folgt 


> Fer) dp = Sde > ¥(pae::)= S$ (oa: +) de, 
P e P e 
weil die symmetrische Summe yoy wy rational durch die Coefficienten 


P 
in 6 gegeben ist, welche mit den Coefficienten g; rational von den 
Variabeln g; abhiingen. Mithin werden die Functionen /' gy und 
gleichzeitig rational, und es ergibt sich nunmehr, da beide Seiten der 
Gleichung zugleich vollstiindige Differentiale enthalten, durch Inte- 
gration das beriihmte Abel’sche Theorem, dass 


a [F@2) dp=u+ > klog», 
Pp e 


wo w und v rationale Functionen der @ und die Coefficienten k Con- 
stanten bedeuten. 
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15. 
Riemann hat spiiter bewiesen (Crelle Bd. 54, 8. 131), dass 


> F(pa) dp =0, 


wenn das Product F(p@) $f on G("p a) eine ganze Function 
von p und @ ausdriickt, deren Grad in Bezug auf jedes der beiden 
Argumente um mindestens zwei Einheiten niedriger ist, als der Grad 
von f. Ueberhaupt ist seit Abel und Jacobi durch die Arbeiten von 
Mathematikern wie Gépel, Rosenhain, Hermite, Weierstrass, 
Riemann, Clebsch, Neumann und vielen Anderen die Theorie der 
Integrale algebraischer Functionen und deren Umkehrung mit Hiilfe 
der Thetafunctionen mehrerer Variabeln wesentlich weiter geférdert 
worden. 

Zur Ausdehnung des allgemeinen Abel’schen Theorems auf 
Doppelintegrale gehen wir von zwei algebraischen Gleichungen 


f(pq@@,)=0, g(pqao,) =0 
aus, wodurch @ und @, algebraische Functionen von p und q werden. 
Wenn dann 


@=1(pqeoe*::)=7(PIe), = (pe) 
als rationale Functionen der unabhiingigen Veriinderlichen o,9, ... 
eingefthrt werden, so gehen f und g tiber in 


6(pqe)=9 und 6,(pge) = 9, 
und es wird 
F(pqa@a@,)dpdq= Site taay do; d gx. 
O(P4q) 
Summirt man nun iiber die gemeinschaftlichen Wurzeln der 
Gleichungen 6 = 6, = 0, deren Coefficienten von den g; rational ab- 


hiingen, so erhilt man 
>) F(pqaa,) dp dq = S400 ++ +) orders 
Pa , 


wo die rationale Function 
- F(parr,) @(640;) 
k ~~ Ei). is 2s —. 
PA(@0@1 ** G(ou) (040) 
ea 6(P4q) 
Bei der Integration bleibt natiirlich im gegebenen Falle der Integrations- 
bereich einer niheren Untersuchung zu unterwerfen. 











Ueber den Zusammenhang der Thetafunctionen mit den 
elliptischen Integralen. *) 


Von 


W. Scuerener in Leipzig. 


1. 


Die im Folgenden benutzte Bezeichnung der coordinirten Theta- 
functionen griindet sich auf die Functionalgleichung 


O; (u, h) = dO(u+a) = eqe"O(u+hi), 
in welcher g = e~*, 0? = e? = 1 gesetzt ist. In Verbindung mit der 
partiellen Differentialgleichung 


eo _— e98 ” a0u 
Dut =455 oder O”u = Sh 
sind dadurch bis auf einen numerischen Factor die vier Jacobi’schen 
Functionen bestimmt: 


Q} (u, h) = a, (wu, q) -> g™ eknsi, 
er" (u, h) =v (u, q) -> (— 1)*q™" ees, 

1 (m+ =) 
0_1(u, h) = 4,(u, q) =>'¢ 27 o2mtt)ui | 


1\2 
m+— 
O=i(u, h) = (uw, 9) = Seed ?) ees 


deren gegenseitiger Zusammenhang durch die Formel 
J 


as 1 ' 
O5(u) =e * 0; *(u+ *) — qc CO, (w + =) 
di 
=e q' ev O75 (u+ st**) 


*) Aus den Berichten der Kgl, Siichs. Ges. d. Wiss, vom 4, Miirz und 
3. Juni 1889, 





awraoest 
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ausgedriickt wird. Der absolute Werth von g wird <1, der reelle 
Theil von hk mithin als positiv vorausgesetzt. 


2. 


Um die Beziehung dieser Functionen zu den elliptischen Integralen 
abzuleiten*), gehen wir von der Additionsformel 


(A) PS, (ut) o,(u—v) = 072uPo — Pud,?o 
aus. Setzt man hier « — v = w, so wird 
#3, (2u—w)d,w = 3° u HP (u—w) — Fu d,?2(u—w). 


Bei der Entwickelung nach den Potenzen von w erhilt man sogleich 


POF, (2u)w-. += jou - 8,2u—d,?u -- wut Wess 
also 
(B) 3,3, (2u) = Pu £ Ou — 3,2 u ~ Pu 
= 220 Fu Fd, ud, udu. 


Aendert man w und v um = so kehrt die linke Seite von (A) 


ihr Vorzeichen um, mithin folgt 
Pud?Zo — d2uPev = 6,2u 8,20 — 3,2 u F,20, 


ci t 


und durch Aenderung der Argumente um 5 resp. | log = = an 


Put, — o2uke vo = 0,2ud,?v — 3,2 ud,?o, 
Pud,2v — 32uk v = 0,2 ud,20 — 0,2ud,?0, 
Pus vo — O2ud?vo = #2 ut, — O,2ud,?0. 


Diese Gleichungen werden erfiillt durch die Werthe v = 0, 


a, Fu. * Ou a, Fu diet 
[= sin 9, ta COSM, | ou tang 9, 
wahrend 


99, 2" — 7/8," cos’ p + # sin’ g, 


oder nach Legendre’s Bezeichnung 
o Ou ale OG no. 
2, oy = AP -/'1 —a sin? @. 


*) Der Verf. hat sich bemiiht, aus der Theorie der elliptischen Thetafunc- 
tionen nur die elementarsten Siitze, welche aus der Definition dieser Functionen 
durch die bekannten Exponentialreihen folgen, zu Hiilfe zu nehmen, um die 
Priimissen der Rechnung nach Mdglichkeit 2u vereinfachen, und fiir eine ibhnliche 
Behandlung der hyperelliptischen Thetafunctionen in ihrer Beziehung zu den 
mehrfachen Integralen den Weg zu bahnen. 
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Die Substitution in (B) liefert durch eine leichte Rechnung die 
Gauss’sche Form des elliptischen Integrals erster Gattung: 





— gp = 38, 9, “du, 
Va! cost p + # sin? @ vu 
uv 


wo u und @ gleichzeitig die vier Quadranten durchlaufen. 


3. 
Die niimlichen Gleichungen werden ferner erfiillt durch die Werthe 
—0, % 8% ising’, 2% 2 — oso’ 
v=0 . ae FS ee Oe 
a, Bu yu 





a ou itang gy, 9,0; au V3! cos* gm’ + @,! sin? g’, 


Damit folgt aus (B) 
idg’ = 9,9, e du. 


Die Variable gy’ ist imaginir fiir reelle Werthe von « und um- 
gekehrt. Vertauscht man desshalb wu mit «’i, so bleiben 


, 1 ee f* oe 
O(u't), = 3, (wd), 8, (wi), 43 (u't) 


reell und man erhiilt das Gleichungensystem: 


° ,__ 4, (wt) _ & = B(u't) : os &, (u'd) 
mys 49_(w' i)? me es ,(u i)? tg y= O td(wi)’ 
8,4. He'd .W.. =) ,! cos? g’ + @,! sin? g’, 


3 a,(ut) 


u" 
dg , ? : 
“= —s a = 0,2. > du. 
Vi,4 cos® + rx sin? ’ a aU BY (ut) 
3 — P e 
$ 0 


. . ’ * , . +] . , h 
Hier wird wu = th fiir =m, Man wird folglich w -= 


zu setzen haben, damit 


-if Vas cos® = ®! sin? @ 
mit 
* 4, (wt) 


’ h 
yg = 2,9, = 


0 


du 


gleichzeitig die vier Quadranten durchliuft. 
Selbstv erstindlich sind noch andere Integralformen fiir w zuliissig. 
So kann man auch setzen 








si 
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oe yu 


Oo, Bu 
Oyu’ OO 


® au? 


‘ ae Ayu 
sin y oa cos w — tg y= a, a0? 





29, ee =F cos’ » + 9,' sin? y, 


” 


w 
dg d,u 
“= —— = 0. — du. 
\ Fe cos p + @,! sin?@ ’” ¥ if vu 
v0 v 





Ferner 
: ’ BD, (wt) . »_ , = F(w't) 1 (wt) 
me == fee’ “~~ 2 Gan’? SY “2, en” 
WW) aaa pa 
O, 3, 8, (0) =) 2,' cos? p’ + @,! sin’ y’, 
y’ 
* Ae he f° _dg 
” Vie! cos* p + @,4! sin® p ’ 
v0 
x 
> By (ut) 
v 0% f Piagy A. 


0 


4. 


Durch directe Multiplication der Thetareihen erhiilt man sogleich 
die Formel 


(C) 9; (u, @) (0, g) = | 

— 5; (u+ v; q’) 8, (u a q’) + a, (u+2, q’) o,(u—v, q°), 
aus welcher die specielleren Gleichungen hervorgehen: 
3,2 + # u = 29,(9°) 9, (2u, 9g’) , 

dud,u = 2(g*) d(2u, g’) , 
- 1 
al 9,2u + 9,20 = 0, (9?) 9, (u, q®) " 

1 1 

3,ud,u = = 6, (q?) 3, (u ’ q?) : 


Diese Ausdriicke enthalten fiir «—0 den Satz, dass @,?(q*) das 
arithmetische und *(q*) das geometrische Mittel aus #,? und @° dar- 








1 1 
stellt, ebenso wie resp. 3 a,” (q®) und ; 8,” (a?) die betreffenden 
Mitiel aus #,? und @,?. 
Das von Gauss erfundene arithmetisch-geometrische Mittel aus 
%,* und &*, welches durch fortgesetzte Wiederholung des Ueberganges 
von q zu gq? erhalten wird, ist folglich fiir v = 2" 
lim @,(q”) = lim #(q”) = 1. 
a2 


Mathematische Annalen, XXXIV, 








| 
{ 
\ 
| 
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Schreibt man daher mit Gauss 

m=p"t,, n= wd, 
so stellt wu das arithmetisch-geometrische Mittel aus m und-m dar, 
so dass 





i= ° 
Vm? cos? = n? sin? p 


Ebenso wird das betreffende Mittel aus #,? und @,? durch den 
Uebergang von g zu //q gefunden und liefert 


1 1 
‘ 1 v we er 
lim | 8,’ (q = lim +.0,2(g ). 
Zur Aufsuchung dieses Grenzwerthes setzen wir fiir g = e—* 


th 


+9, (¢") = Sy" i yy 
759s i. - i or. 


und fiir 
1 ” ye | ae 
r 9, (7°) =//* > oe (+3) " 

— 9; (y” ) yz > be ve, 


Da fiir waulln Werthe von v @ ohne Grenze abnimmt, so wird 


@ 


(m+ 5 
lim de Lim Dacwe — ferasm), 1 


o=@® 


und das gesuchte arithmetisch-geometrische Mittel == ” 


5, 
Dieser Satz gibt das Mittel zur Berechnung von q aus m und n. 
Denn setzt man 
m=n?+n?, so folgt n —w,”, 


un 


und das arithmetisch-geometrische Mittel aus m und m’ wird w=": 


Dareus geht 


*) Die Vieldeutigkeit des arithmetisch-geometrischen Mittels findet sich im 
Jahrgang 1862 der Berichte der K. 8. Ges. d, Wiss, 8. 123, erdrtert. 








he 


so 


fo 


8 
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_ua 
I= e—h =e w 
hervor. Sei jetzt 
«ff 
q —e “ome * ? 


so gelten die analogen Gleichungen 


on on u’9,2(q'), $ == u'%,2(q'), 96° am pe (q'), 
folglich 
rq O79 | 


™ a _ fe aa 


- o ey a°q° a i 


Damit verwandelt sich der Art. 3 gefundene Ausdruck 


-if Va," cos® = 8; sin? 
in 
yg 
2 d p 
Va5*(q') cost @ + 04(q°) sin @ 








so dass m und g gleichaeitig in g’ und q’ iibergehen, wenn w unver- 


iindert bleiben soll. Folglich erhilt man gleichzeitig 


pt ae 88d. PH g) _ Os yw Gg) 
sn P = o.q Fug) @ ta(w's, g)’ 
aq J(u, 7) a, (wi, 
,q (ug)  — &  Ha(wt, gq)’ 








cos @ = 


ron Bq 5 (u, q’) al & (wt, g) 
49,9) = O,q = (u, a’) O, (wt, q) " 


*) Schreibt man zur Abkiirzung neben 


r_ uh _ ot q » Ut _— &,2q 
aca Vie = di h ~“ oq"? 


so ergeben sich ferner die Gleichungen: 
7 a , neo 
sin @ = 4; ‘— sd O,(w 4, 1) 
%. Oq  tM_(u" i, q’) 
t Deu aq (u" iq’) 


CoP =o, Ou @q O(w's,q)’ 
oe Bu Boq Bs (u" 4, ¢ 
A(p, q) — 2 Se Sad Sale 49), 


v, vu Gq 8(u" i,q)’ 


sin 9” en sg 1 (u",@’) = a, #, (uit) 


aq a(u',q) ® t,(ui)’ 
cei ad aq ol 7) _ _ 9 (ui) 
ae weg Fw’ 4) ®  F_(wt) ’ 
— Bq = F,(u", D 3, (wt) 
A( : q) — q (wu q) 2 8 


a9 Pu” 59) Ds -Bg(s) ’ 


82* 
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Hieraus entspringt die Proportion 


a(wt, 9) ” 4, (wi, q) — A2(wi,g) _ 43(w’ £0) (uy h) 
O,(u, q) ia, (U, q) a(u, q) #5 (u, q) wi 4 


wo f(0, h) —/* (mit positivem reellen Theile) gefunden worden ist. 
Im Folgenden (Art. 11) wird sich der Werth 


f(u, h) =e” 





7 
h 
ergeben. 

6. 


Weitere Formen fiir « erhilt man, wenn man die Quotienten der 
Thetafunctionen oder ihrer Quadrate direct als Integrationsvariable 


einfiihrt. Fiir 
a,2u 


alist au 


wird 


hag ae dx a 
J Via(@ — x@,%) (8,7 — 22,2)’ 
mit den Invarianten*) 
tr = 5 (2 — H49,'), gy — az (O — 94) (2, + 949,4), 


97 
folglich 

92° — 279,? = 168° 3,°3,5 = 168,'5, 
wihrend fiir 








a 
_—-_ “\7 Vaz — ay (8,7 — a? dy?) 
die Werthe der Invarianten folgen: 
1 1 “a 
i= is (3° + 168,495"), 93 = 216 (,* + 9,4) (88 — 329,'9,'), 
nebst der Discriminante 
1 
1 1,,(7)\° 
9,5 — 2793? = Te 3199, 48; ={+ a, (q? ) ’ 


In den betrachteten Fiilien besitzt das Radical unter dem Integral- 
zeichen vier reelle Wurzeln. Setzt man dagegen 


o2q— u's, 
— (fata - fit Prd) 


nebst 


*) Nach Weierstrass bezeichnet man die Invarianten des Folynoms 
f=ax'+4ba°+ 6eat*+4de+e durch = ae —4bd+3ce und 
93 = ace + 2bed — ad* — Bte — ce’. 








sO 


F 
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ou P F dx 


Lo = “= a 
. Fu? V (a, + a8) (8? + 2?@,") ? 
0 


so hat man zwei conjugirte Wurzelpaare und die Invarianten 
9, = +4 (9,8 + 169'9,'), 
Is = stg (0! + 94) (820'9,' — 2,5), 
g,° — 2793? = = 5 919,'99,! = 16 {3,'(q@)}8. 
Endlich wird fiir 


ie ae oe = dx 
ion ’ aeons 
Vat + xt 8s?) (Oy — wer) ’ 


Ing = es (@,8 ae 169 9,"), 


I; = aig (8! — 8, ') (9,8 + 320'9,%), 
1 > 
93 — 279," —=— ‘é 919,'9,' =} 9, (iq?) 


Im letzteren Falle besteht die Ungleichung g,° < 27g,’, weil die Func- 
tion (#°-+- x? #,") (0,?—2? 9") zwei reelle und zwei imaginiire Wurzeln 
besitzt. 

7. 


Wir wenden uns jetzt zur logarithmischen Differentiation der 
Formel (A). Dieselbe ergibt 





#, (u+v) 4 4a, (u—v) 9 Fu tas _ g(1 — Kud?ev 
da 


#,(u + v) #,(u — v) a ot) ~ OP ud vo 
ste SS. tetinin te an 
a2v " “au * ¥ s oe J, wand 
~ atu 24d o— eu d2v 


"te od 0F, (24) 
~~ PUA (w+ 0) (w— 0) - 


Entwickelt man nach den Potenzen von v, so folgt 


~—ad™ y Fy FA (20 
v?(-~) log i ot Sew) ) ‘5 
mithin 
#, (2) Qa 79 TUDQUASU 
—_ &.'3 —99.’2 adil ad 
(D) (zy log Ou = 8, ou 29, au 


Die gefundene Gleichung ist von fundamentalem Charakter und 
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liefert zugleich Formen der elliptischen Integrale erster und weiter 
Gattung*). 


Durch Aenderung des Arguments um ~ resp. 





ja) log ®u = — 0? 20) — — 29,'0, E ou Oyu 
(Fi ) log Ou = — 4, ¥ a oma ORO Syeeystee ? 
(~y log ou = a, 3 “hee = 29,9,’ one ; 
so dass man kiirzer schreiben kann 
(D*) O'u (“J log Oju = 329,99, (2u). 


Integrirt man diese vier Formeln zwischen den geeigneten Grenzen, 
so erhilt man die den zwélf Quotienten der vier Thetafunctionen ent- 
sprechenden Ausdriicke von vier neuen coordinirten Functionen 


” 


nu= (~y log Fu = _ — 6,°3,? = hd 


au 
— 2%" 4 29,2 eH "4 99, oo 7 
w= (2) og au= . — @, *9,° pa 
mH — 00 SE — oro i, 
YoU = (~/y log d,u0 = _*" — 9,20,2 er 
ie eta en 
7,4 = ( a log #,u = > — ,79,? wie 
4 9? ee 4 ate Bee 
Hier ist r ‘ae "age u. s. w. geschrieben, weil allgemein 


‘% av Md oe . , . 
e’u=4 a Die zwoélf Quotienten der Thetafunctionen werden 
durch Gleichungen von der Form 


/ 3 emma 
3,9, “s =) . —nu, 8, sd = / nu — 3 


’ 


ane 





=~ nu — ‘ , u. s. W., ausgedriickt. 


+) Abhandlungen der K, Siichs, Gesellsch. Bd, XX, 8S. 148, Zur Reduction 
elliptischer Integrale in reeller Form, 1879, 8. 92. 





We 
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8. 


Hieraus entspringen die Differentialformeln 
, , a” a,” a,” 
yn (uw) (u) = 4 (> — nu )( nu — a )( nu — a, ), 
’ ’ e” 4,” 3,” 
ee a 
’ , eo” a,” 2,” 
HUN, U = 4 (> — ny u)( a, — mt) (3 “= nytt), 
P 4 a” a ” a ’* 
3 U4, 6 = 4( — ns) (ns _ ?, )(ns _ a, ), 
welche die Integrale erster Gattung in der Form liefern: 


9" 





+ 
; a . , 
“eRe OS 
' a Oe Os 
m 
> 1 ; . 
‘ — /(* De ~n)(2*- “a » dy= 3% ie du, 
n a. De vs 
a" 
om 
: ; ra (24) 
: J V(% je a2 ~¢ » dy,=— 3, is du, 
* * Dy, @; 


= 3 HC) ay. 


o;'u 


dy;s= 9, 


J 
wm J : Pees 
o VS -NG-BIG-3) 
os 


Das Radical H unter dem Integralzeichen aber ist gegeben durch den 
Ausdruck 
#,(2u) , 


e@ , 
Hy = 9° O'u 


Schreibt man wi fiir w, so erhiilt man fiir imaginiire Werthe des 
Arguments 


- , d‘\ ’ o” 9, (wi) \2 
i = y(ui) =(,<,) log O(ut) = * + 3,73," Geen ’ 
ties rq Oy (Quit = ra By (200) 
n (ui) = — @,'3 ep oder di = d, ey du, 
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und quadrirt 


7 (u) 7 (uw) = 4 (i — *) ( i — 3) (7 


ferner 


S) 2: 
a; nie 





iy = 1, (wi) = + 9,20, (2209) 


(ut) 











nn — oe 9 (ui) 2 
ls = Mo(ud) Te Perey 79 (U2). 
i Se, ae 2 g 2( F1(ui) 
wae a Ew ar (ey 
so dass die Integralformen hervorgehen: 
", 
“= —————_— ay ———-—— dy = ey 3, (2 ut) du, 
x /4( a *2")/( ,”) 1 tT (wi) 
Xd } n 2 a cs = > 
> 
u= (—-— an , diy = — 9/3 124i gy 
/s( si (nq _ oO id, *(wi) 
mh Vsta—-s)a- 
; dn - r3 3, (Qué) 
oes; ee», 0S, om a3 ; 


at) 2 -- dt 
>" J (= +o ps 2 es a n) : id,'(ui) 


i . ia 2 wi) 
u “f; — nt F = = —, dij,= — 4, : See du, 


(= NO- 2) ria 


in denen das Radical unter dem Integralzeichen durch 


fio 2! rg OB, (2ut) 
Hj = @, 70" (wi) 
ausgedriickt wird. 


=) 


Die Gleichung (D*) 


O'u (4 y log Oj (u) = de0,'34, (2u) 


liefert zugleich die Differentialgleichung dritter Ordnung, welcher die 
Thetafunctionen geniigen. Eine leichte Rechnung ergibt 
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223 — 3ae'2" + 2s” =2Q0e V n(= 4s 2 — zz"), 
oder quadrirt : 
” 3 iz ” , 7a 3 ’ et 1 vena 
Ot? — — 68 * ee —yeeee Taree 


FO" "1g Lr"? ag 49 4be2 (2 ” 2 
= iia \( 3) o,3+ 019, te (o'2'—22 )+* + (2'a'—22")?. 


Diese Gleichung kann als Seitenstiick zu der von Jacobi gegebenen 
(Crelle Band 36, Seite 103) angesehen werden 


” ”“"" 


30y'S—lbyy'y"” + yy” =LBy'y’—yy") Vy" + 96 y’y’ —32yy” , 
bei welcher h als die unabhiingige Variable zu nehmen ist, wihrend 
u = 0 gesetzt worden ist.*) 

Die Invarianten des Polynoms 


HP = a(S — 9) (2 es 
=4( ie —i)—aG Gr —)—% 


2 
sind von den friiher fiir 7 = wg berechneten, wie schon aus dem 
linearen Zusammenhange zwischen y und « erhellt, nicht verschieden, 
nimlich 
= . (8,°—3'9,'), A= - (94— 6,4) (28,54 89,4). 


Fir H kehrt g, das Vorzeichen um. 
Aus der Gleichung 
3, (2u) = 20ud,ud,ud,u 


folgt nicht allein #, = ,@,, sondern durch logarithmische Differen- 
tiation nach h auch 





0 ae een 3,” , 
gg SES om gr ee + ee 
wo 
.. nm 
a” ol - Sie 
>=. dy! f sin? pdu, @, =—— oy! [Ag du, 
0 0 
und 
= 
ee * #,' cas du 
a; ae a 2 P » 


v 


*) Vergl. auch die in den Berichten der K. 8. Ges, der Wiss., Jahrgang 1862, 
8. 115/6 aufgestellten Differentialformeln. 
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Die Relationen 


Ay. 4 ‘ee oe — — * t 
a o, 9s’ a rN a; % $ 
zeigen, dass 
. a.” a.” 
— > 7 > _ ; 


y und y, liegen fiir reelle mal von u Bend ‘ und - Os -. , Wahrend 


y, und », kleiner sind als ae > werden fiir imaginare Argu- 
mente 4(wi) und * (ut) siete als ~, Wihrend y,(wi) und », (wi) 


a ” 
a und - ~ enthalten a 


Der Zusammenhang der coordinirten Etafunctionen ist durch die 
Gleichungen 


nu =n; (u+ *)= n (u + MY — ny (w+ =t**) 


gegeben: dieselben sind folglich doppelt periodisch mit den Perioden 
ax und hi, 


zwischen 


10. 


Von Interesse sind die Entwickelungen der Etafunctionen nach 
den Potenzen des Arguments wu. Mittelst der stets convergirenden 
Reihen 


ad 
aut 1+i% —u? + ry out .-), 
a 


1 





’ 1 o,” 
O0— ®, (u +o, uw +P 39 


1 


e+) 
gt" 

a,u = #, (14428 u + - J State), 
2 


a” 
a,u = 0, (i434 a, wu? + - a, ui... 


folgt nach einer leichten Rechnung: 


9” 
nu = —- — au? + a,ut---, 
1 
a, = 8,'9;', a = 3 a, (%,'-++ 8;'), 
1 1 4,” 2 
3" — va + 3 a — B,u? — B,u'.-., 


1 1 
By = sy Go» B; = Sg Is» 


” 


a J 
QQ = a tiie yu — Y,Ub-+s, 


1 
¥2 = 8,', = 3 7_(3'-+ d5'), 
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0,6 = ; + 6,u? + d,u!---, 
8, = 9,!, d= 14,(8,—9). 


Durch Integration der vorstehenden Gleichungen erhilt man die 
Entwickelungen der logarithmischen Differentialquotienten oder Integrale 
eweiter Gattung: 





— = Fu — tet tau. ., 
Oe ey 1 But — Eyed, 
3 = o us, us — ee ’ 
ee ee 


woraus durch abermalige Integration die Potenzreihen fiir die Logarith- 
men der Thetafunctionen hervorgehen: 


au 1 o” 1 1 1 
g—— => -. = 4 A DP ieee cate Pee 
log a 3 u? 73 % +x a, Ww 56 ta ; 
bow = 14 4 | 8 ‘.. Sea 
og Ate ogu+ = Siew? — + Bou 39 Bs 5g Bi teey 


@ Co 1 1 
lo : io ry 9, es i Patt! — 35 Ya — 5G Yat °°» 
Ou 1 @,” 

log -|-= 3 a u? + +9, us + 5 ds us +24, us - 

Das Convergenzgebiet der bisher entwickelten Reihen erstreckt 
sich bis zu der dem Nullpunkte zunichst liegenden Wurzel der Glei- 
chung #;«w = 0, wiihrend sich durch den Uebergang von den Logarith- 
men zu den Zahlen stets convergirende Reihen ergeben miissen. So 
wird 


7 ad 1 
- —— Ur— —aou®. 


1 
auamee’ > 7" ate” * fbn, 


wo 


1 1 — 1 
fu = 1 — 5, % ut + 35 ague — 5 G Os — 95%") ui - oy 


La 
Gu a'e®™ wha, 
— 1_ 1 = (< L 2) 8 
fu= 1 12 Bu ~~ 30 Bu —! ry 7 B, — 36 By u 
1 9" 


a? 


2 9 
d,u= te ° ft, 


1 1 1/1 1 
fu = 1 — 12 724! — x y3u® — -G v4 3g 72°) uS.--, 
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” 
— 4? 


fu, 
1 1 1/1 1; 
fu = 1+ 2 dyut+ = du + 1 (24, + 5, 0,2) ws. 

Die Reihen fiir wu, €,« und §,« sind von Jacobi gefunden 
worden (Crelle Band 54, Seite 97), dessen nachgelassene Abhandlung 
Darstellung der elliptischen Functionen durch Potenzrethen Borchardt 
herausgegeben hat. In Weierstrass’ Theorie der Abel’schen Fune- 
tionen (Bd. 52, 8. 344, 357, vergl. auch Bd. 47, 8. 291, 300) erscheint die 
Reihe fiir (4 unter der Bezeichnung Al (w, x), weil schon Abel 

3 
den Satz aufgestellt hatte (Crelle Bd. IV, 8S. 244; Bd. VI, S. 76), dass fiir 


| a 


ts 
9 


9 


. 


3,u = 3, ¢ 


y 
- a dy _— 9% 
a— | Vii—y?) (1—xty?) ’ ee 
0 
pr = 24+A,a34A,2---, fo = 14 By2'4+By28--., 
p(ud,*q) — Aes, (u, q) ’ f(wd,?q) — Bev d(u, q) ? 


9(u8,2q’)—= AeA, (wi,g’) — f(w2q’) = Be“ O(ui, 9’) 
Borchardt bemerkt a. a. O., dass auch 


(gx) —= Al(ui, x) und & (2) = Al (Hw, “yey, 
Die Function 


wg, Ge= ou 
endlich hat Herr Weierstrass in seinen spiteren Arbeiten iiber 


elliptische Functionen in die Theorie eingefiihrt und durch das unend- 
liche Doppelproduct definirt: 


u 1 /u\? 
am + — — 
ww —T— 2) e7F8), 
pp 
wo @=pxa-+ phi, und die Indices pp’ alle ganzen Zahlen zwischen 
-+- co durchlaufen, mit einziger Ausnahme von @ = 0.**) 


*) Die Herren Briot und Bouquet definiren in ihrer Théorie des fonctions 
elliptiques, 2. éd. p. 465, Al als » initiales du mot alle«! 

**) Vergl. die von H. A.Schwarz herausgegebenen Formeln und Lehrsitze 
zum Gebrauche der elliptischen Functionen, nach K, Weierstrass, 1885, 8.5. 
Uebrigens stellt der unbedingt convergirende Weierstrass’sche Producten- 


ausdruck ; : 
u u\? u u \? 
Tr —sertt) pcanye 848) 
pp PP 


nicht bloss die Function £,w, sondern auch die iibrigen coordinirten Functionen 
Su, fu, &,u dar, wenn respective 
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11. 
Fiir die elliptischen Integrale eweiter Gatiung von der Form 
v= f' ndu ergeben sich die einfachen Ausdriicke: 


e 3" 
2] —s ad 
eu a = ndn 
Fu am fade — fe 
u 
a 


” 
2 ” 
d 
ae ee ndu=— fr, 
u“ a" 
> 
= a 
Oy u J c<m : ndyn 
iu frdu= H° 
“ vn 
9," 
> 


a 
n >" 
2 > , 
- — frau = — ft. 
od " 
nebst den Werthen 
3" 9," n 
: ‘a ay o 
1 
ja -f{a= fam 7% 
p AG — © 0 
r 4 
a n n 
- . : k] 
fin = fudw = frau = 0. 
a" v v0 
& 


— ompe te t)as, om(pt+ thot ens, 
o= (p+ >)a+ (e+ )ai 


gesetzt wird, wiihrend p und p’ ohne Einschriinkung alle ganzen Zahlen zwischen 
+ » durchlaufen, Eine ,,genaue Untersuchung der elliptischen unendlichen Doppel- 


producte** yon der Form | | (1 “ts sy ze ) hat bekanntlich Eisenstein 


im 35. Bande des Crelle’schen Journals 8. 153—274 geliefert. 


und 
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Analog erhilt man die Gleichungen 


t — 
yo 
1 (wi) 4 nay 
t #,(ut) H ’ 
Sa 
Fr ‘a 
Ds 
th > 
1 (wi) ('ndn = nan 
iM, (wi) H H ’ 
= 
Fy ” 
ds 
2,” 
mr % 
1 Sy(wi) fi ndn _ gf nan 
t @3(ui) H H ’ 
"s va" 
9s 
nebst 
a; d;' 
a, % a 
IF - {gos {F--) 
H H a H 
Ng ’ Ss 
F: ¥ ‘De 


Man beweist jetzt durch eine leichte Rechnung fiir w’ 


die Gleichungen 
h?n (wt, q) + 2? (u, q) + 2h =0, 
h?n, (wt, g) + a? (u, 7) + 2h = 0, 
h? yo (wi, g) + x?y (wu, @’) + 2h=0, 
h?ys(wi, g) + 2? yy (u, gq) + 2h = 0, 
woraus durch Integration 


O=— {indy du + # face q) du + 2hu 


a, (u, q) hi &, (wi) 
—* GW.) gw) | + 2hu. 


Die nochmalige Integration liefert 
a 
ial, hu? + ¢ = x’ log een = 2? log f(u, h), 
mithin 


hut un 


{(u, h) = = e™ -)= “, 


wie bereits im Art. 5 bemerkt wurde. 


u h 


ba 
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Hiermit ergeben sich die sent aepe ens 
o (wi, QV) He * ot a); 
1 9,(u'i, )/Ze* 8,9), 
o, (ui, g) = ys om & (u,q), 


4, (ut, QaVze* 9 ( @), 


nebst 
1 (wt #) bd De ( u, qd) 2u 
Tow) + eg) te 
1 4 (w't) x 4, (u, 4) 26 
t (wt) zz a, (u, q) a 














1 Oy (ws) a (uw, qd) a 
t (wt) *¢ #(u, 7) he 0, 


1 (u's) az &; (u. q’) 2u 
i “Paw') TF a q) > a, 


Von Interesse sind auch die Ausdriicke der Differenzen 








venom 0902 (GE — Bit) = — apn egg, 
| yu — yo = 3? ey Se 
Not — 4,0 = — B,'? see _ 
13% — 430 = @,'2 2 pate *) 


nebst den entsprechenden Formeln fiir mw — 9,0. 


12. 
Es handelt sich noch um die elliptischen Integrale dritter Gattung 


von der Form w= J ee, welche gleichfalls mit Hiilfe der Gl. (A) 


des Art. 2 abgeleitet werden kénnen. 
Differentiirt man dieselbe “er nach v, so folgt: 











o,' (u + 0) _ * oe Zz _ uu 
#,(u + v) a(u—v) ¢ i 18 a +) 
P is v 5 lu a, 
=% ie ti lo ie i a ), 


oder 
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d H(w+r) ao 
a “tea 7" tet 
a A. 

3 +: ms log (nv — yw). 


log (4,u — 4) 


* v 


bi - 
Aendert man « und v um y» so erhilt man analog: 


a lor 21! (v+u) __ 9 Ov + S log (yn, — 7,0) 


du? & (ve — u) a,0 
av d 
= 2 Be + Flog (9,0 — 150). 


Schreibt man 


QVU=P, NVHPy,y NV—Po2 N30 =P; 


und integrirt nach w zwischen den Grenzen 0 und uw <v, damit das 


Integral endlich bleibe, so ergeben sich hieraus die Gleichungen: 


h(o+u) _ 9, 9 3 (20) * du 
°8 So —u) 2u a + 8 Ho n—P 
Vy 


u“ 
= 24 21% _ g's 220) f° du 
Oyv 1 : 
) 


dv m— Pr 
B,'v rq B, (20) du 
ee ws 3 (20) 
mS Fv pee d,'v ‘Te — Pa 
vu 


24 23” 9/92 H(2v) (du ; 
Tv Gato N3 — Ps 


u 


Durch Aenderung von v um = gehen fiir w <5 -m% —v die 


Ausdriicke hervor: 


uw 


2 (0 + u) 4,'v ro 8, (20) (° du 
] yr 2 - . =? Pe! ll Ys 5 1 : 
i #3(v — «) 3 80 9, @,'v 1 — Ps 
r3 2 ve du 
= 42 a a3 4 to = 
oy > + ‘v "1 — Pe 
u 
wu 
— ay as 3 (20) ° du 
t au #0 a, Ov == Pi 
U 


=— 


« 
re) du 
9,'3 0 . 
‘+ %s—— 2 


0 
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Ebenso wird durch Substitution von v + Li fiir v: 


u 
ra (20) * du 
Ba th . Se 2, il 
5 @;(v — u) - Dv + 9, a,'v ] — De 
0 


ue 
__ 9,, 23% _ g'3 #, (20) du 
= Se O30 % d,'v 11 — Ps 
) 


“u 
"3 (20) 4 du 


av Ne — Pp 
0 


log 229+") oy 2% 








u 
— 24 21% _ 973 20) (du 
@,v ‘ O,'v Ns—m ? 
0 
nebst 
u 
t(o+ u) — a/v "3 F,(2v) * du 
log Seo—@ ~** Be ~ % Be n— Pr 


% 


ati <2 r3 91(20) (°_du_ 
= 20 dv + 9, av ™ — P 


0 


u 
— a; 0 _ "3 9, (20) = du 
= 2u 0 a, @,'0 chm 
v0 


u 


8,0 13 H(20) f° du 
—— a ae J is — Pe 





0 


13. 

Eine Zusammenstellung der sechszehn verschiedenen Formen der 
elliptischen Integrale dritter Gattung hat bekanntlich zuerst Jacobi 
in seiner Abhandlung iiber die Rotation (Sur la rotation dun corps, 
in Band 39 des Crelle’schen Journals) gegeben. Er hat zugleich 
darauf aufmerksam gemacht, dass die von Legendre eingefiihrte 
Unterscheidung der logarithmischen und trigonometrischen Integrale auf 
dem Umstande beruht, dass der Parameter p auch fiir imaginiire 
Werthe des Argumentes v reell wird, so dass, wenn p alle reellen 
Werthe durchlaufen soll, v sowohl reell als imaginir genommen 
werden muss. 


Setzt man demgemiiss fir v = vt 
p= avi), p= (vA), Po» = (vt), ps = 7;('A), 
so erhilt man z. B. die von y, abhingigen Integrale: 
Mathematische Annalen, XXXIV. 33 








514 W. Scuerpner 





u 
S a(ei+u i AO) garg (20%) ( du 
a3 8 a(vi—u)  —-t,(v'2) 1 2¢8,'(v't) ym” 
0 
u 
1 tog Mi+M _ 4 WWD) 4 gry M0) (du 
af 8 Oi —u) ~* Gees) + SECON | rae a 
0 
1 ioe Situ) _,, 809) 9-3 HQvt) (du 
2° © &(v'i—u) ss 8g (Wt) 1 2¢45'(v'2) a 
U 





dog $GE Oy SOO 4 gy GeO (ae 
t a(vi— u) t2(v't) 2id' (v2) ™ —P ? 

v 
7 
2 
den beiden ersten Gleichungen fiir reelle Werthe von w jetzt weg- 
fallen. Dagegen ist zu bemerken, dass von den (reellen) vieldeutigen 


wo die einschriinkenden Bedingungen u< v resp. wu < — — v in 





1 a ‘ , 
Werthen von 3; log = aretg derjenige zu nehmen ist, der mit wu 
verschwindet, dass aber die beiden Ausdriicke 


1 3,(vi+ u) 1 B,(v't + u) 
a Co ei—wy ™ 3 Sew 





2¢ 
die Periode x nicht besitzen, weil bei einer stetigen Aenderung von u 
um z nicht der niimliche Werth des Logarithmus wiedererhalten wird*). 

Da bei der Berechnung reeller elliptischer Integrale auch (con- 
jugirte) complexe Werthe des Parameters p auftreten kénnen, so ist 
es néthig, die Integrale dritter Gattung auch fiir complexe Werthe 
des Arguments v + vi za untersuchen. Schon Legendre hat er- 
kannt, dass hierbei eine Reduction auf die getrennten Argumente 
und o’¢ méglich ist, mit anderen Worten, dass die reellen und imagi- 
niren Theile der Integrale mit complexem Parameter selbst wieder 
von solchen mit reellem Parameter abhiingig gemacht werden kénnen. 
Die betreffende Reduction findet sich in meiner Abhandlung iiber die 
Reduction elliptischer Integrale in reeller Form 8S. 188—97 niher 
auseinandergesetzt. 

Es mége hier noch bemerkt werden, dass die Vieldeutigkeit der 
elliptischen Integrale der drei Gattungen eine wesentlich verschiedene 
ist. Wihrend die Integrale « der ersten Gattung doppelt vieldeutig, 
also die umgekehrten Functionen yu doppelt periodisch sind, erhiilt 
man fiir die Integrale zweiter Gattung nur einfache, bei denen der 
dritten Gattung dagegen dreifache Vieldeutigkeit. In der That ergibt 
sich sogleich, dass wenn man uv und v mit wu -+ ma + nhi und resp. 


*) Jacobi, a, a, O. S. 329. Vergl. die Abhandlung zur Reduction ellip- 
tischer Integrale. Suppl. 8. 165 —166, 
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vo + ma + whi vertauscht, wobei 7 und p ungeindert bleiben, sich 
die logarithmischen Differentialquotienten aa A(u) um 2ni, die 
Werthe der Integrale 

(80) ( _¢e 


_— 
oo" Ge Pas 


dagegen, mit Riicksicht auf die Vieldeutigkeit des Logarithmus, um 
lat + mad(v) + ni(2v + hav) 

iindern. Driickt man 7 als Function von 4 aus, so wird diese Function 

periodisch wie e** + e-**, folglich ist fiir 2 = = A(ui) 1 periodisch 

wie cos Az. Es werden hierbei die von Herrn Weierstrass im 


Berliner Monatsbericht vom Februar 1866 gelehrten Entwickelungen 
mit Vortheil Anwendung finden. 


14. 


Da fiir reelle Werthe von qg die Wurzeln des Radicals H reell 
sind, so wollen wir, um auch den Fall zu behandeln, in welchem 
zwei Warzeln von H conjugirt complex werden, qi statt q setzen. 
Alsdann wird 

O(u, gi) = (2, g) — 1A, (2u, ¢'), 
95 (u, qi) = 8,(2u, g') + 6, (2u, 94), 
1 1 : 
9, (u, qi) = 2i* qg* {sin u + q? sin 38u — g® sin 5u — q"? sin Tu - - +, 
1 1 
#, (wu, qi) = 2i* q* {cos u — gq? cos 3u — g®cos5u + gq" cos Tu- ++}, 


so dass von den zwodlf Quotienten der Thetafunctionen nur 


a, (u, qt) De (w, qt) 


#2(u, 4%) #,(u, qt) 
reell bleiben. Mittelst der Multiplicationsformel (C) des Art, 4 leitet 
man leicht die Ausdriicke ab: 
2(u, Gi) = Vito, (g*) B(2u, g*) — O(q") #24, g°)}, 
9,?(u, gi) = Vi{#,(g*) Bu, g*) + OG) O24, @)}, 


welche eine einfachere Gestalt annehmen, wenn man w statt 2u und 
q statt q? schreibt. 





Wir fiihren mithin als Argumente + statt w und iq statt q, 


h—xi 


oder 3 statt h ein, wodurch 





33* 
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on(4 uw, iVa) heeds (5 «) a(S u) 2 


so(bm ih) FEM LCC a($5) 


hervorgeht. Zugleich wird 
1 SF pn 1 ay pt 
a u, iVa) a, (> U, i/@) = 0,39,u, 


@,(; u,; iV@) a, (> U, iV) — Vid, o, u, 
sowie 


&, (iV q) a,(G u, iV@) =2/i 4, (- u) a, (> u), 

#, (iq) 0G u, iVq)= 2Vi a u) 2G u)- 
Schreibt man nunmehr 

"1,4 = + " G u, iV@) = (+) lg a, u, iV@) 


1) 15, %G4 i) 
a. 


(Vg) *# * ‘o¢(2 w, iV2) ; 
76 = i ne (> U, iV) = (7 lg a, U, iV@) 


_1 a _ 15, 4G" iM) 


3 
4 





~ # a) — *"? on(Lu, iVa)’ 


wodurch 4, und y, die Perioden 22 und x -+ hi, also auch 2hi er- 
halten, und setzt zur Abktirzung 


4°a,(iVq) te 
so folgt 


, 1 » 1 , 1 » 1 
Huse — 4 #,' cot? 9? 7,4U == & — 4 a,! tg? Te? 


o 





1 "(iVq) 14," Mn 1 ~ m oF) as, 
a\e a 


und durch Differentiation: 





1 
, cos @ din 1 cot — » Bre fie? +4 file. 
=ery ®,° a 6, ee V%,' cos’ p ++ #* sin’® p 
sin* > » sin? = p 


~ 1 Hew (aay + 09,4, 
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bs 
1 a} 
yu = — = ,! Rt sac V%,! cos? m + # sin? p 
cost @ 
=~ H = — —w) [(G— 20) + 89,4). 


15. 


Hieraus entspringen die Formeln 





dn, = {3 a,’ ld a ig) ~ du, 


an —— {3 Ga" y- es i@) i du, 
(4 iq) 

4 

Yi? —y, = + 8 cot. g— 1 a ee iq’) 

seit o4(ju, ia) | 

3 

Yi —4,=—~ 8? tg : gud an (5 u, ig’) 


% 94(1u, ia!) 


9,1 (4 uy ia?) Hy = 00'( wy ia?) H = {50 (a2) 8 (w, ia4): 


Setzt man 
= 4(e’ — n) (&” — 9) (&" — 9) = 4(& — 0)? — 92 (& — ") — 9s» 
so wird a 
” ; a,” “wr 1 . © ©) 
é = —(- a, + 19° d. *), e" == te _ se 
4 
_— “Ga) 1 5 + 9% oo Shy a") 


0 12 9(j Y a 12 
wihrend die Invarianten 
a= +s (9,5 — 1669,"), 93 = ae (d — &,4) (8° + 3291 9,") 


die niimlichen Werthe wie Art. 6 fiir 2, = i. annehmen, wofiir 
3 


9g, — 2719,? = \F #/(ia®)} —— «< o'9,18,' 


gefunden wurde. 
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Liisst man jetzt auch das Argument uw imaginiir werden und 
schreibt 


1 = 1,(Ui), 45 =; (ui), 
= (n — ¢) (en — ory + o8,' ‘|, 


so ergeben sich die Gleichungen 


v= fa — Pan h— [2, 
J oH J H ’ -f% 
Ns e€ 
wn ala . 3 9, ( i,é 4) 
sin Hse et 
a, ( :, iq’) 
dns =|; ™ ‘(ig yf - id WS ec, sa) ie 
ia,(5 ut, iqt) 
(2 ut, i, iq!) 
Vi; — g= > 0 oiGs —— ed 
ia,(3 ui, ig: )” 
9,4($ ui, ia*) em o'(-wisiat) HL} oy (ia?)) | os(us ia?) 
wihrend g, sein Vorzeichen umkebrt. 


Die entsprechenden Integrale zweiter Gattung endlich nehmen 
die Form an: 


tle 


Vie = 19, 





1 a (4 u, iq’) of fam 1 Oe oy (5 wu, tg’ ') _ fa 


2 (2 és ig’) ’ H ? 2 a(tu, iq') ) H ”’ 


oe ok oe Ns 
, 0, (5 ui, ig) be gt fmt t a (4 ut, iq') > =f nda 
$ 


ory 7 1 ? 2 Ee ee 
7 + ui, iq? H o(iu ui, iq’) 
16. 
Nachdem im vorigen Artikel die gleichen Invarianten wie fiir 
a,U ° * 
L, = _— erhalten worden sind, wollen wir, um analog zu den In- 
3 


. “ a,u a,U ‘ : 
varianten fiir t= 5 und 2, = ra zu gelangen, in die Gleichungen 
2 
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des Art. 7 erstens q* statt g, und gweitens > statt w, so wie /q 
statt q, oder . h statt h einfiihren. Damit wird 
erstens *) 


a ‘ 07,9, O12 (wu, g® 
clei e ia) lg d(u, q’) = 52 — 8,7 (¢*) 8,7(¢) eas 


t 94(1—4e¥ 


eet te, sing 7? 
1 \2 2” (q*) (uw, ¢ 
yu = () lg d, (u, ¢)= bess niacd 3,” (q°) *¢ ) a2(u, - 
~s 1+Ag\ 
aie sing /” 
d \2 J cm ( °/.9 9 @,?(u, q°) 
Hot = () le &(u, g*) = 7 — #,7(¢°) 7 (¢*) Ru, yi 
= = + 4 a as “ Y ? 
cos @ 


i\ ” a” (q*) #,°(u, q) 
qu = (~~) lg ,(u, g°) = ae — 8,7 (q*) 8,7 (¢") au, -) 


ioe + o,! (49—* Y, 


mit den Perioden a und 2hi; 
eweitens *) 

1 ad 
a(S uU, Vi) 


—(4Y jo o(1 uy. Hg) 1 82 YO 1 92/7) 92a) 2 
nu=(<) le a(; u,Vq) 4 9,(Vq) +- i? (/q) a; we a Va) 


=a+7 Lf 2,'(Ag + x cos @)?, 


*) Man kann bemerken, dass die Fiille 1) und 2) die beiden Transforma- 
tionen enthalten, welche die Namen von Gauss und von Landen tragen und 
nach Jacobi’s Bezeichnung supplementiir sind (supplementariae ad duplicationem). 
In der That wird fiir 


#3(q*) Oy (u, g*) : #,(Vq) a ” Vi) be 
— « » = sin M1, a Bmeper aye =tgq’: 

A2(q*)  O(u, 9°) #(Vq) (Lu, Va) 

i —A®P 52 ae Ag — os @ 

rr i 9, = Trae ; ‘ea tg? @ Ag + cos @ 


Von den mannichfachen Formen, welche man diesen Relationen geben kann, 
mégen hier nur die folgenden —s werden: 


es(> z+) +% 
11 

eG — tg! 2 a— 9) +" 
tg(p — 9’) = + <3 tg’, sin (2g — p) = x sing, 


Z z 
wo bekauntlich x = ( a) = (3) geschrieben sind. 
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_(2¥ie9. (14 yz) 12" VO _1 92 — 
nu=(2)ig0,(4,/2)— ree — 7H (Vq)0," Va) an) 


1 g1( 42 +08 oY 
e = i 


= és -— 
. sin @ 


? 


ox(bu) 


ae UJ q) 1 2 
nu—(2}ize,(5,/2)—2 + (V9) 92 Va) — oe(hw Vi) 





1 Ag — cos gq 
= & — 4 : ate 
&3 4 5 sin @ ? 


# (Gul) 


P as 2” (Vq) 92 = 
nu=(4) 16,3 4V0)—= 7 ta? (Va) 8:2(V 9) - on(u Fi) 


= + { O!(Ap — x cos 9)’, 
mit den zugehérigen Perioden 22 und hi. 
Durch Differentiation erhilt man hieraus 
yu-au— H? = 4(s, — 9) (& — 9) (& — 9), § > & > & 
= 4(& — 9)®— 92% — 1) — 9. = | (At eth) 


und zwar wird im Fall 1): 


w= 9-2) ~ 04} 


—- = 2(%, _ 9") 1/8" | 45" 
ee: ae a Sas t+ ); 
— 5 ot 292 —_ oo 2 Fy” gag? 
a (7) nae: mee s — — si >, ai ) 
ait Sw. if. 4d 
o=—3 2@  2w\e *)=4 ee a, 


92 = Gy (#25 + 16949,'), 9, = sg (9 + O54) (32049,! — ,"), 
9.5 — 21 g,? = 16 {9,'(q?)\8 = =. O19,"9,4; 
im Falle 2) dagegen: 
H = (4 — 0 [(S— 20) — 0:0,4) 
1 &(Vq) _ see 4+90,2), 1 8," (Vq) 


= )_ 1/# _g292 
aaron HE Ug Oe 
a"(Va) _ . a," a 1/9,” @,” 
Deas @.(Vq) gies 5 )=+ Oy ) 











92 


nel 


im 


kl} 


sil 
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— 1 (Vg) 1 fy” ft, a” 
amy WG +99) = 34 9) 


1 1 oC 
I2 = Fg (+ 168,'8;'), 93 = pie (82* + 95") (8% — 324,48,"), 





1 
923 — 219,? = . 9'(*)} — sa 1D, 19,4, 


17. 


Als die zugehérigen Integrale gehen die Ausdriicke hervor: 


& un & Ns 
safllia [Ba fa FS 
a H Hl a nH’ 
v ile "No % 





nebst 
& & 
an _ f41_ 
 . H = 2 
& —@ 
im ersten, und 
8 & 
dyn dn 
ic: -{F — 
& —@ 


im zweiten Falle. 

Hier liegen » und », zwischen ¢, und €, 9, und y, aber sind 
kleiner als ¢,. Bei Einfihrung imaginiirer Werthe von .u dagegen 
sind , und 4, zwischen «, und é, enthalten, wihrend 4 und y, grosser 
als ¢, werden. Dann hat man 


U1] Cs) ly & 
dn dn dn dn 
i= == =—_ oo —_—_- = Ss 
H H H H 
& " & 7 


° "Ns 
sowie 


ow 


& 
“dyn dn 4 
fGe-f 4 =h und resp. = a 


je nachdem der erste oder der zweite Fall betrachtet wird. Zugleich 
gelten die resp. Gleichungen: 


O*(u, g?) H3 = {9 (9°) }* 9, (24, 9”), 
O(wi, g*) Hs = £9, (g?)}* + 9, (Qui, 9°), 
o'(4 u, 77) Hs = {4 0 (Va)}’ 8, (u, 2), 
o'(L ui, 7a) As = {5 9 (Va)}° 4 9, (wi, Ya). 
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Es handelt sich noch um die Werthe der Integrale zweiter Gattung. 
Diese werden im ersten Kalle 


& » 
ue?) _ fndn __ [nda 
a(u,g) _, ie f H? 

” & 
? a 
au,0)  —  ('ndn 
O,(u, @) ad H . 
Un 
& 
a (u,@) _ (nda 
®,(u, q°) =f H ? 
She 

"3 & 
as(u,@)  f('ndyn __—s [*ndn 
O,(u,q) — J H ? 

& Ns 


eae y 
1 (wi, gq) _ ndy 
i O(wi,g*) =" 


bat 
% 
sz Oy (wi, “om “ndn 
7 Oui, @) 7? 
+4 
. Ns & 
1 (wi, gq?) sd [3 a’ 1 nan 
¢ @,(wi, g*) ; H é H” 
4 "2 
; & Ys 
1 O(wi,?) _ findn _ _y finda 
t (ut, q?) H = m 
Ns & 
Ne 
“ndn 4 
A . 


& 
Dagegen ergeben sich im zweiten Falle: 
" 


* AG u, Va) — fan _— fi 
2 (5 “, V4) y H H ? 


& 


» eee 


* o,(4 u, Va) i 


H b 


LvGul) [oe 


" 
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(5 4%) - 


2 5, a(24,%2) 


ae ” V1) ape o fora 
. a,(— u, Va) 4 H “ * 
& 


l 
[ar=o: 





1 *G ut, Va) -/% 


26 a(t wi, - wi, Va) 


"hes a(S wi, Va) 1-8 


2a Ma (k wi, %) 3 


ad i ui, Va) . 


1 os G «i, Va) /* ‘adn at - fe 
wie wi, i, Va) : ali 


ty e 
H 2 


& 


(Gai, Va) ‘nt es i ~f¥ 
H 


18. 


Die Herren Hermite, Cayley und Aronhold*) haben fir das 

elliptische Differential die Form 
dp 
Vip’ — hp — 9 

aufgestellt, welche sich namentlich durch die Untersuchungen von 
Herrn Weierstrass als besonders vortheilhaft erwiesen hat. Der 
enge Zusammenhang mit den Formeln der Artt, 8, 15, 16 liegt auf 
der Hand. Denn setzt man dort 





*) Hermite, Crelle Band 52, Seite 8; Cayley, Crelle Band 50, S. 287, 
Band 55, S, 24; Aronhold im Berliner Monatsbericht 1861, 8, 463. 
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und bezeichnet mit Weierstrass durch e, > e, >e, die Wurzeln 
der cubischen Resolvente*) 


443 = 9,4 + 9s, 


wihrend fiir g,> < 27g,* e¢ die einzige reelle Wurzel sei, so wird 


ab = — de 4p — g,p — gp = — BP, 


o ~f#-f "dp -f? dp -ft dp _ f? -f% dp. 


Fiir die Wurzelwerthe ergeben sich die Ausdriicke : 


i a,” 1 
a= 5 yh Ot &), 
1 4,” 1 ; 
Ss =a s (3,1 — 3), 
1 3,” 1 
ee 2, — aes (d,' + 9,'), 


é = a —& = + {oi7q) + 0,'(/)} = 1 (O'— 0,9, 
wiahrend in den beiden Fiillen des Art, 16: 


1 P P 1 —e 
1) cet. Ta tee 3 {9*(q’) + a,'(@)} mes (o" = a, ! + 68° 9,°), 


C= & — & = {8,(7) — H1(q)} = = (O' + 8, — 6079,"), 
3 = & — & = — 5 {8,'(@") + iieet -— - (0! + 9!) 

2) e = 1 {o(Vq) + 0,1(Va)} = + (8,! + 9!) ; 
e = sy {9,"(Vq) — O(a} = — zy (Oa! + 95! — 68,20,2) 


1 


_— a {9,1(Vq) + a'(Vq)} —). (0,'-+ 8,'+ 64,°9,"). 


Fiir imaginiire Werthe der Amplitude hat man 


_ = 1 a,” _ 
~~ 2. S. 


zu schreiben und erhiilt analog: 


*) Strehlke, Crelle Band 12, Seite 358; Aronhold, Crelle Band 39, 
Seite 158. 











~~ —_ -e 685 
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dp == a 
aa deV4p* — gop — 9, = OEP, 


dp <= Pap _ Map fap 
i #-/¥ 
> 


Bekanntlich aint Herr Cicowdiilinn die tein 
pu — (4 ) log 6u = ae (sx): 


19. 


Die bisher benutzten Werthe der Invarianten g, und g, hangen 
allein von dem Argumente qg ab, es ist aber leicht, durch Einfihrung 
eines geeigneten Factors @ zu zwei beliebig gugshenen Invarianten G 
und H, sei es mit positiver oder mit negativer Discriminante, zu 
gelangen. 

In der That erhilt man fiir 





Hu = uw? (<y Ig du, u.s. w. 


mittelst einer leichten Transformation aus den Formeln des Art. 8: 


4 2% 
ra ft a ras i 
a a Ce ee | 
wmefpmefaoefa H 
U a No P 
~ 
Mg Pd 4 (dn 
n dn “dy “dy 
=" ———— am ff “= = — — 9 
H a J 4H H 
~ De pre 
ws, " 


one aee  —a)(w 2 > _ 9), 


= 4(j—w > )G—w 2) G— . 2), 





wodurch 
O'uHs = w?9,'29,(2u),  O*(wi)H} = w?,"3 7% ®,(2ui), 





ud, 9, 21% ayy? © = 9 uso, 2 


4 alk 8, ( 3) 2 ” 
ud, 0 oa — wr, wo, d, aes =-/i —-> 
u. s. w. Fiir die siiaiedia acter Geiteng folgt ebenso 


we 


ndy 
tow fh + ee 
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Die zugehérigen Invarianten werden 

G=u'g,, H=wu'g,, G— 27H? =p"(g,5 — 279,°), 
wihrend die Wurzeln der cubischen Resolvente 


48—GiA+H 





ihrer Grésse nach durch 
A, =e, 4,—n’e,, 


Die Gleichungen 


A, = we, 


ausgedriickt werden. 
= ll? (&.— &) = w?(e,—e,) = A, — A, = WM," 





2 3,” pot a,” 
a; O, 
of a” 3," 9 ‘ 
nu? ( a 3) = HP (8) = We) = Ay — Ay = WO, 
of oe a” 9 
ad + ie: x, = w*(& —&) = wr{e, —e) = 4, — A, = wr, ! 
Denn « bestimmt sich als 


liefern sogleich die Werthe von w und gq. 

das arithmetisch-geometrische Mittel aus 
m=Ya,—4, und n=Yya, —A,, 

wihrend uw’ = i das entsprechende Mittel aus 


m=/a,—A, und n =—/d,—A, 


a 
darstellt. Damit wird q=e “. 
20. 
Analoge Resultate erhilt man fiir negative Discriminanten aus 
Es wird 


den Formeln des Art. 15. 
N ue" Ce) Ms 
*d d d “dy 
uma na f maf ‘ital | a 
—@ Ns Ns we 


H? = (u?e’— 9) [(u? e —2n) + wore," |, 


He = @j— wre) [(29 — w BY + pore, ], 


Hier ist 


—>——_ 1 
Vee — y= 7 08, - yyy 
0, (5 w, ig*) 


=— 1 
V%, — we = 5 88 ——  —_ > 
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Da jetzt 
G = 1 u'(a,s—160'8,"),  G — 27H? = — uw" 9'8,18,"" < 0, 
und die Resolvente eine einzige reelle Wurzel 
Vv = urd = + u(d'—8,") 


besitzt, so setzen wir, um die zugehdrigen Werthe von mw und gq zu 


finden, 
oo = 1210 —G=4(a—2d’) (’—2"). 
Dann wird 


wo =o +31, wr! =o — 32, wd! = 2¢, 
mithin ist w das arithmetisch-geometrische Mittel aus 
m=/V20 und n=YVo+3a. 
Dagegen wird w’ aas entsprechende Mittel aus 
m=V29 und vn =—/po'—3i, 
womit unsere Aufgabe auch fiir den Fall einer negativen Discriminante 
gelést ist. 
Die beiden Fille des Art. 16 lassen sich ganz iihnlich behandeln. 


Setzt man 
“ 


were, vo ees Ms 
md l 1 1 
— wf < il uf a - wf a mn wf + ; 
y . 


—@ No fees 


so ergibt sich im ersten Falle 
‘ » O,” ony 
H? = (u?e, —%) [(w" -* 2n) — wio'e,'|, 
G= i w'(9,5+ 1699"), @,? = 1244, — G, 
‘ 4 
A, = wes = w?(& — &) = — rt u? (d+ 45"), 
wd —= —34,—@,, wd,t= 20,, w’d,' = — 34, + @;, 
also uw das Gauss’sche Mittel aus 
m=Y—3, +e wd »—/—3i,—e, 
und w’ dasselbe aus 
m=/Y—3’4,+0, und wn =—/2Q,. 
Im zweiten Falle hat man 
9 o P ! 
H? = (uw? — 9) [(u? - 2) — u' 9,!9,'|, 


G 


! 


1 4'(O4169,'95), @,? = 1242, — G@, 
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° 1 
A, = we, = w*(&— &) = 6 w?(d,'+4,'), 
we —=20,, wd,t=— 34, —o,, wO,4= 34, + 9, 
m=V34,+, n=V2q, wn =V3d,— Q.*) 


21. 


Die im Vorhergehenden entwickelten Formeln reichen aus, um 
elliptische Integrale von der Form 


Qn L 

-_ an 

. [% H ’ 
e fn 


wo f und @ ganze Functionen bedeuten, durch Thetafunctionen auszu- 


driicken. Man hat hierzu (siehe 8S. 475 dieses Bandes) einen irrationalen 
k 


Theil a H abzutrennen, dessen Nenner gy den griéssten gemein- 


91 
schaftlichen Theiler I" Grades von fy und f’y bezeichnet, wihrend 
der Grad des Zihlers yy entweder durch 


k=n—m+1—2, oder wenn n<m+1, durch K=I1—1 
zu bestimmen ist. Schreibt man 


oy xX dn 
Q— H+ (5 -, 


eine ganze Function vom Grade m — | wird, deren simmt- 


f 


wo Ff = 


liche Wurzeln ungleich sind, so ergibt sich der Grad des Ziihlers X 
gleich m —1-+ 1, so dass bei der Zerlegung in Partialbriiche 


x e 
Fm at by +25 


gesetzt werden darf. Damit ist 
— ' 
2— | f du r H+ au + bo +> op 


auf die friiher betrachteten Normalintegrale der drei Gattungen u, v, w 
zuriickgefiihrt. 


*) Bei einer Vergleichung mit den in meiner friiheren Abhandlung Seite 85/141 
enthaltenen Resultaten ist zu beachten, dass dort unter 4 die reelle Wurzel der 
Resolvente verstanden wird, welche mit der Invariante H von gleichem Vor- 
zeichen ist; die beiden anderen Wurzeln sind durch = (—2) und — = (v-+A) 


gegeben, wenn v? = 7? — : = G— 32? geschrieben wird. Wihrend jetzt 


4, > 4, > 4d, sein soll, ist dort 2? > 1,2 > 4,2 vorausgesetzt. 
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Die Werthe der Parameter p ergeben sich als Wurzeln der 
Gleichung F = 0, wihrend die Ermittelung der Functionen g, x und 
X nur auf linearen Gleichungen beruht. 

In der That erhilt man durch Differentiation nach wu: 

9H typ (2 27) ye 4 X 
f g HH + (% go + 
und fiir 
f=9F,, gg F=(F,—F')g: 
p = FHH, + (fF —F))H*y + FH x’ + 9X. 
Diese identisch zu erfiillende Gleichung liefert die zur Bestimmung der 
Coefficienten in x und X erforderlichen linearen Relationen, 


22. 
Es handelt sich jetzt noch darum, ein elliptisches Integral von 
der allgemeinen Form 


x 
gx dx 


“fe xX’ 
X?=Aat+4Be'+6Cr+4Dce+E 
ein beliebiges Polynom vierten Grades bezeichnet, auf die Normalform 
des Integrals Q zu reduciren. 
Hierzu bedienen wir uns des folgenden Satzes*): ',,Wenn das 
Polynom 
Ay! + 4By? + 6Cy? + 4Dy + C= FY? 
dieselben Invarianten G und H wie X® besitzt, so iiquivalirt die 
Integralgleichung 
* dx = dy 
r°a09 
der algebraischen Gleichung 
ZAPF MeK! i MFP + Moke x 
w— Xy —_ Y—Y% 
Hier ist X — X,X,, Y = Y, Y, geschrieben, wo 
XP? = 12? + 2m, x + n,, X,? = 1, a? + 2m, 2+ n,, 
m,m, = C+ A, 

und analog 

YP=—ty + 2my+ un, Y,2 =1[,y? + 2m,y + n, 

on m,m, = € + 4, 


*) Zur Reduction elliptischer Integrale, 1879, Seite 6/62. 
Mathematische Annalen, XXXIV. 34 
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wihrend 4 eine Wurzel der cubischen Resolvente 
A B C—2a 
48 —GA+H oder O=| B C+isa D 
C—24a D E 
darstellt. Fiir positive Werthe der vorkommenden Radicale correspon- 
diren einander die doppelten Vorzeichen der obigen Gleichungen. Die 


drei Wurzeln 4 entsprechen den drei moéglichen Zerlegungen von X 
und Y, von denen entweder nur eine oder alle drei reell sind. 


Wir setzen 
X, X94 A,X" _, Y,¥.+ ¥2Y,° 
2(a@ — a) = @ (2, a), 2(y — Yo) ae “4y; a) 


und bezeichnen die den drei Wurzeln oder Zerlegungen entsprechenden 
Werthe durch @ @'@” resp. x4" %”- 


23. 
Die hier eingefiihrte Function @ (x, A) besitzt, wie a. a. O. gezeigt, 
bemerkenswerthe Eigenschaften. Setzt man 


GG—=—p(r)—4, XX=—f(a), 


so wird 
1 X, xX 0 1 4 1 ad 
P+ Goo te sta tak” 
:. 2A 8..2 ’ : 
=(; nt) —7Ae+%)’ — Bia+x,) —C 


*) Nach der Terminologie der neueren Algebra wiirde das Aggregat 
7 1 , 1 ” 1 , j 1 any > 
F («2%») =fo+ ry fo (@—a%) + i2 fo (@— %)P? =f— re (a —a%o)+- ia! (a — a%o)° 


als zweite Foliare von fx zu bezeichnen sein. Diese von Herrn F, Klein (Math. 
Ann, Bd, 27, S. 454) gemachte Bemerkung glaube ich hier hervorheben zu sollen, 
da Herr Pick (Annalen Bd. 28, Seite 309) dariiber sagt: Formeln, welche dieses 
wenigstens zum Theil (2) leisten (sc. die elementaren elliptischen Functionen als 
explicite Ausdriicke in den Grenzen und Constanten des Integrals darzustellen), 
sind seit Uingerer Zeit bekannt fiir die Form des elliptischen Differentials rs 
a“ 

und zwar aus den Untersuchungen von Herrn Weierstrass (in dessen zu Berlin 
gehaltenen Vorlesungen) und von Herrn Scheibner (Abhandlungen der Kgl. Séchs. 
Gesellschaft der Wissenschaften 1879). Allein erst von Herrn Klein (Annalen 27, 
§ 12) ist dieses Formelsystem vervollstindigt und was wichtiger ist, den Ausdriicken 
eine Schreibweise ertheilt worden, welche thr wahres Bildungsgesetz aufdeckt u. s. w. 

Herr Halphen sagt im 2, Bande seines Traité des fonctions elliptiques, 
Seite 359: D’aprés M. Felix Klein (a. a. 0. 8. 457) a parait y avoir incertitude 
XX + F een), quil faut, 


sur lé premier inventeur de cette belle formule (sc. 
2(a@ — 2)* 


sans doute, attribuer @ M. Weierstrass, In meiner Abhandlung Seite 12/68 
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von der Wurzel 4 unabhiingig. Folglich wird 
200'o" = P=p4p* — Gp — H. 


Durch Elimination des Radicals X, X geht eine in Bezug auf p und 
auf «— 2, quadratische Gleichung hervor, welche in der Form 


(12p?—fy"p +90" — G) (a—ay)?—6 (fo P—Jo) (®@—%p) — 12( fop — Go) =9 
geschrieben werden kann, wenn 





9 =f f — aff = jg X(X X'—2XX") 


die biquadratische Covariante von f bezeichnet. 

Jede derartige Gleichung fiihrt nach einem bekannten Euler’- 
schen Satze zu einer Gleichung zwischen elliptischen Differentialen, 
und zwar ergibt die directe Rechnung 


ary (4. 


Die Auflésung der quadratischen Gleichung aber liefert identisch 


foP — Go 
Z— = 4 . eer } 7 
ra “0 $2X,P—fh'p+a ’ 
mithin 
— 2 fp—% 4 fP—H . 
=> TY ae 
Durch Substitution der Werthe von p und g kann man diesem Ausdruck 
die Form geben 





fo X + FX fy X— f’X, dp 
» tina ~ (e— a) + “Ve a a dz 
oder 
dz 


— dp _— dbo 
or ee ee ae 


im Einklange mit der obigen Differentialrelation. Durch Integration 
folgt 


x 


"da “ap 
fe-aft 


Xo Pp 
wo fiir positive Werthe der Radicale X und P, welche wir stets voraus- 


habe ich Biermann’s Dissert. inaugur. Berlin 1865 citirt, der sich ausdriicklich 
auf die Methoden seines Lehrers Weierstrass beruft. Im Uebrigen ist mir der 
Inhalt der Weierstrass’schen Vorlesungen, wie ich in der Vorrede vom Mai 1879 
bemerkte, bis zur Veréffentlichung durch Herrn H, A. Schwarz (Gdttingen 1885) 
unzuginglich geblieben. Zur Vergleichung fiige ich noch hinzu, dass in der friiheren 
Abhandlung 7 XY X, Y, an Stelle von + X+ Y pq=Y geschrieben, und die 
Vorzeichen der Radicale § = py + p,, 7 = qy + % 80 beschaffen sind, dass stets 


34* 
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setzen wollen, das doppelte Vorzeichen gilt, je nachdem x > 2%, oder 
Z< &.*) 
Auf demselben Wege erhilt man 


¥ fe) 
dy = 42° i dq 
x oe 4 =} oO: 
Yo qg 





wenn 
= - YoY + fo fo fo’ t ed 
I= 2 Uw) +3 y—m + uley 
we foY+f%o 4 fo ¥—FY¥% 
pore. Bee (y — %)® + 4(y — yo)® ’ 


QQ=—4q°—Gq—H, z1=a4(y) - 4 
geschrieben werden. 
24, 


@ (x) =+ x(y), 


welche der elliptischen Transformationsformel 


y 
dx dy 
x -if4 
Yo 


entspricht, kann folglich ersetzt werden sowohl durch 
p(x) = gy), 
als auch durch P = Q, wofiir man auch schreiben kann 
=(z) = + Y(y), 


wenn zur Abkiirzung eingefiihrt wird: 


Die Gleichung 





LX X, 1 > > Xo ’ 
=(2) = etl a seat = — Xp (x), 
— oY +iY¥ 1 foY—f Yo _ , 
YY) = ona +> — Yq'(y)- 


*) Die quadratische Gleichung iindert sich nicht, wenn man das Vorzeichen 
des Radicals X,X umkehrt. In der That kann man 
X, X,° — X,X,° —1 hf—XX fo 
2a—m) ° Pe @—ay ta x — My +5 gfe 
setzen und die analogen Resultate wie oben ableiten, nur ergibt jetzt die Inte- 
gration der Gleichung 


a=—> 





d d 
o oa 


fi-2f% wo m= 


geschrieben und das Sinai von (% — %)- (p — p,) zu wiihlen ist. 
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Hierbei ist tiberall das Vorzeichen des Productes (1—x,) (y—Yy) 2u 
wihlen. 

Substituirt man diese Werthe in den identischen Ausdruck des 
vorigen Art. fiir 2 — x, so erhilt man 


aoa fo4 — 
& — Bm 4 ey —Keta”’ 
nebst 
9~o, =4-<e 


F2Y=—fpt+y 


Die vorstehende Gleichung findet sich 8. 18/74 meiner Abhandlung 
auf die Gestalt gebracht 


—— 2h Xo(y — Yo) + a(y — Yo)* 


thy (V+ Yo) + 28 (y — wo) + r(y—yo)®’ 
wo die Constanten a B y die Form 
a=a,X,+a,Y,, B= B, X, + 8, Y%, ¥=7X% +MY 


haben, wihrend 





k= fg —fyg 

gesetzt ist. Man erhiilt 
1 dky 

a, = 2 D¥. 5 as a hy ? 

__ 1 dh _ 1! dh 

B, caine Oxy , B, a 4 0% ’ 

__1_#h, _! #l 1 dh 

ae OX OY ’ v2 = je OY? 6 (a? 


wenn 


« ’ 1 A “rr 
h=+(f9—f9) = X°X 


die Covariante sechsten Grades von f bezeichnet. 


25. 
Wenn fiir AU — 0 


Y? = 4B(y — &) (y — &) (y — 4s) 
nur vom dritten Grade ist, also 
C= — 2B, +&+ %) = — 2H, 
und man setzt 
Y,?=2m,(y— &), Y¥.2= by — &) (y — &), 
mm, = — Ble, + &) = C+ 4, 
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so ergibt sich der zugehérige Wurzelwerth der Resolvente 


A= B(e, — &). 
Weiter hat man 


(y— Yo.) L=V BY — &) Yo — 22) (Yo — &) + VB(Yo—és)(y—&) (YY 

















1 ¥,¥ is 
q=V+t4=FZ ext le ft tt Sh’ 
— foY+i¥o 4 1 i ¥—FY% | 
v (y—Yo)® wy (Y¥ — Yo)" 


Diese Ausdriicke nehmen fiir y, = ¢,, wie fiir y= -+ oo eine 
besonders einfache Gestalt an. Man erhalt im ersteren Falle 


(y— &)x=V ‘By — &) (& — &) (& — &), 
also fir 8 — — 1 
= —/ =a ua , 


_— (& — &) (& — &) , 
a y— & : 


= g(f= eine nie * &3) ae ~~ &)s 





und fir 8 = 1 








ferner 


(& — 2) (a, — —_ 83) 
Lead (y = #)* 








Fiir unendliche Werthe von y, dagegen wird, je nach dem Vor- 
zeichen von 8: 


= + VB(y— &), 


q = Bly — &); 
Y=— $Y, 
folglich 
_s Bfoly — &) — Jo __ ; 
‘(te —4F3ex,Y Y — Bfo (y— %) +9’ 
y=H+e° 


Fiir y, = «, endlich ergibt sich 





(y — &)x = VB(e — &) (y — &) (y—&), 
mithin fiir 86 = 1, y < @,: 





r——-Va—) =, 
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und fiir 8 = — 1, je nachdem y > e, oder 4 y < &: 
r= +) (4-4) 2 = * : 
ferner 
q= B( =o ow ee 
a 
26. 


Als Beispiel setzen wir 


X? = 4(e,—2) (&—2%)(&—2), Y? = 4(e,—y) (&—y) (€&—y), 


iy =, Y=—co, Y= —l, 
so wird 
— (fe =p as ea) + &), 
y= &—p= Ai Ma Be + &, 
oder 
(&, — &) (& — y) = (& — &) (& — &). 
Analog erhilt man fiir x = «, resp. % = é, 


(@ — &) (& —y) = (& — &) (& — 43), 
(&3 — 2) (8 — y) = (& — &) (& — &)- 
Hieraus gehen fiir 
a” ‘s a," 
f=Ws, Hwy, s=wz, y=n, Y=, 


die Relationen hervor: 


ae tee ~y Mey = 11) = w'd,1 9,4 = 3A,? — ‘ 


t= Ns, — a Se )(w 3 — n)= Wi tD,! = ; G — 34,?, 


G, 


1 
L = No, as — n)(u? = oe _ m) = w' 919s! = 3A? — 7G. 
Durch Elimination von y, ergeben sich ferner: 


(u?  — 1) (u? S — 24) = 419,10, = 3a — 7G, 


(n — « “s NG <~ — 1p) = wd! 8,4 = t G — 34,', 


(n —- 


x )(ns ” a ) = eta 6,! = 34,? _ + G. 
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27. 
Vorstehende sechs Gleichungen, welche leicht direct verificirt 
werden kénnen, enthalten die Transformationsformeln, durch welche 
die Integrale erster Gattung 


uma f f= fa-efh- fi 


> 





in einander iibergehen. Wir wollen diese Formeln noch anwenden, 
um die Art. 11 gefundenen Werthe der Integrale zweiter Gattung oder 
der logarithmischen Differentialquotienten der Thetafunctionen zu trans- 
formiren. 

Man erhialt dadurch die Ausdriicke*): 




















hb me. 
0 a " Ns D, 
6.” 
= u—— +- Fi a,! ee ’ 
3 oa 
0 ®; Ne 
FY ~~ @ 0,” -_ 
ne? a a ae a ee 
ao" s 3,'3,4, _ “=. a'd, _ 
0 a "3 0 OD, 1 
a,” # d 
— =: bad 
U a o a, — -_? 
0 a, 

a - 4 yd 
ea... eens tk fe 19.4 du 
_— a 9,105! [oe eae > TR _ 

0 a Ne 0 n Oy, 
@.” % 4 
Le a ae 4g4f_@4 
uG +e a eae 
0 Bs ™ 


denen wegen 


0=—% (%)=9, (4)=a, (4), 
9, = — 0,(%)= 1 GF gy (2 *) 


die folgenden zur Seite stehen: 





*) Vergl. S. 92/148 der Abhandlung Zur Reduction elliptischer Integrale. 
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—n 
au m e” ° du 
at cin Oe ec tg4f__@* _ _ 
Fe = —(F-0)4 + 0,19, f me 
i eae 
a 
2 
aia see a" tg1 (__4 
== ; u) a, a 9, er" 
u“ Ms B®, 
ia 
2 
— _ b 4 ms a,” mies 4 4 P du 
= (Z u) a, od, a,” ’ 
> a — Ne 
1 
3* 
au n a” sana f _@ 
a G aa u)- oe +.%,'8;' | —— 
P - 
on 
a n a," ee? a 
= —(2 — u) 3, + *# @, Joe : 
ra gS —e 
1 
3” 
aa n a,” o as du 
> @ u) 4, + * 4, | on , 
° u a; 
1 
3* 
au x a” oer du 
te ——-(G-* ? + 1834 fg — 
_~- = 
37 
= x #,” 1g4 (__ae 
——(F —«)4-- oa, Re 
. a 
i@ 
‘ta = 9," a) a. oo 
= (< u) ?, * 3, @,” 
7 3 ™ 


Diese Formeln lehren, dass die Integrale zweiter Gattung als 
Grenefalle auf solche der ersten und dritten Gattung zuriickgefiihrt 
a” =," 


werden kénnen, deren Parameter p= yv die drei Werthe —-, te 


” 


a 
und — annehmen. Da 
3 
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a” 
70=——, n (2 =F 7,0 = — 00, n (3 a 22 
a,” % ™ 
7,0 = a, » ist 0 = 2, a; (7) ==, 
so hat man in den Integralen dritter Gattung v = 0 oder v = = wu 
setzen. Will man z. B. die Gleichung 


o oe ™ 


verificiren, so setze man etwa in der Gleichung 





uw 
o Sete) _ Qu av — 9/3 (20) du 
© @3(v — wu) O30 ' Os'v 1% — 30 
0 


des Art. 12 v = = + w und entwickle auf beiden Seiten die in w 


multiplicirten Glieder, wodurch der obige Werth von bd hervorgeht. 














28. 
In gleicher Weise erhilt man: 
(ui) rd 1 
1 ut z u du 
1 os) = = i94 f_ 48 _ 
iP (wi) o 2% iS _ * Se uf 90, f- - = 
bs m1 rs by N3 x 
_ uu d 
u 
=f u+o! 0, fo —, 
' -_= 
( 9” u j 9.” u i 
1 (us) _ FO" og tgs  — o ig.1 [ae 
Tt aa" o* 0,13, ie u-+ o's, J — a” 
, _<-* u— >. 
@," Pod 
— oe. 
=>, % a 3, — —* 
0 vs 
(ui) | . 4 
1 GS(wit) = "lg ggg du ™ aif u 
i d(ua)  o “ 9,19,' [-o" = 4 u+ Ho, —_ oy" 
0 oO Ne 0 7 le 
a 7 I 
=F ua oo ff _ 
ee 
0 m1 a; 


und wegen 
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a(t) =~, i (2)—=, in (S)— 4, an (A=, 





rr ee 
1 Gm) GEM) _ 4 CSM) 
¥ a(Lai) : & hi) ’ a; thi) 
1 
il 
2 
1 Oy (wt) __ > a. eee du 
i+; Oui) t«CN DR “> 9°95 —_ 
a 
u 
1 
h a,” . 1 
a . ae 2 9194 hada 
——(§-«)% —o'a, ff 5" 
be ates 
1 
I ®, ¥ 1 
= - (+—-« —~- — o A ee ; 
ee 8 =a 
a hae 
sh 
1 (wi) (kh .\ 194 du 
I+ 3 0 ™ G u) e + %,'6, r= 
= 
1 
a,” ad 
=— (5 —«)2 — a a, (—“ 
. ™ — 3 
1 
h a . l 
= (- — «2 + 3 yt f en ; 
— = 
u a; 
1 
8, (wi) ] o” pa 
‘oe . «(2 .. ahs ig. f__ 6% __ 
l+3 ae G u) a + 0°05" a: 
- ”™ 
1 
a,” . d 
u 
= —(4—1)% 2 0 at fe 
;*" * 
1 
h 3,” r d 
a, S wl So. =. 2 
—-(-9)% +8, — = 
= 
a; 


Ferner ergeben sich die Formeln 


m9=—co, Ha—F, 4,0—8, X= — OO, 
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a,’ (3 hi, Va) 


Rhee, Ish= oo, Fy Seah — 


- T(t hi, iVa) 


“(3 -u V2) Pa 
: (4 ‘w iVa) See os eee 
; a G : —_ = eu — vi orf a. ? 
2 a(4 u, Va) J c=] 
: a, (GG wi, Va) & 


1 ' du 
- —1—(h—u)é — af ——, 
” a(5 ui, Va) “a Ms — & 


a oe ‘ wit, sn) 


denen man ihnliche Ausdriicke fiir die Fille des Art, 17 zur Seite 
stellen kann. 


29. 


Substituirt man nunmehr in die Formeln des Art. 25 y = y und 
Y =H, so ergibt eine leichte Rechnung die Ausdriicke: 








ee 
20, 8a op SE yo Bo Ys—% 4 
. =f @—'""s@,) "+, 
a mi ) — wae 9 @(a, A) = B, 
«Vy ws = wd, signa VE Asa? 
O,u B(x, Ag) ene 
a, $0 fcr Ee Bey TVA Ase ? 
nebst 
, 
» °° 0,@. 3 r 
H = 2(3 4,? — G “Ty —1— P 
sin 9 = Phe cos p =—!, p= 





Ferner erhalt man: 
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au a 
ud, d; au ees = G&S Fo, 
O,u . 
ud,d ieee — — = BD), 
a9 2 2m a 
UV, u — as 


. = eciam =P; 


Oyu we A 
Ud, DO; ~ ad Ae N= VA, — —1, 3 , 











usa, e “yr: m= =VA,- ae ? 
. a 22 
au 9 Fy” V , i 
p00, 28 fea Ee 
sit — 4 G 
pee. ee 
H, = af Ps 
Oyu /, ev _ —_—s~—-a, 
ud, ; ou =v > —%s =V4,—A, G,? 
—— 
Uvv, fe 1; _ DB, ’ 
au ne yeaa 
udd, Ou =) 1s — oF . 4 =/4,— Aya, ’ 
7 G—3iy 
pe es. pak 2 
H, = a, e. 


Die vorstehenden Gleichungen beziehen sich auf reelle Werthe der 
Wurzeln 4, 4,43, wihrend fiir G* < 27H? nur eine reelle Wurzel 2’ 


der Gleichung P = 0 existirt. Alsdann hat man fiir ¢& = : GV@) 
#, (iVq) 





>| 


zu setzen: 








, (3% «a") 
3 UA,” =) —4,= + W932cot 5 1p = B(x, 2’), 
, =! uw, tq *) 
a Co) fsv:—16 
3 bd,’ — a = V wre == + ue, 2tg > i: am 

Oa( <u, iq?) 

4 — # ‘ ae. 
81°*— G4 31°*—7G ‘ 


1 
tg > QQ => Bia, 2) ; H, = P, H, => ei, a) x. 
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Diesen Formeln reihen sich nicht allein die entsprechenden fiir 
imaginiire Argumente ui an, wodurch 9 in H@ibergeht, sondern es 
kénnen auch die Fille des Art. 16 ganz analog behandelt werden. 
Indessen wollen wir der Kiirze halber von dem Hinschreiben der be- 
treffenden Formeln hier absehen. 


30. 

Zum Schluss sei mir die Bemerkung gestattet, dass wenn es sich 
um die Zuriickfiihrung eines elliptischen Integrals auf Thetafunctionen 
zum Behufe der praktischen Anwendung handelt, der Durchgang durch 
die Sigmafunctionen bei dem Reductionsgeschiifte meines Erachtens 
keine wesentliche Abkiirzung gewihrt. Es liegt auf der Hand, da 
beide Functionen sich nur um einfache Exponentialfactoren unter- 
scheiden, dass die analytische Rechnung ebensowohl mit den einen, 
wie mit den anderen gefiihrt werden kann: dennoch wird man als das 
directere Verfahren dasjenige zu bezeichnen haben, welches die Func- 
tionen, deren man sich fiir die numerische Auswerthung am Schlusse 
der Rechnung zu bedienen gendthigt ist, im ganzen Verlaufe derselben 
beibehiilt. 

Ich kann desshalb nicht den gegentheiligen Behauptungen bei- 
pflichten, die sich z. B. in dem so reichhaltigen und schiitzbaren 
Werke von Hrn. Halphen an verschiedenen Stellen finden. So be- 
ginnt z. B. Capitel 8 des I. Bandes, 8. 239 mit folgendem ,,A vertisse- 
ment. On trowvera, dans ce Chapitre, la représentation des fonctions 
elliptiques par les belles séries dont Jacobi doit étre considéré comme 
Vinventeur, séries éminemment utiles pour les applications. Elles ne 
doivent étre, en général, introduites qu’d la fin des caleuls. 
Pour cette raison, les formules nombreuses et un peu compliquées qui 
vont étre développées sont destinées ad étre consultées seulement. Il serait 
inutile de les retenir de mémoire; il suffit d’en bien connaitre la nature.“ 
Oder Band I, Seite 208: ,,Dans tous les anciens Traités, on procéde a 
une réduction des intégrales elliptiques, pour les ramener a trois 
espéces caractéristiques. Ces considérations ont de l’intérét pour 
Vhistoire des fonctions elliptiques, mais dans notre mode d’exposition, 
elles. sont dénuées d’utilité, tant pour la théorie que pour les appli- 
cations et nous nen parlerons pas.“ — wiihrend doch selbstverstind- 
lich auf Seite 207 die von den drei Functionen g(w—v), §(w—v) und 
lg 6(u—v) abhiingigen Glieder als Repriisentanten der drei espéces 
caractéristiques auftreten. Ganz abgesehen davon, dass bei der oben 
entwickelten Reductionsmethode des Art. 21 die |. c. von den Derivirten 


mg (u—v) + mip (W—0) + 
abhingigen Glieder iiberhaupt nicht erscheinen, weil die mehrfachen 
Wurzeln des Nenners auf algebraischem Wege entfernt worden sind. 
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Es ist ja an sich leicht erkliirlich, dass das Studium der Sigma- 
functionen, deren Einfiihrung in die Analysis durch Herrn Weier- 
strass in so vielen Beziehungen sich als wichtig und fruchtbar erwiesen, 
seit dasselbe den Mathematikern in grésseren Kreisen zugiinglich ge- 
worden und ihr Interesse in Anspruch genommen hat, eine Zeitlang 
auf Kosten der linger bekannten Jacobi-Abel’schen Thetafunctionen 
in den Vordergrund getreten ist. Im umgekehrten Falle wiirde es sich 
vermuthlich gerade umgekehrt verhalten habeu, wihrend wir doch froh 
sein diirfen, dass fiir die Erfordernisse der Theorie, wie der Praxis, 
dem Mathematiker nach doppelter Kichtung so interessante Functionen 
zu Gebote stehen. 





Ueber die Convergenz der hypergeometrischen Reihen zweier 
und dreier Veranderlichen. 


Von 
J. Horn in Rehbach (Odenwald). 


§ 1. 
Einleitung. 

Die Gauss’sche hypergeometrische Reihe ist fiir die Theorie der 
linearen Differentialgleichungen von Bedeutung, weil ihre Theorie die 
der allgemeinen linearen Differentialgleichungen vorbereitet hat und 
weil mit ihrer Hilfe eine gewisse lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung in vollkommener Weise integrirt werden kann. Man hat 
unter dem Namen ,,héhere hypergeometrische Reihen“ solche Potenz- 
reihen 


> Ax (A= 0,1, ++ +90) 
A=0 


betrachtet, bei welchen der Quotient 

Ais 

A, 
eine rationale Function héherer Ordnung von 4 ist, wiihrend er bei 
der Gauss’schen Reihe von der zweiten Ordnung war. Alle diese 
Reihen geniigen linearen homogenen Differentialgleichungen, welche 
von den Herren Thomae (Math. Ann. Bd. 2), Goursat (Ann. de 
Ke, Norm. 1883), Pochhammer (Crelle’s Journ. Bd. 102) behandelt 
worden sind. Ferner hat Herr Appell (Liouv. Journ, 1882) vier 
Potenzreihen zweier Veriinderlichen eingefiihrt, welche ebenfalls eine 
Verallgemeinerung der Gauss’schen Reihe bilden, niimlich Reihen 


p A,, vy" (4, w= 0,1, -- + 00), 


bei welchen die beiden Quotienten 


Agsiu A, M1 
y = Au 


A, 











ra 
or 


le 
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rationale Functionen zweiten Grades von 4, w sind. Jede dieser Reihen 
geniigt einem System linearer partieller Differentialgleichungen von 
der ase 


ee 
ay, oS + M2 a — + a9 ov + a, te +455 + ae = 0, 


by oot 12 ity + b., iB ++), a + b, ie + ke=0 
mit drei bezw. vier linear unabhingigen Integralen; die Coefficienten 
a und 6 sind rationale Functionen von 2 und y. 

Wenn man derartige Differentialgleichungensysteme nach dem von 
Herrn Fuchs gegebenen Vorbilde integriren will (vgl. Appell, sur 
les fonctions hypergéométriques de deux variables, Liouv. Journ, 1882; 
Picard, sur une extension aux fonctions de deux variables du probléme 
de Riewens concernant les fonctions hypergéométriques , Ann. de I’Ke. 
Norm. 1881, sowie die Arbeit des Verfassers tiber ein System linearer 
partieller Differentialgleichungen , Act. Math. Bd. 12), so ist es von 
Werth, interessante Beispiele solcher Differentialgleichungensysteme zu 
haben, wie sie eben durch die hypergeometrischen Reihen geliefert 
werden. 

Im Folgenden wird eine Potenzreihe zweier Verdnderlichen 


H(x,y) =>) Ary ay" (2, w= 0,1, ++ + 00) 


dann eine hypergeometrische Reihe genannt, wenn die beiden Quotienten 


A, A, 1 

A, ps) oe Se 1 on eet 

f ( U) Ay, g ( ? Ht) Axy 

rationale Eunctionen von A, w sind. Aehnliches gilt ftir jede beliebige 

Anzahl unabhiingiger Veriinderlichen. So verstehen wir unter einer 
hypergeometrischen Reihe dreier Verdnderlichen eine Potenzreihe 


H(z, y, #) -> Ajuy 2 yt 2” (A, uw, vy =0,1,--+ 0), 


aus welcher sich fiir die drei Quotienten 


. A v 
f(A, U, v) — eae 


Au 
\ Aa, ut, 

(A,B, v) = 
Auy 

h(a, u,v) = Sanete 
auy 


rationale Functionen von 4, uw, v ergeben. Es ist nun vor allem die 
Frage zu lésen, welchen Bedingungen die rationalen Functionen f(A, u), 
g(a, ) gentigen miissen, damit die Reihe H(x,y) convergirt, und 
welche Bedingungen f(A, u,v), g(4, u,v), h(a, w, v) erfiillen miissen, 


Mathematische Annalen, XXXIV. 35 
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damit die Reihe H(x, y, 2) convergirt; sodann ist, falls die Bedingungen 
der Convergenz erfiillt sind, der Convergenzbezirk der Reihe H(x, y) 
bezw. H(x, y, 2) wirklich zu ermitteln. 

Die hypergeometrische Reihe einer Veriinderlichen 


H() = >) Aix’, 
A4=0 
bei welcher die rationale Function 


Aqii 
h(a) = a 
im Zihler vom Grade m, im Nenner vom Grade » sein mége — es 
wird immer vorausgesetzt, dass keiner der Coefficienten A, (A=0, 1,2,...) 
unendlich wird — ist, wie man leicht erkennt, divergent, wenn 
m >n ist; sie convergirt fiir jz] <1, wenn m=—n, und fir alle 
Werthe von x, wenn m < m ist. Es ergiebt sich dies aus dem be- 
kannten Satze, nach welchem aus dem Verhalten des Quotienten 


U a1 
U;, 





auf die Convergenz oder Divergenz der unendlichen Reihe a U, ge- 

4=0 
schlossen wird. Will man in fhnlicher Weise die Convergenz der 
hypergeometrischen Reihe zweier Veriinderlichen H(z, y) untersuchen, 
so muss man die beiden oben eingefiihrten rationalen Functionen 
f(A, w), g(4, w) betrachten; wir werden im Folgenden ein Verfahren 
gewinnen, das unter Umstiinden die Convergenz oder Divergenz einer 
sweifach unendlichen Reihe 


= Vin (A, uw =0,1,-- +00) 
an dem Verhalten der beiden Quotienten 


Gagan Vaswtt 

‘hy ; Uy 
zu erkennen gestattet, und das auf die hypergeometrischen Reihen an- 
wendbar ist. Nachdem wir auf diesem Wege eine Regel fiir die Be- 
stimmung des Convergenzbezirks der hypergeometrischen Reihen zweier 
Veriinderlichen erlangt haben, wird noch kurz angedeutet, wie die 
entsprechende Untersuchung fiir Reihen dreier Verinderlichen gefiihrt 
werden kann. Auf die hypergeometrischen Reihen einer beliebigen 
Anzahl von Veriinderlichen gehen wir nicht ein; es wiirden zwar zur 
Untersuchung der Convergenz derselben die nimlichen Principien an- 
wendbar sein, aber einzelne Entwicklungen gréssere Schwierigkeiten 
bieten. 
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Wenn man auch von der Bedeutung der hypergeometrischen Reihen 
mehrerer Veriinderlichen fiir die Theorie der Systeme linearer Diffe- 
rentialgleichungen ganz absieht, so diirften doch die folgenden Unter- 
suchungen insofern einiges Interesse bieten, als sie ein Hilfsmittel zur 
Untersuchung der Convergenz mehrfach unendlicher Reihen liefern und 
zur Ermittelung des Convergenzbezirks von Potenzreihen mehrerer 
Veriinderlichen fiihren — ein Gegenstand, tiber welchen noch wenige 
Untersuchungen vorhanden zu sein scheinen. 


§ 2. 
Hypergeometrische Reihen zweier und dreier Verinderlichen. 


Wir leiten zunichst aus den Coefficienten der hypergeometrischen 
Reihen einige Ausdriicke ab, von welchen wir spiiter bei der Unter- 
suchung der Convergenz Gebrauch zu machen haben. Wir beginnen 
mit der Reihe zweier Verinderlichen 


H(z, y) => Aj, vy" 
und benutzen wie oben die Bezeichnung 
Aus; t A, +1 
A, w) = EH g (A, w) = Bet, 
f(A, #) Aix g(a, w) os 
wo f(A, w) und g(A, w) rationale Functionen von 4, w sind. Da 
Arti we Attu | Atty wt 
Aj, Ary Agi u 
— Aut | Aad, wt 
A,, A, w+ 
ist, so miissen die beiden Functionen f(a, w), g(4,u) der Bedingung 
f(A, #)-gA+1, w) =9(4, 4): fA, w+ 1) 
geniigen. Ist diese Bedingung erfiillt und haben f(A, uw) und g(A, u) 
fiir alle ganzen positiven Werthe (einschl. 0) von 4, w endliche und be- 


stimmte Werthe — was im Folgenden immer vorausgesetzt wird — so 
sind, wenn man z. B. A), = 1 annimmt, durch die Recursionsformeln 


Ajtiy = f(A, 4) + Aan, 
Agu = 9(A, &) + Aru 


siimmtliche Coefficienten A,, der Reihe eindeutig bestimmt und endlich. 
Die Convergenz der hypergeometrischen Reihe einer Veriinderlichen 


H(z) = Sad 





hingt, wenn man 
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A 
h(a) = as 


setzt, von der Grésse des Grenzwerthes 
lim h(A) 
i=a@ 





ab. Dementsprechend fiihren wir auch bei der Reihe H(z, y) gewisse 
aus den rationalen Functionen f(A, w), g(4, uw) abgeleitete Grenzaus- 
driicke ein, durch die, wie wir spiiter sehen werden, die Convergenz 
der Reihe bedingt ist. Wir setzen niimlich 


(A, t) — lim f(t, ut), 


¥(A, uw) = limg (Ae, wt) 

oder, was dasselbe ist, at 
(4, w) = lim (1, m), 
¥ (A, w) = lim g(l, m) 


—EE 


fiir 
lim l= oo, lim m = co 
lim 7: lim m =A: wm. 

(A, w) und ¥(A, w) sind rationale Functionen des Verhiiltnisses 4: p, 
die auch durchweg null oder unendlich sein kénnen und deren Be- 
rechnung fiir das Folgende erforderlich ist. Der Zihler der rationalen 
Function f/(4,u) sei vom Grade p, der Nenner vom Grade p’; die 
Glieder héchsten Grades in Ziihler und Nenner seien bezw. P(A, u) 7 
und P’(A, w), so dass P(A, uw), P’(A, w) ganze homogene Functionen 
von A, w von den Graden p und p’ sind, In ahnlicher Weise sei der 
Ziihler von g(A4, w) vom Grade q, der Nenner vom Grade q’; die Glieder 
héchsten Grades in Zihler und Nenner seien bezw. Q(A, mw) und 
Q‘(4, w). Hiernach kann man schreiben 


(0) = Bue ® 
108) = Vint 
(8s #) — Him Bray 
: 
¥(4, #) = lim t2-9' . oi). , 


Hiernach ist - 
(A, w) 
o(A, “) = oo, =, —_ P’ (a, = 


je nachdem p>p, p<p, p=P, 








Q(2, uw) . , 





Vee, 8, ORR 
je nachdem g>q,94<%,9=¢ tt. 











sa 
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Wir leiten nun aus der zwischen f und g bestehenden Relation 


eine Beziehung zwischen > und é ab, die, falls p=p', q=—q’ 


ist, eine Relation zwischen © und ¥ darstellt. Die Relation zwischen 
f und g nimmt, wenn man 


_ F(a,u) _ Gyn) 
f= Panay? I= Fara)? 


F(a, w+ 1) = F(a, wu) + (eel aie 
G(A+1, w) =@(a, w) + Sow seit +: 
u. s. w. setzt, die Form 
re' (4 % a +F 2¢ 4...) 
ee: +@ #F74..) 





an, aus welcher man durch Vergleichung der Glieder vom Grade 
pt+tp+at+qd-—1 die Relation 
Peg 22 + PP’ & 
sae bu a oe 
Pep & + QP'g’ 
oder 
(a 2@ 0Q' y(p: oP oP’ 
PP’*(Q e — 9 )= ee (P ie PG ) 


erhalt, welche man leicht in 


iiberfiihrt, Im Falle p=p', g=¢q kann man dieser Gleichung die 
Form 
av _y 2® 
® Ty ¥ ou 


geben, die auch bestehen bleibt, wenn man ® und ¥ durch ihre abso- 
luten Betriige ersetat. Aus der Gleichung zwischen f und g ergiebt sich 


174, #)|- (lg@ +1, | — Ig(, #)I) 
= |9(4, wl + (If, w+ 1] — |FA, )I) 
und hieraus, wenn man A durch A¢ und w durch wé ersetzt und auf 
beiden Seiten durch + dividirt, 
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lof ((2- sek =), at) |—loae, wt at)| 








f(at, we] - et 
¢ 
| | 
t (ae, (w+ 4) ¢)| Irae, wo) 
= |g(t, u8)|- 4 5 aha 
¢ 


und schliesslich, wenn man auf beiden Seiten ¢ = oo setzt, 
3 : a\® | 
J | «Sot | FP 
auf iihnliche Weise hiitte “ auch die be Relation zwischen 


und ¥ ableiten lassen. — 
Die Quotienten 


E=—s, 1= % 


sind als rationale homogene Functionen von 4, von der Form 
b= |] wa + vin)”, 
n= [Twatorn, 


wo u;, v; positive oder negative ganze Zahlen mit Einschluss der Null 
sind, welche den Bedingungen 


> “=P Dp, a>X=41-4 


t 
geniigen. Nun ist 


ge Thee? 
an 


Ss Pe 
1 md WA vw” 
t 


da die beiden Ausdriicke tibereinstimmen miissen, so ist 


UY = VU; 
oder 
UW = O14, Vi = OVj. 


§=—A IT (uA + vu)”, 


Daher wird 


1= BI] (uA + vim)", 


wenn man 
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A= []T eo, B= [] @", 


setzt. Im Falle p=—p’ geht — in ® und im Falle g= gq geht » in 
Y iiber; es ist also im ersten Falle 


o=A] [wat vie)", > u=0, 


v=BY] wat vip)”, > u1=0. 


im gweiten 


In allen anderen Fiillen sind die Ausdriicke ® und ¥ nach dem Obigen 
0 oder oo. 
Fiir hypergeometrische Reihen dreier Veriinderlichen 


H(a,y,2) = P 4 Ajyy x? yH 2” 
gelten entsprechende Entwicklungen. Setzt man 


. Aus, 
A . Y)=> — all a al 
f(A, #, ”) = Aiuy 


A, 7 
g(A, u,v) = Hy 


Ad, u, +44 
h(a, U, v) — ——— ? 
“ 


so bestehen zwischen den rationalen Functionen f, g, h die. Relationen 


g(a, pw, v)- h(a, wt, v) = h(a, w,v)-g(A, wu, v +4), 

h(a, u, v) ‘ f(A, fH, v+ 1) _ f(A, u,v) -h(A+1, w, v), 

f(A, u,v) gA+1, wv) =A, u,v): f(A, u+1, »); 
wir setzen voraus, dass die drei Functionen f, 9, h fiir alle ganezahligen 
positiven Werthe von A, w, v (einschl. 0) endliche und bestimmte Werthe 
haben, so dass alle Coefficienten A,,, endlich und bestimmt sind. 

Wir leiten nun ibhnlich wie oben aus unseren drei rationalen 
Kunctionen drei Grenzausdriicke 


O(A, w, v) = lim f(Aé, wt, vb), 
t=—@ 

V(A, w, v) = lim g(At, we, vt), 
t=@ 

X(A, w, v) = lim A(At, wt, vt) 
ta 


ab, die wir spiter zur Untersuchung der Convergenz verwenden 
werden. Die Zihler der rationalen Functionen f, g, h seien bezw. 
von den Graden p, q, 7, die Nenner von den Graden p’, q’, 7’; die 
Glieder héchsten Grades der Ziihler mégen mit 


P(A,u,v), O(4,4,%), RA, w, v), 
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die der Nenuer mit 
P(A, L, v), Q' (A, U, v), R'(A, U, v) 
bezeichnet werden, so dass 
Pd, w, we 
f(A, U, v) —_ Pie pe 


L, wy v) pees 
g(4, u,v) = oe a, 





a Ria, B,v) +-:- 
h(a, Uy, v) _— R' (a, i, v) + a 


ist. Es ist nun 





P(d, uw, 
O(4,4,vy)=x0, =0, = pa, 
je nachdem p>p, p<p, p=Pp, 
1, wy, 
¥(A, “, v) =o = 0, — Sees ’ 
je nachdem g>q,a<¢, 4=9; 
Ra, we, 
X(A,u,v)—= 00, =0, = Rice *) ’ 


je nachdem r>r,r<r, r= ist. 
Aus den drei Relationen zwischen f, g, h gehen, wenn man 


t= J, ae c= - 


setzt, die drei Gleichungen 


og _.,0n 
"oy =o ay 
og _4 Of 
$5, =8 ar 
On _., @& 
oor = "50 


hervor. Ist p=p', q=q', r=1’, so bestehen die beiden Gleichungen- 
systeme 





G0 &, 

— ost vis 
jv] - SL xy SEL, 
Ix] - Fh =o) Ft, 


+ SEE) ee PG)» ee. 
>| = Fi-- 


C7) 
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Die Ausdriicke £, 7, € kénnen als rationale Functionen von 


A:u:v in der Form 
b=] ] (se, v)", 
= [] si@,e.0", 
t= [] 00.0," 


geschrieben werden, wo g;(4, u,v), i=1,...m, irreductible ganze 
homogene Functionen von 4, w,v und die Exponenten w;, 4%, w; 
positive oder negative ganze Zahlen einschliesslich der Null sind, 
welche die Bedingungen 


> uw =P—P; > %=I-% > m=ar—s 


erfiillen. Nun ist 
09; 
u; oe 





u. s. w. und folglich wegen der Relationen zwischen &, , 





> ON 
i il. —_ : ae 
09; 09; 
Po  . 
: 9% = . q |” 
09; 09; 
es . oe. 
F 9i i + 
oder, wenn man 
09 09; 
pi(d, w, v) = wy; _ aS 
0%; 09; 


Wi (4, U, v) =U wy — Ww; ree 


09; 99; 
UA, H,*) = UBT — HZ 


a on a eM 0. 
’ 93 ; Si 7 i 


setzt , 
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Multiplicirt man die erste der drei Gleichungen mit g, ... gm, 80 er- 
halt man 
a Hy ++ + G19: G1 - ++ Gn = 0; 


alle Glieder dieser Summe mit Ausnahme des 7'*" enthalten den Factor 
§:, folglich muss auch 
Mi + + + Si-1 Pi Gets + + + Gm 

durch g; theilbar sein, was nur mdglich ist, wenn g; den Factor 4; 
enthiilt, da g,, ~~.) §i—1) §itty «++» Gm Von g,; verschiedene irreductible 
Functionen sind. Da aber g; von geringerem Grade ist als g;, so 
muss g; identisch verschwinden; dasselbe gilt fiir »; und y;. Man 
hat daher 

09; 09; 09; 

ot _ te _ ov 


U; v; w 


= fi(d, 4, »), 
wo f; eine ganze homogene Function bedeutet. Da auch g; eine ganze 
homogene Function ist, deren Grad k; heissen mége, so ist 


_ , 9% 0% 09; 
kgm icy tes +3, 


= (ud + vie + wir) fi(A, u, v). 


Da aber g; als irreductibel vorausgesetzt wurde, so muss /; eine Con- 
stante und folglich, wenn man /; = ik;¢; setzt, 


Qi(A, w, v) = CUA + Oe + wr) 
sein. Man findet also, wenn man 


4=J[o", p=]]a", a [] < 


setzt, fiir §, 9, £ die Ausdriicke 
= AT] Gt +0 tr 
n= B [] (ud + vim + w,v), 
ere 


Daher ist im Falle p= yp 
O(4, u,v) = A [ [ua + vu + wv)", z= u; = 0, 


im Falle q=¥ 
viaje, n—BY Pwrtout+an, Sv4=0, 


é 
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im Falle r=r 
X(a, Uy v) = CP [wa + vie + wir)”, > %=0; 


in allen anderen Fiillen sind ©, Y, X null oder unendlich. 
Wir werden nun einige hypergeometrische Reihen aufstellen und 
dabei, wenn m eine positive ganze Zahl bedeutet, die Bezeichnung 


(a, m) =a(a+1)---(a+m—1), (a,0)=—1 
anwenden. Als einfachsten Fall haben wir die bereits von Herrn 
Appell betrachteten Reihen 

me (a, 4+ w) (b, a) (Ow) 
Fie) = 2 (6, tw) (tr De) 
. ah (a, 4+) (b, 2) (bw) 
F,(¢, 9) = (c, a) (ey m) (A, a)(1,m) ” 7? 
’ si (a, 4) (a, w) (6, 4) bu) 0g 
Fe, 9) = >) Gasnabay oe 
? (> as (@, 2+) (b, 4+ 4) 
F.@.9) = @, a) yu) ava) 


x ye, 





bei welchen die beiden rationalen Functionen /(4, mu), g(4,@) der 
Reihe nach die Werthe haben: 


c-: (a+4-+4)(b+4) P — O+ite) +4) 
1=“Cepatuyita’? 4 (e+a+u)i+e)’ 








fam GtitHO+H go = ti tH) +e) 
2 (eFa(itay % # (FuG+u) ? 
it we (a + 4) (b+ 4) oo (a +n) (Uv +p) 

3 (epatuutia)? Js = (epatuyd+e)’ 


f (a+i+u) (6+4+4) gq, x tite) (b+1+4) | 
= 


(e+Ay(i+a) I (+a) Fa) 
Fir (A, w), ¥(4, uw) ergeben sich die Ausdriicke 
,=1, Y,=1, 
= A+ = it? 
®, ae ae ’ ¥, — » 
a ees ee 
ate? = THe 





o,— ( vee y, _— ( a + ny. 


Eine Reihe, welche die vier Appell’schen Reihen als Specialfille 
umfasst, ist die folgende: 


F(a, y) = >) Aray", 
(44, Ag) --* (dy, A+) Gi a> ma 2) 
(a), 4+ 4): + (Gy, 1+ 4m): Oy a). = a a) 


(er, u) - * (es ) 
Ge »w) > ee ry #) ? 





Aju = 
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bei welcher 
FA, p) — PAF OO FEW OAD (by +2) 
0,0) = Gifu) (Fit a) Or Fi Up ay’ 
(++ e)ss: (@,+4+e) G+): --(¢ +e) 


g(4, 4) = @ Fite): (a +ite) Gta) (¢, + #) 


ist. In dem Falle n+-p=—n' +p, n+q—=—n + q, der uns be- 
sonders interessirt, ist 


(A, mw) = (A+ wy der, 
¥(A,H) = (+e) wr. 
Noch allgemeiner ist die Reihe 
G(x, y) = >) Aaya y" 
IT (4, 44+ Om) 
[ [eerie 
k 
worin «;, Uj, UW, v%; ganze positive Zahlen (einschl. 0) sind (vgl. Act. 
Math. Bd. 12, 8, 174). Hier ist 
TT (4,+ UA + vB, u;) 











Arn = 


f(A, (+) oe a aa a aad on 2. oe O 
(G+ 4+ Ow, Uy) 
Il 
Tl (a4; + 4,4 + ou, %;) 
g(A, #) =— 


| / (a, + U, A+ OM, Y;) 
k 


und im Falle 


t 
IT (u,4+ vu)" 


wear Tl (uj + ome 
k 


IT (ma + vm)" 


¥(a, #) = —___,. 
[] r+am 
Hf 

Die Reihe G(x, y) lisst sich weiter verallgemeinern, wenn man 
fir u,v, w, v auch negative ganze Zahlen zuliisst und das Zeichen 
(a, m) fiir negative m — — » in folgender Weise definirt: 


1 (— 1)" 





(a, a n) 





™ @—1)---@—n) ~ (i—a, a)" 











qe 


—_—_ 4. &, 


~ 
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Die Formeln ’ 
(a, m + 1) = (a, m) (a+ m), 
(a, m ++ m) = (a, m) (a + m, n) 
gelten dann nicht nur fiir positive, sondern auch fiir negative Werthe 
von m und ». Man gelangt so zu der Reihe 


H (x, y) = >Ayaty', 
Aix =] [a uA + vim), 


wo u;, v; positive oder negative ganze Zahlen (einschl. 0) sind. 
Fiir die Reihe H(a, y) ist 


(a, u) =] [a+ wa + vie, w), 


g(A, ) =] [ta + ud + Vil», vi) 3 
i 


der Grad des Zihlers der rationalen Function f ist gleich der Summe 
der positiven «, der des Nenners gleich der Summe der absoluten 
Betriige der negativen wu; Aehnliches gilt fiir g. Die Functionen f und 
g sind im Zihler und Nenner von demselben Grade, wenn 


> ui =0, > = 0 
ist; in diesem Falle ist 


P(A, w) =] [twa + om)", 


vA, 0) =] [mat on)”. 


Wir sind somit zu den Ausdriicken gelangt, die wir eben als all- 

gemeinste Form der Functionen (A, w) und ¥(A, mw) gefunden hatten, 

da die dort noch auftretenden Factoren A, B unwesentlich sind. 
Analoge Reihen lassen sich im Falle dreier Veriinderlichen bilden. 
Der culetzt betrachteten Reihe entspricht die Reihe 


H(z, y, 2) = Arty”, 
Ajuy =[] (a, UA+-v e+; Yr), 


WO Ui, Vi, W; positive oder negative ganze Zahlen oder auch theilweise 
gleich Null sind. Hieraus gehen die rationalen Functionen 
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f(A, # v) =] [aitua+oint wir, ui), 
g(A, Uy, v) =] [atus+oiutuir, Vi); 


h(a, uw, v) =] [atuirtoiuturr, w;) 


hervor, und im Falle 


> ui =0, > %=9, > wi =0 


ist 


(4, w, v) =] [wrtoiutur”, 
¥ (A, #, v) =] [atom t wir)”, 
X(A, w, v) =] [mat ve wiv). 


Die Reihe H(x, y, 2) liefert also die allgemeinsten Ausdriicke fiir 
®, Y, X, welche aus einer hypergeometrischen Reihe hervorgehen 
kénnen. 

Wir miissen iibrigens bei allen diesen Reihen die Voraussetzung 
machen, dass f(4, 12), g(A,@) beaw. f(A, wv), 9 (A, My v), W(A, my ») 
fiir ganze positive Werthe (einschl. 0) von A, w bezw. A, uw, v nicht 
unendlich werden, damit alle Coefficienten A,, bezw. Aj,, endlich 
sind. Es diirfen z, B. in der Reihe F(x, y) die Gréssen a’, b’, c’ weder 
gleich Null noch gleich negativen ganzen Zahlen sein, und iihnliche 
Voraussetzungen sind bei allen diesen Reihen zu machen. 


Zur Convergenz der zweifach unendlichen Reihen. 


Die einfach unendliche Reihe 


DLA 
A=0 


convergirt bekanntlich, wenn 


a, acl 





Uy44 
U, | < 


ist, sobald 4 > 1 ist; sie divergirt aber, wenn 











an_ 412m te Gate a £2 
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Da41 


Uv, |\>} 








ist, sobald 4 eine gewisse Grenze tbersteigt. Wenn wir jetzt einen 
entsprechenden Satz fiir zweifach unendliche Reihen ableiten, begniigen 
wir uns damit, denselben in einer solchen Form aufzustellen, wie wir 
ihn nachher fiir die Untersuchung der Convergenz der hypergeo- 
metrischen Reihen brauchen. Es handelt sich darum, die Convergenz 
oder Divergenz der zweifach unendlichen Reihe 


D Van (4, w= 0,1, +++ 00) 
au 


an der Grésse der Quotienten 


fiir die ganzzahligen Werthsysteme (A, w) zu erkennen. 
Wir denken uns nun die Glieder der zweifach unendlichen Reihe 


> Un so in einer Ebene angeschrieben, dass dem Punkte mit den 
rechtwinkligen Coordinaten (4, u) das Reihenglied U2, entspricht, 


Uo» Ui. U,, oe 
Us; U, 1 U,, >.» 
Uo U, 0 Uy ety 


so dass also der von der positiven 4-Axe und der positiven pw-Axe 
gebildete Quadrant dergestalt mit Reihengliedern angefiillt ist, dass in 
jeden Punkt desselben mit ganzzahligen positiven Coordinaten ein 
Reihenglied zu stehen kommt, In Fig. 1 sei OL die 4-Axe, OM die 
u-Axe, OP und OQ zwei Strahlen, die einen Winkelraum © bilden. 
Wenn im Folgenden von Punkten gesprochen wird, sind darunter 
Pankte mit ganzzahligen positiven Coordinaten (einschl. 0) verstanden. 

Ist fiir alle Punkte (4, uw) des Winkelraums ©, fiir welche 4 > l, 
u > m ist, gleichzeitig 


Varin | U, 
et wy yh 1 
| i il | Yaw > 


so ist die Reihe 


> |Tax| 


Au 
divergent. 
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Man kann nimlich in dem Gebiete © eine unendliche Reihe von 
Punkten (4;, u;), ¢=0,1,2,..., so annehmen, dass fiir irgend ein 
é entweder 

aya tl, wi = Mi 
oder 

Aah, MH Mtl 
ist. Sobald i eine gewisse Grenze m iibersteigt, ist 4; >1, u; > m. 
Die einfach unendliche Reihe 


> Da; u;| 


divergirt, da der Quotient 


Phitt wits 
7 
welcher fiir manche Werthe von ¢ gleich 
Dai +3, mj 
: Ais Mi 
fiir andere gleich 
Day, wit 


Dau, 
ist, dem absoluten Betrage nach grésser als 1 ist, sobald ¢ > m wird. 
Wenn aber die Reihe >’) Ui,,u;\|, welche einen Theil der zweifach 


unendlichen Reihe OY U2, | bildet, keinen endlichen Werth hat, so 
Au 
kann auch an) Ui, | nicht endlich sein. 
Au 

Bezeichnet man den Winkelraum zwischen der 4-Axe und dem 
Strahl OP mit $$, denjenigen zwischen der w-Axe und dem Strahl 
O@ mit O und treten die Strahlen in der Reihenfolge OL, OQ, OP, 
OM auf, so haben die beiden Gebiete $3 und Q den von OP und OY 
eingeschlossenen Winkelraum © gemein. Dann gilt der Satz: 

Ist im Gebiete % 





U. 
| ne s @<€ i, 
Au 
im Gebiete D ' 
U. 
ee < B, B < 1, 
ap 








sobald 4 > 1, u > m ist, so convergirt die Reihe 


> |Uul: 


au 
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Zum Beweise kann man annehmen, dass 7 und m ganze Zahlen sind 
und dass der Punkt (7, m), der C heissen mége (Fig. 1), innerhalb des 
Gebietes © liegt. Durch die zu den Axen 
parallelen Geraden AA’ und BB wird der s ea 
ganze Quadrat in vier Gebiete zerlegt: D S 
%(OACB), 8(LACB’), ©( MBCA’), D(BCA’). pz L ZF’ 
Das Gebiet % enthiilt eine endliche Anzahl Pe wi 


von Reihengliedern | U2,|, denen eine endliche as 8 
Summe zukommt. Auf der Strecke AC liegen | / 


, 





i > 











Punkte in endlicher Anzahl; ist (1, w) ein 0 ies 
solcher Punkt, so ist die Summe der Reihen- ~* 
glieder, welche auf der durch diesen Punkt parallel zur 4-Axe ge- 
zogenen Geraden liegen, . 
U, 
| Tiel + | Drrnel +1 Uren) +--+ < Weel, 


weil im ganzen Gebiete % 


3 <a 


Au 





ist. Somit hat die Summe der im Gebiete 8 liegenden Reihenglieder 
einen endlichen Werth; dasselbe gilt fiir ©. Wenn man / und m hin- 
reichend gross nimmt, so kann man von dem Punkte (1, m) zu jedem 
im Gebiet D gelegenen Punkt (/-++-4, m-++m) so gelangen, dass man 
dazwischen 4-+ w Punkte (a;, w;) in der Weise einschaltet, dass 
Aign =A: +1, ina = wi ist, wenn (Aj, uw) im Winkelraum § liegt, 
dagegen Aj41 = 4;, Wig. = i +1, wenn (A;, w;) im Winkelraum 9 
liegt; gehdrt (A;, w;) dem Winkelraum © an, so besteht entweder die 
erste oder die zweite Beziehung. Da im ersten Falle 








Ua, +t; < a, 
. . Da, wi 
im zweiten Falle 
| pacts Ui,, Mit |< B 
Da, ug 


ist und da beim Uebergang von (1, m) zu (l-++-A4, m+) der erste Fall 
A-mal, der zweite Fall w-mal vorkommt, so ist 

Disa, mtu 
U, 


i,m 


< at Be 





und folglich die Summe der auf das Gebiet D beziiglichen Reihen- 


glieder 
| Fim | 
pes Dita,mtn | < | Uim| - P ae (i— a) (i—8) * 


=0 u=0 
Mathematische Annalen. XXXIV. 36 
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Hiermit ist die Endlichkeit der ganzen zweifachen Summe >? | Van | 


‘ au 
bewiesen., 


Dieser Satz lisst sich noch verallgemeinern. Der von der positiven 
4-Axe und der positiven w-Axe gebildete Quadrant wird durch die 
Strahlen OR’, OR”, ..., OR“ in n Gebiete R,, ..., Ra zerlegt. 
Im Gebiete {;, welches von den Strahlen OR@- und OR begrenzt 
wird, seien die Strahlen OP; und OQ; so gezogen, dass die vier 
Strahlen in der Reihenfolge OR™@—, OQ;, OP;, OR auftreten. 

Bezeichnet man den Winkelraum zwischen OR» und OP; mit 
%., denjenigen zwischen OR und OQ; mit Q;, so haben die beiden 
Gebiete $3; und O; den von OP; und OQ, eingeschlossenen Winkel- 
raum ©; gemein. 

Die Begrenzung eines Gebietes denken wir uns immer als zum 
Gebiete gehdrig. 

Ist nun im Gebiete {}; 


Das, “ 








U;, <%, <1 
und im Gebiete 9; 
| Di, wt} 
Saw <B, B<1, 





so lange 4 > 1, uw > m ist, so haben die im Winkelraum Si; gelegenen 
Reihenglieder | U;,| eine endliche Summe, was man ahnlich wie oben 
beweist, indem man auf die ausserhalb Jt; gelegenen Reihenglieder 
keine Riicksicht nimmt. Man kann somit folgenden Satz aussprechen: 

Sind die Gebiete B;, Qi(i—1,.,.,) im der obigen Weise definirt 
und ist im Gebiete YP; 





U. 
—ee | < G, a <i) 
au 
und im Gebiete Q; 
U 
et <6, B<1, 








so lange 4>1,, w > m,; ist, so ist die zweifach unendliche Reihe 
Ps Ui, unbedingt convergent.*) 


*) Ich habe hier absichtlich nicht die Grenzwerthe der Quotienten aufeinander 
folgender Reihenglieder eingefiihrt, wie man dies bei dem entsprechenden Satze 
fiir einfach unendliche Reihen gewdéhnlich thut, sondern ich gehe erst bei den 
hypergeometrischen Reihen zu den Grenzwerthen tiber, weil dieser Uebergang 
bei mehrfach unendlichen Reihen nur unter gewissen Bedingungen zulissig ist. 
Auf die Unzulissigkeit einer allgemeinen Einfiihrung der Grenzwerthe bin ich 
durch Herrn Pringsheim aufmerksam gemacht worden, 
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Es ist zu beachten, dass bei dieser Gebietseintheilung ein Gebiet 
$$ an die A-Axe, ein Gebiet Q an die m-Axe angrenzt. 

Wir sind nun im Stande, die Convergenz der hypergeometrischen 
Reihen selbst zu untersuchen. 


§ 4. 
Die Bedingungen fiir die Convergenz der hypergeometrischen Reihen 
zweier Veranderlichen. 


Wenn die hypergeometrische Reihe 
HA (a, y) = Po Aj, x" y# 


fiir ein gewisses Werthsystem (x, y) convergirt, so muss sie auch fiir 
(x, U) und (0, y) convergent sein, d. h. es convergiren auch die beiden 
hypergeometrischen Reihen einer Veriinderlichen 


(a, 0) = > Ajoz’, H(0, y) = Agu y. 
2 > 
Hierzu ist aber erforderlich, dass 
| m= fe, %)| -|%| <1, 
| lim g (0, ¥)| ‘ly|<1 
=n 
ist; wir miissen daher die beiden Ausdriicke 
lim f(4, 9), lim g(0, «) 
=o =o 
niher betrachten. Setzt man 
P(A, w) =a, a +a, w+, 
P(A, t+) _ Ay A” + ay AP 5 ae 
Q(A, w) = by wt + BAe! +---, 
Q' (A, w) = byt + BA wet +>, 


so sind die vier Coefficienten a,, a), b,, by stets von Null verschieden, 
wie man in folgender Weise erkennt: Wir fanden friiher 


pine) — . : uj 
Pas) [[ma+oe 


es = []wi+o0 : 


> =P, >= 1-4 


t s 





wohei 


36* 
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Die Zahlen u sind, soweit sie nicht 0 sind, theils positiv, theils 
negativ. Nennt man diejenigen Indices i, fiir welche wu; positiv ist, 
a, dagegen a’ die Indices i, fiir welche u,; negativ ist, und setzt man 


Ug = — Ua, 80 wird 
[] <4 +200)" 
P(t, u) _ 


P’(1, u) a LT] ettecny? ’ 





da nun rechts im Ziahler sowohl als im Nenner eine ganze Function 
steht, so ist 


Pa, w) =f [md t+ rau), 
P’(a,u) =] [wed + 00 wy”. 
Bezeichnet man alle diejenigen ¢, fiir welche v; positiv ist, mit £, 
diejenigen, fiir welche v; negativ ist, mit 6’, so ist, wenn man vy = — v5" 
setzt, 
Q(4, w) =] [usa + vpu)”, 
f 
QA, w) =| | (uy 4 — vy m)’?. 
Daher sind , 
a = P(1,0)=] Jur, 
a, = P’(1, 0) =-[[- ua)", 
b = 90,1) =f fof, 
é 
by = 90,1) =f [A wy? 
Py 


simmtlich endlich und von Null verschieden, dasselbe gilt somit im 
Falle p= yp’, q=—q’ fiir 


(1,0) = oh = ur, 


bo % 
¥(0, 1) —y =] fo. 
i 


lim f (4, 0) = co, = 0, = O11, 0), 


Mithin ist 


je nachdem p > p', p< p’, p=p’, 
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him 9, 4) =co, = 0, = ¥(0, 1), 


je nachdem g > gq’, g< q', q=q’ ist. Hieraus geht hervor, dass 
die Reihe H(x,y) im Falle p> vp’, qa > q' ausser fir x=0, y=0 
nicht convergiren kann, und dass, falls p =p’ ist, die Reihe nicht fiir 


i 
l*|> Teaor 
und, falls q = q’, nicht fiir 
1 
lvl > Tee) 
convergirt. In den beiden letzten Fiillen ist der Convergenzbezirk der 
Reihe jedenfalls beschrinkt, wihrend sie im Falle p<p’, q<q’ 
moglicherweise fiir alle Werthsysteme (x, y) convergiren kann. 


Wir kénnen nun im Falle p = p’, gq —q’, in welchem die Reihe 
jedenfalls nur fiir 


1 
ltl STeacor? lvls 


oder, was dasselbe ist, nur fiir 


lei<fJiur’, ivis[Pior 
‘ i 


convergiren kann, noch weitere nothwendige Bedingungen fiir die 
Convergenz aufstellen. Eine hypergeometrische Reihe einer Veriinder- 
lichen kann nicht convergiren, wenn 


| jim h(a). [a >1 


~~ 
I¥@, 1)] 


ist; dem entspricht der Satz, dass die hypergeometrische Reihe zweier 
Verinderlicher H(z, y) fiir das Werthsystem (7, y) nicht convergiren 
kann, wenn fiir irgend einen positiven Werth des Verhiiltnisses 4: w 
gleichzeitig 
\O(A,w)|- |e] >1, |¥@,e)|-ly]>1 

ist. Da nach dem Friiheren die Reihe nicht convergirt, wenn ® oder 
Y durchweg unendlich ist, und da die beiden Ungleichungen nicht 
gleichzeitig bestehen kénnen, wenn ® = 0 oder ¥ = 0 ist, so brauchen 
wir nur den Fall p =p’, g=q’' zu behandeln. Der angefiihrte Satz 
geht aus dem ersten Satze des vorhergehenden Paragraphen in folgender 
Weise hervor. Es sei A, : mu, die Stelle, an welcher die beiden obigen 
Ungleichungen bestehen. 

Ist ©(A,, uo) endlich, so kann man durch zwei auf beiden Seiten 
der Geraden 4: = A,:, in hinreichender Nahe gezogene Strahlen 
OP und OQ einen Winkelraum © so abgrenzen, dass, wenn 4A eine 
hinreichend grosse Zahl tibersteigt, innerhalb © 


| f(A, #) — o(A, #)| <d 
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ist, wo @ eine beliebig klein angenommene Zahl bedeutet, wie man 
sich durch Betrachtung der Differenz f — ® leicht tiberzeugt. Dann ist 


(A, #)| — 8 < [F(A w)| < |(A, w)| + 9. 
Da nach der Voraussetzung 
| (4, #)| > 737 


ist, so kann man es durch geeignete Wahl von / und © erreichen, 
dass im Gebiete ©, sobald 4 > 1 ist, auch 


. 1 
|f(4, #) > Ta] 
oder 
; |f(4, w)| + |e] > 1 
ist. 


Ist (A), u,) unendlich, so existirt wieder ein die Gerade 4: u~—=A,:u) 
enthaltender Winkelraum © von der Beschaffenheit, dass in demselben 
|f(4, w)| eine beliebig angenommene Grenze iibersteigt, wenn 4 hin- 
reichend gross genommen wird, so dass auch dann 


(f(A, #)| |e] > 1 
wird. Analoges gilt fiir g. 
Man kann also, wenn die beiden obigen Ungleichungen bestehen, 
einen Winkelraum © so annehmen, dass in demselben, sobald 4 > l, 
u > m ist, gleichzeitig 


f(A, w)|-|z| > 1, 94, )|-\y| > 1, 
oder dass, wenn 
gesetzt wird, gleichzeitig 


Drstyu 


> 1, 


Ua tt 
—_—" > 1 














Uiy 


ist. Dann ist aber nach § 3 die Reihe 
Pp Uiy 7 A(x, y) 


au 


nicht convergent. 
Da sich dasselbe, falls nicht p= p’, q=—q’ ist, noch leichter 
beweisen lisst, so kénnen wir den folgenden Satz aussprechen: 
Ist entweder 
1 
oder 


1 
lvl > Teen 


oder ist fiir einen positiven Werth von A: w gleichzeitig 
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1 1 
|z|> |O(A,m)|? ly|> |¥(a, mw)? 


so ist die Reihe H(x, y) divergent. - 

Wir fiigen zu den gefundenen nothwendigen Convergenzbedingungen 
noch hinreichende hinzu, so dass es uns gelingt, die Convergenzgrenze 
aufzufinden. Wir beweisen zu diesem Zwecke den Satz: 

Sind die beiden Bedingungen 


1 1 

l*1<Teq,o7? !¥l< Wem 
gleichzeitig erfiilli und ist, wie man auch den positiven Werth a: 
g A] ’ 1 id 


wihlen mag, entweder 


1 
P lz] < | @(a, a)| 
oaer 


1 
IVI < waa? 
so ist die Reihe H(a, y) unbedingt convergent. 
Man kann die Voraussetzungen dieses Satzes auch so aussprechen. 


Ist OP irgend ein im positiven Quadranten verlaufender Strahl, so 
ist auf demselben entweder 


|O(4,H)|-|e\<1 
F(A, eH) | lyl <1; 


oder 


auf der A-Axe ist 
|O(1,0)|-|aj/<1 


|¥O, I)|-ly|<1. 

Da ® und ¥ rationale Functionen sind, so liisst sich der positive 
Quadrant in eine endliche und zwar gerade Anzahl von Winkelriumen 
B,, Qi3 Po, Qe; +++; Pu, Qe So zerlegen, dass $8, an die 4-Axe, OD, 
an die w-Axe angrenzt und dass in jedem Gebiete [3 (die Begrenzung 
immer mit einbegriffen) |(®(4, w)|-|%|< 1, in jedem Gebiete Q 
\W(A, w)|-|y| <1 ist. Wegen der Stetigkeit von ® und ¥ kann 
man auch annehmen, dass die Gebiete $3; und Q; (i= 1,..., m) sich 
theilweise iiberdecken, so dass die jetzige Gebietseintheilung mit der 
am Ende von § 3 eingefiihrten vollstiindig iibereinstimmt. Man kann 
Zahlen «;, 6;, die simmtlich kleiner als 1 sind, so annehmen, dass 
im Gebiete [; 


und auf der w-Axe 


A | 
Al, 
ate | < 4%, 
im Gebiete 9; p 
Aut | q 
| Ai, ly| < B; 
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ist, so lange 4>J1;, uw > m, ist, so dass sich aus dem letzten Satze 
des § 3 die Convergenz der hypergeometrischen Reihe > Am at ye 


fiir das angenommene Werthsystem (z, y) ergiebt. Daim Falle p < p’, 
q<q' die Functionen 0(A, w) und ¥(A, uw) durchweg 0 sind, so sind 
die Voraussetzungen des Satzes fiir jedes Werthsystem (x, y) erfiillt, 
die Reihe H(x, y) ist also unbeschrinkt convergent. Im Falle p < yp’, 
q=q' ist O(A, w) = 0, es ist also an jeder Stelled:u |o|-|z| = 0, 
es braucht nur noch |¥(0, 1)| -|y| < 1 zu sein, so dass also die Reihe 
fiir alle Werthe von x convergirt, wenn nur 


1 
lyl <TWe-DT 


angenommen wird. Im Falle p =p’, g=q' muss vor allem gezeigt 
werden, dass, welchen positiven Werth von 4:m man auch wihlen 
mdge, fiir hinreichend kleine Werthe von |x| und |y| einer der beiden 
Ausdriicke 

|O(A,u)|- |x|, |W(4, @)|-\y| 


kleiner als 1 ist. Zunichst geht aus der Form der Functionen ® und ¥ 


(2,0) = AY [wd + vin)", 
(a, uw) = BY J ua + v0)" 


hervor, dass (A, w) und ¥(A, w) fiir einen positiven Werth von 4:u 
nicht gleichzeitig unendlich werden kéunen. (4, w) kann nur dann 
unendlich werden, wenn u;4 + v,4 = 0, u,; negativ und v; positiv ist, 
dann verschwindet aber ¥(A, uw). Man theilt nun den Quadranten in 
der oben beschriebenen Art in 2” Gebiete B,,Q,; P., Qo; ~~ .3 Puy Da 
und zwar beliebig mit der einzigen Beschriinkung, dass in keinem 
Gebiet $3 (A, w) und in keinem Gebiet Q YW(4, mu) unendlich wird. 
Ist dann » die obere Grenze von | ®(A, w)| in simmtlichen Gebieten ‘}, 
q die obere Grenze von |¥(A, w)| in siimmtlichen Gebieten Q und 
nimmt man 


1 1 
|ul<y> lyl<y 


an, so ist in simmtlichen Gebieten 8 | (A, w)|-|2| <1, in simmt- 
lichen Gebieten Q | ¥(A, w)|-|y| <1, so dass also die Reihe H(z, y) 
fiir die angenommenen Werthe von 2 und y convergirt. Die Reihe 
convergirt also im Falle p= p’, g —q’ fiir hinreichend kleine Werthe 
von « und y; die wirkliche Entwicklung ihres Convergenzbezirks bildet 
den Gegenstand des niichsten Paragraphen. Bis jetzt haben wir 
folgende Resultate: 
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Die Reihe H(x, y) convergirt im Falle p< p', q< q' fiir alle 
Werthe von x und y; im Falle p < p’, q =’, wenn «x beliebig, 


i 
ly| < | ¥(0,1)| ? 
im Falle p=p', ¢ <q’, wenn y beliebig und 
1 


l@| < Tee@rprT3 


auch im Fallep=p,q=¢q ist die Reihe stets fiir hinreichend kleine 
Werthe von |x| und | y| convergent. 


§ 5. 
Geometrische Darstellung des Convergenzbezirks der hypergeometrischen 
Reihen zweier Veranderlichen. 


Da die Convergenz der Potenzreihe zweier Veriinderlichen H(z, y) 
von der Grosse der absoluten Betriige |x|, |y| abhiingt, so ordnen 
wir dem Werthsystem (||, |y!) den Punkt der Ebene mit den recht- 
winkligen Coordinaten (|x|, |y|!) zu; wir haben dann zu untersuchen, 
in welchem Theile des von den positiven Axen gebildeten Quadranten 
die Reihe convergirt, und wir haben namentlich, falls die Reihe itiber- 
haupt, aber nicht im ganzen Quadranten convergirt, die Convergenz- 
grenze aufzusuchen, d. h. die Linie, welche das Gebiet der Convergenz 
vom Gebiete der Divergenz trennt. Sind (&, 7’) und (&", 4") zwei 
Punkte dieser Linie, und ist §” > &, so. muss 7” < 7 sein; denn wire 
auch 4” > 7’, so miisste, weil (&”, y) ein Punkt der Convergenzgrenze 
ist, die Reihe an allen Punkten (|x|, |y|), fiir welche |7|< &", |y| <9” 
ist, also innerhalb des ganzen Rechtecks, welches von den durch den 
Punkt (&”, 7”) zu den Axen gezogenen Parallelen und den Axen selbst 
gebildet wird, convergiren, der Punkt (&', »') wiirde innerhalb dieses 
Rechtecks liegen und kénnte nicht der Convergenzgrenze angehdren. 
Im Falle p < p’, g <q’, wo die Reihe H(z, y) fir alle Werthsysteme 
(x, y) convergirt, ist der Convergenzbezirk durch den ganzen von der 
|w|-Axe und der |y|-Axe gebildeten Quadranten dargestellt. Im Falle 
p<p;d=¢q' existirt eine der |z|-Axe parallele Gerade 


ly|= [ [or 
und im Falle p= p’, g <q’ eine der |y|-Axe parallele Gerade 


|2| = [Jur ? 


so dass im ersten Falle der Convergenzbezirk durch den von der |z|-Axe 
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und der zu ihr parallelen Geraden gebildeten Streifen und im zweiten 
Falle durch den Streifen zwischen der |y|-Axe und der zu dieser 
parallelen Geraden gebildet wird. 

Eine eingehendere Betrachtung erfordert der Fall p = p’, q—q’. 
Die Geraden 


a 1 we 1 
I=Teqor? '¥!= Two 


die wir mit 2% und 8 bezeichnen, bilden mit den Coordinatenaxen 
ein Rechteck, ausserhalb dessen die Reihe nicht convergirt; wir haben 
gesehen, dass weder & noch B ins Unendliche fallen kann, dass also 
der Convergenzbezirk jedenfalls eine endliche Grésse besitzt. Um die 
Bedeutung der weiteren Bedingung, dass fiir keinen positiven Werth 
A:w gleichzeitig 


1 1 
l@l> Tear '¥!l> Tae 


sein darf, besser zu erkennen, untersuchen wir die durch die Glei- 


chungen 
a a 
jo@al? '¥I= ware 


(A:u=0--+- 00) 
dargestellte Curve, die © heissen mége. Es sei ausdriicklich bemerkt, 
dass wir unter der Curve © die Gesammtheit der Werthsysteme 
(||, |y|) verstehen, welche die beiden Gleichungen fiir siimmtliche 
positiven Werthe von 4: (einschl. 0 und co), aber nur fiir positive 
Werthe dieses Verhiiltnisses liefern. Suchen wir zuniichst den Anfangs- 


|x| 


und Endpunkt der Curve (d. h. die zu ‘ = t= 0 und ¢ = oo gehirigen 


Punkte) und ihre unendlich fernen Punkte. Fihrt man fiir ® und ¥ 
die friiher gefundenen Ausdriicke ein, so ist die Curve dargestellt durch 


jel =| J [oud + vay 


t 


ly} =| [Pua + vay 


? 





jel —=| J [wt oer 


lvi=| [Pout ae" 


i 


(t=0---+4 0). 





oder 


? 











Es ist erlaubt, anzunehmen, dass w; und v,; keinen gemeinschaftlichen 
Factor besitzen, da andernfalls derselbe entfernt werden kénnte; falls 
u; = 0 ist, muss also v; = + 1, und wenn v; = 0 ist, u; = + | sein. 

















und fiir t — 00 
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Es sei fiir «’ Werthe des Index i u; = 0, v; = + 1, fiir a” Werthe 
u; = 0, 4; = — 1, ebenso sei fiir 6’ Werthe von i u;— +1, 4, =0 
und fiir 6” Werthe voni u;—= — 1, v1; = 0; setzt man a= a” — a’, 
B = p” — #’, so kénnen e@ und B irgend welche positive und negative 
ganze Zahlen oder auch Null sein. Hiernach ist fiir ¢ = 0 


|jz4|—=a, |y|=a’i+--- 


fl 
jel =v (EP +---, lyl—o, 
wo a, 6, a’, b' von Null verschiedene ganze positive Zahlen sind. Sind 
nun weiter %, V. von Null verschieden und von entgegengesetztem 


Vorzeichen, so gelten, wenn fiir s, Werthe des Index i u; = Ue, 
0; = V, ist und wenn man 


= T, 
a 


setzt, so dass also t, eine positive Zahl bedeutet, Entwicklungen von 
der Form 

Ja) =| Aa(t— te) $+, 

ly] =| Be(t — ta)" +++]; 
falls wu, negativ, v, positiv ist, ist hiernach | | = 0, | y| = oo, wiihrend 
im Falle uw. positiv, v, negativ |w|—oo, |y|—O ist. Aus der 


zwischen | ®| und | ¥ | bestehenden Differentialgleichung geht folgende 
Differentialgleichung zwischen " und | y| hervor: 


ja|- Gel — jy). Sel 
oder 
aly! _ _g tl, 
d\x| |x| 


Hiernach ist, wenn man von ¢=(, 1,,1,,++-, co absieht, fiir alle 
positiven Werthe von ¢ die Richtungsconstante der Curve © negativ, 
d. h. wenn an einer bestimmten Stelle eine der Coordinaten | z| oder 
|y| zunimmt, so nimmt die andere ab. Es ist allerdings méglich, dass 
die Curve bei gewissen positiven Werthen 1,’, t,',... von ¢ Riickkehr- 
punkte besitzt, in deren jedem die Curve aber nur eine einzige Tan- 


gente haben kann, da fiir jeden solchen Werth esi einen einzigen 


bestimmten Werth hat. Wenn dem Parameterwerthe ¢= 1’ ein im 
Endlichen gelegener Riickkehrpunkt entspricht, so besitzen nicht nur 


[Juror |, iyi=|[[uton), 
[] + vt)", [[e + vt)" 


|z|— 














sondern auch 
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beide fiir ¢ = tc’ extreme Werthe; es sind daher 
d ec d = 
Ty (u; + ot)", a [eu + vt)" 


fir = + gleich Null; da aber 
T[ + vt)", T[ + v,t)°% 


fiir positive Werthe von ¢, welche von den schon betrachteten 
0,7, T),* ++ Co verschieden sind, weder Null noch unendlich werden 
kénnen, so miissen die logarithmischen Ableitungen der beiden Producte 
verschwinden, d. h. es muss 


2 ata ~% 
2 ae soa 


sein. Fiihrt man statt ¢ wieder ’ ein und fiigt man die weitere 


Gleichung hinzu, die sich ergeben hitte, wenn man + anstatt £ ein- 





gefiihrt hatte, so sieht man, dass die drei Gleichungen 


> Gita —° 
S witee —% 


me 0 
wifoe 


i 
out 
7 U,A+ 0,0 


fiir jede Stelle (4, w) bestehen miissen, welcher ein im Endlichen ge- 
legener Riickkehrpunkt der Curve © entspricht. Durch diese endlichen 
Riickkehrpunkte, welche den Parameterwerthen ¢ = 1,', t,,... ent- 
sprechen, und durch diejenigen Punkte, die eine unendliche und eine 
verschwindende Coordinate haben, und die ebenfalls Riickkehrpunkte 
sind, wird die Curve © in eine endliche Anzahl von Abschnitten derart 
zerlegt, dass, wenn (&’, ’) und (&”, ”) zwei beliebige Punkte eines 
und desselben Abschnittes sind, entweder 
> en > oder & <8, ay" < 
ist. In jedem der endlichen Riickkehrpunkte hat die Curventangente 
eine von Null und Unendlich verschiedene Richtungsconstante; in dem 
dem Werthe t, entsprechenden unendlichen Riickkehrpunkte ist 
diy! | OG — eee) 4 
im Falle ue positiv, v, negativ, also |z| = oo, |y| = 0 ist dieser Aus- 











U, 


el 


6 


R 


die 
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druck fiir ¢= 1, gleich 0, wahrend er fiir tr, unendlich wird, wenn 
Ua negativ, v, positiv und folglich |7| —0, |y| = oo ist. 

Wir suchen nun die Curve € und die Geraden A, % fiir einige 
einfache hypergeometrische Reihen auf. Bei den vier Appell’schen 






































14) (¥) 
B 
anes 7) i ay 
Fig. 2. Fig 3. 


Reihen F(x, y), F,(x, y), F;(x, y), F(x, y) ist die Curve © bezw. 
dargestellt durch 





|| =1, ly|—=1, 
4 
ltl—ate lvl ge 
A a 
joj = AF", yj ste, 


Le ‘as 2 
lel=Gaz) wl =(F), 
wihrend die Geraden %& und % jedesmal |z|—1, |y| = 1 sind. 
Zeichnet man fiir jede der vier Reihen die Geraden % und % und die 
Curve ©, so ergeben sich die Figuren 2, 3, 4,5, in welcher die Con- 
vergenzbezirke schraffirt sind. 

In keinem Falle kann die Reihe ausserhalb des Quadrats AOBP 
convergent sein, fiir die Reihen F’', und F, bildet dieses Quadrat den 
Convergenzbezirk, da fiir F, die Curve © aus 7 
den Geraden %& und B besteht und fir F, die | 
Curve © ganz in einem Gebiete verliuft, in 
welchem die Reihe sicher divergirt. Weiter »| |P_ _ 
sieht man, dass die Reihe F, nicht ausserhalb 
des Dreiecks AOB und die Reihe F, nicht 
ausserhalb des von © und den Axen begrenzten gy 7) 
Gebiets convergirt und dass in diesen beiden Fig. 5. 

Fallen die Linie © wirklich die Convergenzgrenze bildet. 
Aus der in § 2 eingefiihrten Reihe F(x, y) geht folgende Curve 


© hervor: 
|a| = (A+u)"—" ars, 
ly|=GA+e)"—* ers, 
die Geraden 2% und B sind wieder |x| = 1, |y| =1. Ist 
o—a=ep- pf —_q—_¢ =O, 
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so zerfallt © wie bei F, in die Geraden & und %; falls 
n —n=p—p=—q—q—=—d 
positiv ist, liegt © 


joj —(*F")", wy] = (E*Y’ 





wie bei der Appell’schen Reihe F’, ganz ausserhalb des von den Ge- 
raden |x| = 1, |y| = 1 und den Axen gebildeten Quadrats, wiihrend 
im Falle n — n’ = p — p=—q' —q=—e positiv die Curve € 
a e ' uu e 
l7l=(G45)) lvi=GSz) 
iihnlich wie bei F’, innerhalb des Quadrats OA PB verliuft. In den 
beiden ersten Fiillen bildet eben jenes Quadrat den Convergenzbezirk, 
im letzten Falle stellt die Curve © die Convergenzgrenze dar. Durch 
Elimination von 4: erhilt man fiir © die Gleichung 
4 2 
| x|° + ly|°= 1, 
bei den Appell’schen Reihen F’, und F’, ist bezw. e = 1 und e = 2. 
Mit F(x, y) verwandt ist die Reihe 


&(@, y) = >) Ay sty, 
An = (a,, A-~W) hades (Gn A—) . (a, u—A). bis (an, #—A) 
>< (b;, 4). ~ + (Dp, 4). (by), —A).-. (bp, — A) 
>< (C1, H) ~~» (Cy, H) + (GQ, —B)--- (Cy, — 8), 
bei welcher 
a a (4+ 4—w)-+*(@, 4 — w) (Oy +4) +>: (0, +4) 
1A, w= Gite @ 1 eh) (b,—1—4)---(@, —1—2) ’ 
ap) — De tO Cb Gt) 
9A) 8) = @ Tia) = @,—1-Fi—8) 1a) = 1a) 








und, wenn n+ p—=n' +p, Ww +g—n+q' 
O(A, w) = + (A—p)-* APP, 
¥(A, MH) = + (4— pw) art 
ist, Die Geraden 2% und % sind wie friiher 
’ . |e|=1, \y|=1, 
die Curve © ist 
|| —=|A— wp —nar—e, 


ly| = [4 — wpm wre, 
Im Falle dass 


n—n =p —p=q—q'=e 
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positiv ist, wird die Curve € 


hy (la—wly 
lei—(4-), Iwi (FX, 

durch Figur 6 dargestellt. 
Fir*+—0 ist |x|—0, |y|/—1, 


=1 » |&|= oo, |y|=9, 


e\|> F|> 


” co , |#|=1, |y| =o: 
Die Curve © besteht hiernach aus zwei Zweigen, deren erster den 


Werthen = = (0...1, deren zweiter den Werthen i= 1 - - - co ent- 


spricht ; der den Werthen i= O.- = entsprechende Theil BC des 


ersten Zweiges liegt innerhalb des Quadrats OABP; aus den oben auf- 
gestellten Bedingungen fiir die Convergenz folgt, dass das schraffirte 
Gebiet OACB den Convergenzbezirk der Reihe 


(¥7 (Y) 











Fig. 6. Fig. 7. 


¥ (a, y) bildet. Die Gleichung des ganzen ersten Zweiges erhiilt man, 
indem man A: mw aus 


1 1 
3 a @  w—a 
jefe, lylt= tet 
eliminirt, in der Form 
1 
1 — 
+ -l2\"=1; 
lyl¢ 


die Reihe ¥(z, y) kann nicht convergiren, wenn 


1 





1 
~—lele<t, lyl<] 
lyle 
ist. Ist ; 
n—n=p—p=—q—q=d 
positiv, so tritt an Stelle der eben betrachteten Curve die folgende: 


i— d d 
joj (ely, lvl =(a4s7) , 
deren Verlauf durch Fig. 7 dargestellt wird. — Fiir die Reihe 
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Hi, («, y) => (a, A+ @) (a, A—2 m4) (a), w— 2A) ary 
Au 


ist die Curve © 


_ —@a—py 
\@1= ja en|-@+e)? 
(A — 2)? 





ly = Tea —aT- Fa)? 
die Geraden % und % sind 
|a|=4 und |y|—4. 
1 
> 
1 1 — = 
systeme G, 4), (0, 20), (co, 9), (4, >) die Curve © (Fig. 8) besteht 


(Y) 


Fiir ~=0, 2, oo erhilt man fiir (|7|, |y]|) die Werth- 


eg, ° 1 
aus drei Zweigen; der erste, der von & . 4) nach 





(0, co), und der dritte, der von (oo, 0) nach 





(4, >) geht, verlaufen ausserhalb des von den 


Linien %{, B und den Coordinatenaxen gebildeten 
Quadrats. Die aus den Geradenstiicken AC, BD und 
dem Curvenstiick CD zusammengesetzte Linie stellt 
die Convergenzgrenze der Reihe dar. — Die Reihe 


H, (x, y) = >) (a, 24—w) (b, —2 4-2) (c, — 4) (a, —w)a*y" 
Au 





liefert die Curve © 


an 2: |2—20| an &:192—e| 
und die Geraden %, B 
1 1 
Izl—t,  lyl=t- 


a, & 1 , . 
Fiir =, 5, 2, ergeben sich die Curvenpunkte (0, + ; 


Y (co, 0), (0, 00), GC, 0); die Curve besteht aus 
a drei Zweigen, von denen zwei durch das von den 
*) ae Geraden &%, B und den Coordinatenaxen gebildete 


Quadrat gehen. Die beiden Curvenstiicke AE, 
BE (Fig. 9) grevzen ein Flichenstiick (in der 








_ez. Figur schraffirt) ab, welches den Convergenz- 
_ bezirk der Reihe bildet. 
Um auch den Fall, wo ein Riickkehrpunkt auftritt, zu illustriren, 
betrachten wir schliesslich noch die Reihe 











a. | 


_. a 


QancskiDoD—- = «4 














Convergenz hypergeometrischer Reihen. 


K (0, y) =>) Aauaty", 
Au 


Ajy = 4-"(a, 24 — pw) (b, A— 2p) 
>< (c, —A) (¢, —A), (c’, —A) 
>< (d, &) (d’, w), (@", w), 
aus welcher die Curve © 


a lyj— (2u—a)?-|w—2a| 
@i—eF-fa—eey? =| ip 





|e| = 


hervorgeht; die Geraden &%, B sind |w|—1, |y|—1. Setzt man 
fiir 4: der Reihe nach 0, > 2,00, so erhilt man die Curvenpunkte 
(0,1), (co, 1), (00,0), (1,00). Versucht man hiernach die Curve 
1 
2 
Werthe von + ein Riickkehrpunkt entsprechen muss, dieser Werth 


aufzuzeichnen, so sieht man, dass einem zwischen = und 2 liegenden 


A: geniigt nach dem Obigen den Gleichungen 





4 1 3 
“a? 1—2Qy -— owe, 
2 2 

i= — aw 
1 4 3 
up + ae te 


welche die gemeinsame Wurzel 4: ¢ = 1: 1 liefern, welcher der Riick- 
kehrpunkt (|x| =4, |y|= +) zugehort. /Y/ 


Die Gestalt der Curve wird durch Fig. 10 
angedeutet. Die Reihe K(az, y) convergirt 
iiberall innerhalb, aber nirgends ausserhalb 
des Gebiets OACB. 

In allen behandelten Beispielen liess 
sich aus Theilen der Curve © und der Ge- 
raden % und B eine Linie zusammensetzen, 
welche den Quadranten in einen endlichen Fig. 10. 
und in einen unendlich grossen Theil so zerlegte, dass die Reihe im ersteren 
convergirte, im letzteren divergirte. Dass in allen Fiillen in ahnlicher 
Weise eine solche Linie gebildet werden kann und dass diese Linie die 
Convergenzgrenze darstellt, ergiebt sich in folgender Weise. Dass eine 
solche Linie existirt, folgt schon daraus, dass die Reihe fiir hinreichend 
kleine Werthe von || und |y|, aber nicht unbeschrinkt convergirt. 
Die Convergenzgrenze ist die Gesammtheit derjenigen Werthsysteme 
(&, ), welche so beschaffen sind, dass die Reihe fiir |z| < &, |y| <4 
convergirt, wahrend sie divergirt, wenn |x| > & oder |y| > 1 ist. 
37 
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Wenn die Stelle (|z|, |y|) an der Grenze des Convergenzbezirks liegt, 
so liegt sie entweder auf der Geraden &, der Geraden % oder der 
Curve ©. Denn liegt ein Punkt (|x|, |y|) auf keiner dieser Linien, 
so liegt er entweder innerhalb oder ausserhalb des von den Geraden 
M, B und den Coordinatenaxen gebildeten Rechtecks; liegt (|x|, | y|) 
ausserhalb, so divergirt die Reihe sowohl an dieser Stelle als auch an 
allen benachbarten Stellen, die Stelle (|7|, |y!) kann also nicht der 
Convergenzgrenze angehdren. Liegt die Stelle (||, |y|) zwar inner- 
halb dieses Rechtecks, aber nicht auf der Curve ©, so sind folgende 
Méglichkeiten vorhanden: 1) es ist fiir einen positiven Werth 4: wu 

||. Ja) >1,  |¥.lyl > 1; 
dann ist die Reihe nicht nur an der Stelle (|x|, |y|), sondern auch an 
allen benachbarten Stellen divergent; 2) es ist fiir einen Werth von 
Azu 

[>]. |vj—=1, |¥|.ly|>1 

||. |x| >1, |¥|. ly| =—1, 
so ist fiir einen benachbarten Werth von 4: u 

|>|.|zJ>1, |¥]-lyl>1, 
und wir sind auf den ersten Fall zuriickgefiihrt; 3) nach Ausschluss 
dieser beiden Fille bleibt, wenn (||, |y|) nicht auf der Curve © liegt, 
nur noch die Méglichkeit, dass fiir jeden positiven Werth von 4: wu 
entweder 


oder 


||. |al) <1 


IF]. ly| <2; 

dann gilt dasselbe nicht bloss an der Stelle (|x|, |y|), sondern auch 
an allen benachbarten Stellen; die Reihe convergirt desshalb fiir 
(|z|, |y|) und fiir alle benachbarten Punkte, so dass (|x|, |y|) nicht 
der Convergenzgrenze angehéren kann. Da hiermit das Vorhandensein 
einer aus Theilen der Linien U, B, © bestehenden Convergenzgrenze 
nachgewiesen ist, ist es auch leicht, dieselbe zu finden, nachdem diese 
drei Linien aufgezeichnet sind. Man geht auf derjenigen Linie, welche 
die |z|-Axe am niichsten beim Coordinatenanfang trifft, fort; jedesmal 
wenn man an eine Stelle kommt, von welcher mehrere Linienstiicke 
ausgehen, geht man auf demjenigen, dessen Anfangsrichtung die 
|y|-Axe am nichsten beim Coordinatenanfang treffen wiirde, nach der 
|y|-Axe zu weiter, bis man schliesslich zur |y|-Axe selbst gelangt. 
Die Gesammtheit der so beschriebenen Linienstiicke bildet die Con- 
vergenzgrenze. Ob auf der Convergenzgrenze selbst die Reihe con- 
vergirt oder divergirt, lasst sich mit unseren Hilfsmitteln nicht ent- 
scheiden. 


oder 
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g 6. 


Die Differentialgleichungensysteme der hypergeometrischen Reihen 
zweier Veranderlichen. 


Da die hypergeometrische Reihe H (x, y), wie im Vorhergehenden 
gezeigt wurde, in manchen Fiillen einen beschrinkten Convergenz- 
bezirk besitzt, so bietet sich die Aufgabe dar, die durch Fortsetzung 
der hypergeometrischen Reihen entstehenden analytischen Functionen 
zu untersuchen, welche hypergeometrische Functionen genannt werden 
mégen. Wir wollen nicht auf eine nahere Untersuchung der hyper- 
geometrischen Functionen eingehen; es mdge nur eine Frage gelést 
werden, welche mit der im Bisherigen ausgefiihrten Bestimmung der 
Convergenzgrenze der hypergeometrischen Reihen in engem Zusammen- 
hange steht. Dass die hypergeometrischen Reihen unter Umstiinden 
eine im Endlichen gelegene Convergenzgrenze haben, hat seinen Grund 
darin, dass die hypergeometrischen Functionen singulire Stellen be- 
sitzen , tiber die hinaus sich der Convergenzbezirk der entsprechenden 
hypergeometrischen Reihen nicht erstrecken kann. Wir wollen nun 
diejenigen singulairen Gebilde (wegen dieses Ausdrucks vgl. die Arbeiten 
des Verf. Act. Math. Bd. 12 und Math. Ann. Bd. 33) der hypergeo- 
metrischen Functionen zu ermitteln suchen, durch welche jene Be- 
grenzung des Convergenzbezirks der Reihen bedingt wird. 

Jede hypergeometrische Reihe H(x, y) geniigt einem System linearer 
Differentialgleichungen, welches in folgender Weise ermittelt wird. 
Wir machen immer die Voraussetzung; dass im Nenner der rationalen 
Function f(A, w) der Factor 1 + 4, im Nenner von g(A, w) der Factor 
1-+ wu enihaiten sei; sind diese Factoren nicht von vornherein vor- 
handen, so fiigen wir sie im Zahler und Nenner der betretfenden 
rationalen Functionen zu, wodurch der Grad von Zihler und Nenner 
um 1 erhéht, im iibrigen aber an den hier gefiihrten Entwicklungen 
nichts geiindert wird. 

Kiinftig denken wir uns die Zahlen p, p’, q, q’ immer erst nach 
Hinzufiigung der Factoren 1 + 4, 1 + w bestimmt. 

Sucht man dem sebiitoeanianne 4 


Govrt— tor Oeeg 25 raf = G 


Sovey— ryeyy Be =o, 


zu welchem man durch Verallgemeinerung der von Herrn Goursat fiir 

die hdheren hypergeometrischen Reihen einer Verinderlichen auf- 

gestellten Differentialgleichung (Ann. de I’Ec. Norm. 1883) gelangt — 

es ist hierin ayg—= 0 und 6,» = 0 anzunehmen — durch eine Potenzreihe 
37* 
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Z = >A ae yl 


zu geniigen, so erhilt man durch Einsetzung von 


at 
goye TFs Sta, o] fu, 6) Ara a*y", 
da dy? 6 











ee a 
"9g pxa See [A+ 1, a] lu, B] Ajy% y", 
“ 
ae yb pee “~¢ [4, @] (w+, B) Ary a*y" 
ax dy? 7 


in die Differentialgleichungen und durch Nullsetzung des Coefficienten 
von 2 y auf der linken Seite der Differentialgleichungen die folgenden 
Recursionsformeln fiir die Coefficienten A,, 


ae (4, a] [u, 6) 
Aatiyn a : 


Ayn S'a,g(4+1, e}[u, 8)’ 
ap 


> Mag {4s «] (a, 8) 
~~ eae: eee 
A, a Veal «) (w-+1, 6)’ 
wobei die Bezeichnung: 
[a, m] = a(a—l1)...(a—m-+1); [a,0] =—1 
angewandt ist. Sind die Zahlen dag, Gas, bag, bag 80 beschaffen, dass 
die beiden Recursionsformeln mit einander vereinbar sind, so wird dem 


angeschriebenen Differentialgleichungensystem formell durch eine hyper- 
geometrische Reihe geniigt, da sich 





Artin Aa ut 
’ 
tay Aa, 


als rationale Functionen von 4, u ergeben, in deren Nenner bezw. die 


Factoren 1+ 4, 1-+ wm enthalten sind. Da ajg=—0, bao = 0 ist, 
kann man niamlich schreiben: 


Dees A+1, @}le, B) = (14a) Saag (a, «—1] [w, BI, 
ap ap 


ves [A, @] [w+ 1, 6] = (1+ a) See lA, | [w, B—1). 
ap ap 


Ist dag = 0, sobald a+ 6 >p, dep = 0, sobalda+f> yp, bas == 9, 
sobald «+6 >4q, big =0, sobald a + 6 > q’ ist, so sind die 
beiden rationalen Functionen 
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im Zihler von den Graden p und g, im Nenner von den Graden 
p und q’. Damit die sich ergebende Reihe convergirt, muss p < p’, 
q <q angenommen werden. 
Ist nun eine hypergeometrische Reihe H(z, y) gegeben, bezeichnet 

man wie friiher 

A A 

7: = f(A, 4); a = 9(A, uw) 
und nimmt man an, dass im Nenner von f(a, m) bez. g(A, w) der 
Factor 1 + 4 bezw. 1 -+ w enthalten sei, so kaun man die Coefficien- 
ten des Differentialgleichungensystems so bestimmen, dass demselben 
durch die gegebene Reihe geniigt wird. Zu dem Zwecke muss, wenn 
man 





: F(a, Gi, 
; , f(a, &) = Pats ? g(a, #) ™= ra ‘) 
setzt , 
> taal, a] [u, B] = F(A, u), 
ap 
bas lt, «| [u, B| = G(4, 4), 
ap 


' F'(a 
DI ast, <1) (a, BI =A, 
ap 


Drea, a] (a, B—1] — SE 
7 


sein. Entwickelt man z. B. 


Drees lA, ee [eB 


ap 
nach Potenzen von A, w, so dass es in der Form 


De Aeue 
eo 


erscheint, so ergiebt die Ausrechnung kyo als lineare homogene Func- 
tion mit ganzzahligen Coefficienten derjenigen as, fiir welche « > @, 
B>« ist. Berechnet man aus den so entstehenden linearen Glei- 
chungen die a,g, so erhilt man a, als lineare homogene Function 
mit ganzzahligen Coefficienten derjenigen k,,, fiir welche g>a, o>8 
ist. Denkt man sich unter kg, die Coefficienten der ganzen Function 
F(A, w), so sieht man, dass, wenn ¢ = H(a, y) dem Differentialglei- 
chungensystem gentigt, sich die a; linear und homogen mit ganz- 
zahligen Coefficienten durch die Coefficienten von F(A, w) ausdriicken 
lassen; in dihnlicher Weise erkenut man, dass die bag durch die Coef- 
ficienten von G(A, mw), die ad.g durch die Coefficienten von F(A, mu), 
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die big durch die Coefficienten von G’(A, w) linear und homogen aus- 
driickbar sind. Da, wenn die Reihe H(z, y) convergirt, p' >p, 
q' >q sein muss, so ist die erste Differentialgleichung vom Grade p’, 
die zweite vom Grade q’. Da die durch Fortsetzung der hypergeo- 
metrischen Reihe H(z, y) entstehende analytische Function diesem 
Differentialgleichungensystem geniigt, so miissen die oben erwihnten 
singuliren Gebilde der hypergeometrischen Function unter den singu- 
laren Gebilden des Differentialgleichungensystems enthalten sein. Nach 
dem in der Note des Verfassers ,,iiber die singuliren Stellen der Integrale 
einer linearen partiellen Differentialgleichung“ (Math. Ann. Bd. 33) 
bewiesenen Satze muss jedes singuliire Gebilde ~(x, y) =O eines 
gemeinsamen Integrals der beiden Differentialgleichungen 


grte 
a Sg pyF 9 (@+8SP), 


ap 
nats 
Bap 7 = 0 < 
Di Bo tose 


den Bedingungen 


> 4a (S%) =0 


a+p=p 


P Bas (3*)" a 0 


a-+-p=q 


od. w 


geniigen. 
Da im Falle p < p’, gq <q’ die Reihe H(z, y) unbeschrankt con- 
vergirt, so sind die drei Faille 
1) p=p,q<q 
2) p<pia=—q3; 
3) p=P, a= 
zu betrachten. Wir werden uns auf den dritten, der das meiste 
Interesse bietet, beschriinken, die beiden ersten wiirden fdhnlich zu 


behandeln sein. Die singulire Curve w(x, y) =O geniigt, wenn p=p’, 
q=q' ist, den Bedingungen 


De — don 99 (58 = 


a-+fp=p 
> (bape y? —_— Dag x* yo) (2) (3y= f 
a-+fB=¢ 
die wegen 


mod. yw, 


> tap h* pw? = P(A, uw), 
a+3=p 




















6s 
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> bas Apt = O(A, 1), 


atp=4 
> Mes Att = P'(d, w), 
a+3=p 
D> Yas tet = QA, w) 
j a+3=9 
in der Form 
P(« aa? Yo ow) SP (ee ,y @)=0 


mod. w 


oe 8%, 2%) 19 (08 ey S)= = 0 


oder, wenn man unter (x, y) eine Stelle der Curve p(x, y) =O ver- 
steht, in der Form 


P(ady, —ydz) —— P'(xdy, —ydz) =0, 


Q(wdy, —ydx) — 7 Q (wdy, —yda) = 0 


geschrieben werden kénnen. 
Dieselben werden zuniichst befriedigt durch «=O und durch 
y = 0; dann durch 
P’(1, 0) 
~ Pi, 0)? 
falls Q(1, 0) = 0, Q’(1, 0) = 0 ist, d. h. falls Q(A, w) den Factor w 


enthalt, und durch 
QU, 0) 0) 
y= "Qt, 0)? 


falls P(A, w) durch 4 theilbar ist. 
Ferner kann, wenn P(A, uw), P’(A, uw), Q(da, w), Q'(A, w) einen 

Factor u,4 + v;4 gemein haben (d. h. wenn neben dem Werthsystem 
(u;, v;), WO %;, ¥; beide als von Null verschieden vorausgesetzt werden, 
auch (— u,, —;) unter den Constanten der Reihe vorkommt) durch 

ucdy — vydz = 0 
eine singulire Curve bestimmt werden, die von der Form 

ax’ + by“ =0 

sein muss. Alle singuliren Curven, die fernerhin noch vorhanden 
sein kénnen, sind in der Form 
P' (ady, — yda) 
P(ady,—ydz)’ 
y = 2 (@dy, — yaa) 

' Y(ady, —ydzx) 
darstellbar und daher auch in der Form 


C= 
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P’(i, - 
inane PL ® =[ [i+ iW) ™" 
(a, ie 
y= Ga aL Yew ow 
enthalten, wenn fiir 4: alle méglichen reellen und complexen Werthe 


zugelassen werden. Setzt man £ =t, so nehmen die beiden Glei- 
chungen die Form 

r=Q(t), y= v(f) 
an, wo g(t), v(t) rationale Functionen von ¢ sind. Wegen der Differen- 
tialgleichung 

xdy = — tydz, 

die aus der bekannten Relation zwischen ® und Y hervorgeht, miissen 
%, y entweder beide von ¢ abhiingig oder beide von ¢ unabhiingig sein. 
Im letzteren Falle hat man ausser den friiher mit Y% und % bezeichneten 
Geraden keine weitere Curve ©; der Convergenzbezirk der Reihe H(z, y) 
ist das von den Geraden %, B und den Coordinatenaxen |x| — 0, 
|y| =O bestimmte Rechteck, Es ist nux isicht zu sehen, dass 
P’(1, 0 “(1, 0) 
Pus = Y= Ou9) 
wirklich singulare Linien sind. Denn versteht man unter » irgend eine 
Grosse so, dass |y| < |b| ist, so hat H(x,y) als Potenzreihe von z 
betrachtet die Convergenzgrenze |x| = |a| und auf derselben eine 
singulire Stelle, die keine andere als 2—a sein kann. So ersieht 
man, dass =a und y=b die singuliren Linien der hypergeo- 
metrischen Function sind, welche die Convergenzgrenze der Reihe 
H(a, y) bedingen. Sind g(¢) und y(t) beide von ¢ abhingig, so 
wird durch 


C= 








zr=g(t), y= v(t) 
eine irreductible algebraische Curve vom Geschlecht 0 dargestellt. Es 
sind hier wieder zwei Fille zu unterscheiden: entweder liegt die Curve © 
iz] = |p|, yl = |v 
ganz oder theilweise innerhalb des von den friiher mit U, B bezeich- 
neten Geraden und den Coordinatenaxen |x| = 0, |y| = 0 gebildeten 
Rechtecks oder ganz ausserhalb desselben, Im zweiten Falle bilden 
eben die Geraden Y& und BY die Convergenzgrenze, man erkennt, wie 


oben, dass 
c= [Ju y= [[u 


t 


die beiden auf der Convergenzgrenze liegenden singuliren Linien sind. 
Liegt die Curve © ganz oder theilweise innerhalb des Rechtecks, so 
sei t ein reeller positiver Werth von ¢, welchem ein auf der Con- 











a 


as. caik a. 
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vergenzgrenze gelegener Punkt (|&|, | 4|) der Curve © entspricht. Die 
Potenzreihe von 2, H(x,), hat die Convergenzgrenze |x| = |g(r)|; 
die Reihe H(z, y) muss deshalb eine singuliire Stelle z—a, c=—b 
so haben, dass |a| = |9(r)| = + (2), b= ¥(t), und auch so, dass 
a = y(t), |b] = + v(t) ist. Die so sich ergebenden singuliren 
Stellen kénnen auf keinem anderen singuliren Gebilde als z = g(é), 
y= Y(t) liegen. Fiir den Fall, dass Theile der Geraden 2% und 8 
auf der Convergenzgrenze liegen, sind auch 


C_= [um und y= [[ 


singulire Gebilde. 
Somit entsprechen den Geraden XU und B 


l= (Pfu, wi=|P Jom 


und der Curve © 
jel —= J Piwatour’,  lyl= PP lua + vei 
(A: reell positiv) 


t= [um y= []o 


t= [T (wA+ ou)", y= IT (uA ++ vem)“ 


in der Weise, dass, wenn ein Theil einer der ersteren Linien auf der 
Convergenzgrenze der hypergeometrischen Reihe liegt, das entsprechende 
Gebilde ein singuldres Gebilde der hypergeometrischen Function darstellt. 

Auf diejenigen singuliiren Gebilde der hypergeometrischen Function, 
welche nicht mit der Convergenzgrenze der Reihe H(z, y) in Zusammen- 
hang stehen, gehen wir nicht ein. 

Zur Fortsetzung der hier begonnenen Untersuchungsrichtung diirfte 
sich zunichst die Behandlung der Differentialgleichungensysteme der- 
jenigen hypergeometrischen Reihen empfehlen, fiir welche p — 2, 
q=2, p =2, q =—2 ist. Alle zu dieser Categorie gehérigen hyper- 
geometrischen Reihen sind, wenn man von den beiden Reihen 


> GA, w) + ay, 


Au 





die Gebilde 


und 


(wo &(A, #) eine ganze Function zweiten Grades von A, uw bedeutet), und 


ai+bu+e 
2 @ittvet+o"y 


“ 
absieht, in der Form 
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2 {TT uA + ne) at yl 


Au i 

enthalten. Da aber, damit die Ordnung der Differentialgleichungen 
nicht grésser als 2 wird, der Nenner von A,, die Factoren (1, 4) (1, #) 
enthalten muss, wie wir am Anfang dieses Paragraphen gesehen haben, 
so kommen hier ausser den vier von Herrn Appell eingefiihrten Reihen 


noch folgende in Betracht: 
1) die drei Reihen 


, 24—p) (b, Qu — A 
G,(@, aes © aie 2 at ys, 


& 
(a, 4+) (b, 4A—-p) (c, w— a) 
Gx(en— >} (1,4) Cy a) ay", 


du 
(a, a) (a’, u) (6, 4— pw) (ce, w—A) 
G3(@, 9) = > (i, 4) (ya) ay", 
“ 











welche einen symmetrischen Charakter in Bezug auf x und y tragen, 
2) sieben unsymmetrische Reihen von der Art der folgenden: 


mn (a, 24 —p) (b,u — 2) 
ue, ¥) a Pais A) qi, u) (c, 4) (¢, #) oy. 
“ 


Aus jeder dieser 7 Reihen kann man durch Vertauschung von z und y, 
sowie von A und » eine neue Reihe ableiten, die wir aber nicht als 
wesentlich verschieden von der urspriinglichen ansehen. 

Die Gesammtzahl der Reihen von der Charakteristik (p = 2, 
q=2, p =2, g =2), deren Differentialgleichungen von der Ord- 
nung 2 sind, ist hiernach gleich 14. 





§ 7. 
Ueber die Convergenz der hypergeometrischen Reihen dreier 
Veranderlichen. 


Die bisher iiber die hypergeometrischen Reihen zweier Verinder- 
lichen abgeleiteten Resultate lassen sich auf hypergeometrische Reihen 
mit einer beliebigen Anzahl von Verinderlichen ausdehnen, wenn man 
eine Potenzreihe von » Variablen 


(a, - ++, %n) = Ps pw t xh tee an 
(2) 


dann eine hypergeometrische Reihe nennt, wenn die » Quotienten 


a a 





hi(ai, ++ +) An) = (¢=1,--+, mn) 


Aa, sn 








wa &b fs. &, 


Bo Ors ae Oe NS oem ee 








Sle ett, ISH 


A 
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rationale Functionen von 4,,---, 4, sind. Wie sich die bisherigen 
Siitze verallgemeinern lassen, ist schon im Falle » = 3 hinreichend 
zu erkennen, welcher iiberdies mit Hilfe der geometrischen Darstellung 
leichter zu behandeln ist als der allgemeine Fall. Indessen sollen die 
auf hypergeometrische Reihen dreier Verinderlichen beziiglichen Ent- 
wicklungen mehr angedeutet als durchgefiihrt werden. 


Will man die in § 3 fiir zweifach unendliche Reihen > Vay be- 
Au 


wiesenen Siitze auf dreifach unendliche Reihen 


> Uauy (4,4, ¥=9, 1, - ++, 00) 

aur 
ausdehnen, so ist es zweckmiissig, sich die dreifach unendliche Reihe 
so im Raume angeschrieben zu denken, dass dem Raumpunkte mit 
den rechtwinkligen Coordinaten (4, u, v) das Reihenglied U,,, ent- 
spricht, so dass also der von den positiven Coordinatenaxen gebildete 
Raumoctant mit Gliedern der Reihe angefiillt ist, Denkt man sich in 
diesem Octanten durch den Coordinatenanfang O einen Strahl OP 
gezogen und denselben durch eine Kegelfliche mit dem Scheitel O 
umhiillt, so divergirt die Reihe 


> | Tans, 


aur 
wenn im Innern dieser Kegelfliiche gleichzeitig 


Ui, My MPL 
auy 


U, w+,» 
auy 


Tits, u, ¥ 
Auy 


> 1, > t, >1 




















ist, sobald 4>1, w>m, v > ist. Man kann nimlich dann aus 
der dreifach unendlichen Reihe eine im Innern jenes Kegels gelegene 
einfach unendliche Reihe so aussondern, dass der Quotient zweier auf 
einander folgenden Glieder dem absoluten Betrage nach grésser als 1 ist. 

Um nun hinreichende Bedingungen fiir die Convergenz dreifach 
unendlicher Reihen, wie wir sie nachher fiir die hypergeometrischen 
Reihen brauchen, aufstellen zu kéunen, haben wir den positiven 
Raumoctanten durch Kegelfliichen mit dem Scheitel O in Theilgebiete 
zu zerlegen. Um uns derartige Zerlegungen leicht verdeutlichen zu 
kénnen, betrachten wir den Schnitt unserer riumlichen Figur mit 
einer Ebene, welche die positiven Theile der drei Coordinatenaxen 
schneidet. Dann entspricht dem Raumoctanten ein Dreieck, jedem 
durch O gehenden im positiven Raumoctanten verlaufenden Strahl ein 
Punkt im Innern dieses Dreiecks, jeder durch O gehenden Ebene eine 
Gerade und jeder Kegelfliche mit dem Scheitel O eine Curve. Wir 
bezeichnen im Folgenden die riumlichen Gebilde und ihre Schnitte 
mit der Ebene der Zeichnung mit den niimlichen Buchstaben. 


a 











588 | J. Horn. 


Wir ziehen (Fig. 11) — indem wir unter Strahl immer eine 
durch den Coordinatenanfang O gehende Gerade verstehen — im 
Innern des positiven Octanten die Strahlen 
{, m, mt, in den drei Coordinatenebenen die 
Strahlen f’, f’; 9, 9°; §, ” und betrachten 
die drei Raumgebiete 


PAg um" a, Awhtnf’e), 


# 











R(v fi ml gv). 
- ’ \ — Le Die Gebiete Q und % haben ein Gebiet §, 
¢ 86 R und PB ein Gebiet G, P und Q ein 


Gebiet § und die drei Gebiete F, G, H 
ihrerseits wieder ein Gebiet ® gemein. Ist nun im Gebiet 











Uy44, “,¥ 
“Te | <a (@<), 
im Gebiet Q 
U,, +1, ¥ 
ee <6 (<1), 
im Gebiet XR 
U,, uy V1 
Fypertt | ey <1), 








sobald 4>1, hw >m, v > ist, so convergirt die Reihe 


2 | Uiur|- 


auy 
Man beweist zuerst unter Benutzung der drei Ungleichungen, die 
im Gebiete & gleichzeitig bestehen, die Endlichkeit der auf § beziig- 


lichen Summe Ds \Uau»|, dann unter Benutzung der zweiten und 
dritten Ungleichung, die im Gebiete § zugleich bestehen, die End- 
lichkeit der auf ¥ beziiglichen Summe > | Tins! u.s.w. Aus der 


Endlichkeit der Summe der in G und § gelegenen Glieder | Uj,,| und 
der in $3 geltenden ersten Ungleichung ergiebt sich, dass die Summe 
aller in $ gelegenen Glieder | U;z,,| einen endlichen Werth hat. 

Wir denken uns jetzt eine complicirtere Gebietseintheilung §§,,..., Bp; 
Qyr + + Qe; Ty, .. 5 R-, wobet an die wv- Ebene nur Gebiete Q und KR, 
an die vi-Ebene nur Gebiete R und $B, an die Aw- Ebene nur Ge- 
biete J3 wnd QD anstossen, wo die A4-Axe einem Gebiete 3, die u- Axe 
emem Gebiete Q, die v-Axe einem Gebiete KN angehirt; die Be- 
grenzungen der Gebiete brauchen nicht durch O gehende Ebenen, 
sondern kénnen irgend welche Kegelfliichen mit dem Scheitel O sein. 











ri ft Tt v= - . 











Rn ee Se 


SS) EAT ate. 
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Zwei benachbarte Gebiete sollen nicht in einer Fliche an ein- 
ander angrenzen, sondern lings derselben einen Raumtheil gemein 
haben (ahnlich wie in dem vorhin betrachteten speciellen Falle Fig. 11); 
drei in einem Strahle zusammentreffende Gebiete sollen ebenfalls lings 
desselben einen Raum (wie in Fig. 11 die Gebiete $8, OQ, R den 
Raum §) gemeinschaftlich haben. Figur 12 giebt den Schnitt eines 
so getheilten Raumes mit einer Ebene an; die nicht punktirten Linien 
im Innern des Dreiecks sollen die Flichan vorstellen, welche den je 
zwei benachbarten Raumgebieten gemeinsamen Raumtheilen in der 
Schnittfigur entsprechen. Es gilt nun der Satz: 


Ist in stimmtlichen Gebieten ¥ 


Dy, v 
_ hg <a (a < 1), 
in simmtlichen Gebieten Q 
U,, +1,¥ 
— <B (B<)), 


in siimmitichen Gebieten KN 








Uinn |<? <<), 


sobald 4, uw, v gewisse Grenzen tibersteigen, so ist die Reihe — 


> | Uapel: 


convergent. ape 

Zum Beweis des Satzes unter Zugrundlegung der in Fig. 12 an- 
gedeuteten Gebietseintheilung kann man folgenden Gang einschlagen: 
man beweist zuniichst die Endlichkeit der 
Summe derjenigen Glieder | U2,,|, welche 
in dem den Strahl f umgebenden Raume 3 : 
liegen, dann ergiebt sich dasselbe fiir die 7 t/\y 
Reihenglieder, welche lings der drei von f ages) F 
ausgehenden Ebenen ff, fh’, ff” ausge- R pa 
breitet sind; nun ergiebt sich auch, dass ” § — 
simmtliche in den Riumen fh’ h(t” t ({ liegt eo 
mit ” und 4 in einer Geraden), ffuwh'f und tfygt't gelegenen 
Glieder |U,,,| eine endliche Summe besitzen. Dann beweist man 
nach einander, dass die Reihenglieder eine endliche Summe besitzen, 
welche liegen lings der Ebene fh", in den Gebieten h” h’ ph” ” 
und h” h’” }””’ {h", weiter in der Umgebung von f’ und infolge dessen 
lings der Ebenen f’f”, f’§, fg und schliesslich auch in den Riumen 
OQ’, P und f’ gv" g. 


te 
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Da die genaue Auseinandersetzung viel Raum beanspruchen, aber 
wenig Interesse bieten wiirde, so wollen wir uns auf die soeben ge- 
machten Andeutungen beschriinken. In ganz derselben Weise, wie 
aus den Siitzen des § 3 diejenigen von § 4, ergeben sich aus den eben 
angegebenen Siitzen tiber dreifach unendliche Reihen Satze tiber hyper- 
geometrische Reihen dreier Veriinderlichen, denen die in § 2 ein- 
gefiihrten Bezeichnungen zu Grunde gelegt werden. 

Wenn die hypergeometrische Reihe H(z, y, 2) fiir ein Werth- 
system (a, y, ¢) convergirt, so convergiren auch die Reihen H(z, 0, 0), 
H(0,y,9), H(0,9, 2) und H(O,y, 2), H(x, 0,2), H(z, y, 9). 

Die Betrachtung der hypergeometrischen Reihen einer V eriinderlichen 


H(2, 0, Q) -> Ajoo2'*, 
a 

A(0, y, 0) <= Py Aonoy"; 
“ 


H(0,0, 2) = a Ago» 2” 


ergiebt, dass, wenn eine der drei Ungleichungen 
1 1 1 
ll>Teaoo 'l> wero I> Wen 

besteht, die Reihe H(x,y,2) divergirt. Man erkennt ahnlich wie 
oben, dass (1, 0,0) im Falle p < p’ verschwindet, im Falle p > p’ 
unendlich und im Falle p =p’ endlich und von Null verschieden ist; 
das Analoge gilt fiir ¥(0,1,0) und X(0,0,1). Im Falle p>p’ 
kann hiernach die Reihe ausser fiir 2 = 0 nicht convergiren, im Falle 
p =p divergirt sie sicher, wenn |x| eine gewisse Grenze iibersteigt, 
wahrend sich im Falle p < p’ aus dem Bisherigen keine Beschriinkung 
fiir |x| ergiebt. Zu weiteren Bedingungen fiihrt die Betrachtung der 
drei hypergeometrischen Reihen zweier Veriinderlichen 


HO, 9,8) = >) Aor y" 
“uy 

H(z, 0,2z)= a Ajor x 8”, 
av 


H(z, y,0)— >) Aipoaty", 
Au 


deren Convergenz von den aus den rationalen Functionen 
gO, #, v), h(O, w, v), 
f(a, 9, »), h(a, 0, »), 
f(a, #, 9), g(a, &, 9) 








he 


sil 


un 


se 
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hergeleiteten Ausdriicken 


¥(O, w, v), X(0, w, ¥), 

(4, 0, »), X(4, 0, ), 

D(A, w, 9), W(A, w, 0) 
abhingt. Es ist zunichst zu zeigen, dass z, B. in der rationalen 
Function 


P(A, w, ile 
fA, Bw, ») = pee 


weder der Grad p des Ziihlers noch der Grad p’ des Nenners ver- 
mindert wird, wenn man entweder w oder vy gleich 0 setzt, oder was 
dasselbe ist, dass beispielsweise P(4,mu,0) und P’(A,u,0) nicht 
identisch verschwinden kénnen, Nach § 2 ist 


P(i, ? us , 
Pie =] [mrtout wiv) ? > “=P “7s 





sind alle u, positiv, alle uw negativ und setzt man t’ = — uq', 80 ist 
eae Diteme 
P(a, u, 0) — IT (tad + Vat)’; 
P'(a,u,0) = | P (— wed + v0 w). 


und 


Man sieht, dass keiner dieser beiden Ausdriicke identisch ver- 
schwindet. Die hypergeometrische Reihe H(0, y, 2), aus welcher die 
rationalen Functionen g(0, wu, v), h(O, w, v) hervorgehen, deren 
Zihler von den Graden qg und v, deren Nenner von den Graden q’ 
und +’ sind, kann nach § 4 an der Stelle (y, 2) nicht convergiren, 
wenn fiir einen positiven Werth uw: v gleichzeitig 

i 1 1 
4 > Wome? |l> Ke mT 
ist. Aus den beiden anderen Reihen H(x,0,2) und H(z, y, 0) er- 
geben sich ahnliche Bedingungen. Aus dem ersten der im gegen- 
wirtigen Paragraphen iiber dreifach unendliche Reihen ausgesprochenen 
F Siitze ergiebt sich weiter, dass fiir kein positives Werthsystem 4: mu: 


gleichzeitig 
1 1 1 
"I> Toaeo Wl> wae ll> Kae 
sein darf. 
j Wir kénnen also folgenden Satz aussprechen: 
i Die Reihe H(x, y, 2) divergirt an der Stelle (x, y, #), wenn 


eine der drei Ungleichungen 
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1 1 1 
I*I>jeaoo7 W>Twene ‘l#l> Koon 


besteht, wenn fiir einen positiven Werth w: v gleichzeitig 


1 1 
ll > Teomo? — |l> TRO wT? 
wenn fiir einen positiven Werth 2: v gleichzeitig 
1 1 
l"l> Teagan? = |#l> TxG,o, m7” 
wenn fiir einen positiven Werth 2: w gleichzeitig 
ee — — 1 eS 
(2, @, 0)|? |¥(a, w, 0)| 
und schliesslich auch, wenn fiir ein positives Werthsystem A:u:v 
gleichzeitig 


|u| > ly| > 


1 1 1 
* "I> joann? WS wean i> kaa 
ist. 

Aus dem oben ausgesprochenen Satze iiber die Convergenz 
dreifach unendlicher Reihen ergeben sich hinreichende Bedingungen 
fiir die Convergenz der hypergeometrischen Reihen dreier Veriinder- 
lichen in der niimlichen Weise, wie das entsprechende Resultat fiir 
hypergeometrische Reihen zweier Verinderlichen in § 4 abgeleitet 
wurde. 

Die Reihe H(x, y, 2) convergirt unbedingt an der Stelle (x, y, 2), 
wenn gleichzeitig 

1 1 1 
Iel<joaoor Wl<qWweror fl < Keer 
wenn eine der beiden Ungleichungen 
1 1 
W< Weer? I< TKO eo 
besteht, welchen positiven Werth man auch fiir w:v nehmen mag, wenn 
weiter fiir jeden positiven Werth von 4: v eine der Ungleichungen 


1 1 
Il <joa,o,ni? — #! < Txa, 0,9) 
und fiir jeden positiven Werth von 4: w eine der beiden Ungleichungen 
1 1 
a | = 
IZ] < |@(4, w, 0)|? ivl< |¥ (A, w, 0)| 
besteht und wenn schliesslich fiir jedes positive Werthsystem A: w:v 
eine der drei Ungleichungen 


1 1 


1 
tl<joano? Wh< jae |l<iK@eer 
erfiillt ist. 


» My »)|? 
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Ist p > p oder g > q oder ry > 1’, so kann die Reihe nur bezw. 
fir «=O, y=0, 2 =0 convergiren, so dass wir diesen Fall ausser 
Acht lassen kénnen. Im Falle p< p', g<q, r<yr’ ist 

i 1 1 
ee eo a 

die Reihe ist fiir alle Werthe von 2, y, 2 convergent. Dass, wenn 
p=p, a=, r=?’ ist, die Reihe stets fiir hinreichend kleine 
Werthe von |x|, |y|, || convergirt, wird wie der entsprechende Satz 
fiir Reihen zweier Verinderlichen erkannt; im Falle p—p’, q=—q’, 
r <r convergirt die Reihe fiir alle Werthe von y,z2, wenn |x| hin- 
reichend klein genommen wird, und im Falle p—=p', q=q, r<r 
fiir alle Werthe von z, wenn man |2| und |y| hinreichend klein an- 
nimmt. Es handelt sich jetzt um die wirkliche Aufstellung des Con- 
vergenzbezirks. 

Zu diesem Zweck bedienen wir uns wieder einer geometrischen 
Darstellung, indem wir dem Werthsystem (|x|, |y|, |2|) den Punkt 
des Raumes mit den rechtwinkligen Coordinaten (|z|, |y|, |¢|) zu- 
ordnen. Die Grenze des Convergenzbezirks einer beschriinkt con- 
vergenten Reihe ist dann eine Fliche, die so beschaffen ist, dass, 
wenn (&, 7, &) und (&”, 7”, &’) zwei ihrer Punkte sind, nicht gleich- 
zeitig &" > &', o” > 7’, & > € sein kann. 

Dann ist der Convergenzbezirk im Falle p< p’, q<q, r<r 
durch den ganzen positiven Raumoctanten dargestellt; im Falle p = yp’, 
q<q,;r<7 convergirt die Reihe stets, wenn 


1 
I" < Toa, 0,01 
ist, die Convergenzgrenze ist eine im Abstand 


— 
| (1, 0, 0)| 


parallel zur Ebene |z| = 0 gelegte Ebene. Im Falle p=p’, g=—q’, 


x <r’ convergirt die Reihe fiir alle Werthe von z, wenn x und y 
den Bedingungen 


1 1 
lItl<jeqmoao7 lYl< won 


geniigen und fiir jeden positiven Werth von 4: mu entweder 


\al << oder 


1 1 
OG, 0,0) lvl < Twa, w, 0) 
ist, da die anderen Convergenzbedingungen hier von selbst erfiillt 
sind, Bestimmt man wie in § 5 die Curve in der zy-Ebene, welche 
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die Convergenzgrenze der Reihe H(z, y, 0) bildet, so stellt die zur 
xy-Ebene senkrechte Cylinderfliiche, welche diese Ebene in der ge- 
fundenen Curve schneidet, die Convergenzgrenze der Reihe H(z, y, 2) 
dar. Diese Convergenzgrenze ist also aus Theilen der beiden Ebenen 


1 
™ 7@(1, 0, 0)| 


1 


und |¥l = T¥@, 1,0) 


|| 


und der Cylinderfliche 
1 


tl =a 


1 
oGao? Wl Wale oF 
zusammengesetzt. 
Eine eingehendere Erérterung erfordert der Fall p =p’, q= q’, 
y =r’, in welchem in Betracht zu ziehen sind die drei Ebenen 


— ™ Rec: 
~ |X(0,0,1)]? 





\z| 1 1 


=joa,ao1° WI Two or | 


die mit %, B, € bezeichnet werden miégen, die drei Cylinderfliichen 
$,Q,R 


1 1 


|2| 





I= Two? I= 1X0, ear 

|z| = . ? |2| = - >)? 
|X(a, 0, »)| |%(2, 0, »)| 

—seetep Wl water 
|(A, w, 0)| |¥(4, w, 0)| 

und die Fliche ¥ 
l= eatea Wleqwatcr l= atcar 
|D(a, u,%)|? |W(a, w, »)| |X(a, mw, v)| 


Wir verstehen unter der Fliche § die Gesammtheit derjenigen 
Werthsysteme (|x|, |y|, |2|), welche sich aus diesen Gleichungen fiir 
positive (einschl. 0) Werthe 4:u:¥v ergeben, ebenso werden in den 
Gleichungen der Cylinderfliche {§ nur positive Werthe von w:v zu- 
gelassen u.s.w. Die Schnittcurven der Cylinderflichen mit den Ebenen, 
auf welchen sie senkrecht stehen, werden wie in § 5 untersucht; man 
kennt also auch die Gestalt der Cylinderflichen $, OQ, 2. Aus den in 
§ 2 aufgestellten Differentialgleichungen zwischen ||, ||, |X| gehen, 
wenn man unter (|x|, |y|, |2|) die Coordinaten eines Punktes der 
Flache § versteht, die folgenden hervor: 


ale] _ _ 2 Il 
6|x| vy |x|? 
js]  — 2 il. 


Oly| » |y| 
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Hiernach sind, wenn man von gewissen Flichenpunkten absieht, 


lz] ala| 
olae|’ aly| 





negativ, d. h. es kénnen im Allgemeinen in der Umgebung eines 
Flichenpunktes die drei Coordinaten |z|, |y|, |¢| nicht gleichzeitig 
zu- oder abnehmen, Die Filiiche ¥ zerfillt in eine Anzahl Theile 
®i» Ber ++» SO dass, wenn (§’, 7’, €) und (€”, y’, §”) uwei be- 
liebige Punkte eines und desselben Flichenstiicks §; sind, nicht gleich- 
zeitig &” > &’, y” > 7, &” > &' ist. Dass die Reihe H(z, y, 2) im vor- 
liegenden Falle (p= p’, gq=q, r = 1’) eine Convergenzgrenze besitzt, 
geht daraus hervor, dass sie zwar fiir kleine, aber nicht fiir alle Werthe 
von |x|, |y|, |¢| convergirt. Man zeigt, dass jeder Punkt der Con- 
vergenzgrenze auf einer der sieben Flichen A, B, ©; PB, Q, R; F 
liegen muss, so dass man sicher ist, dass sich aus Theilen dieser 
sieben Fliichen eine Fliche zusammensetzen lisst, welche die Eigen- 
schaften einer Convergenzgrenze besitzt, 


Die Bestimmung der Convergenzgrenze mége an zwei Beispielen 
erliutert werden, Aus der Reihe 


F(z,y,2)= a Aa yy 24 yH 2”, 
base BEEN lO dete 
OU SG, A OEY) Gy AF a+ 2) 
(D1, 2) as * (by , 4) ‘ (¢ ’ t) ? rad (Cy, tt) ei (d,, ») - : ‘d, v) 
(by, a) +++ (0, 4) > (e1', Bes: (Ch ) - (dy, vs: (dj. v) 





gehen unter der Voraussetzung 
ntp=n +p, n+-qen+q7, nt+r=—=r+4+Fr 

fiir ©, ¥Y, X die Ausdriicke 

(A, wy v) = (A+ wt vm ae, 

¥(A, wv) = (A+ w+ vy ate” 

X(A, by v) = (A ef vm ver 
hervor. Ist zuniichst 

n—-nN =p —p=q —-q=r—r=e 


positiv, so ist die Fliche ¥ 


lsl—Geeee)> Wl Geies)>) el—Gaeasl) 
‘ 38* 
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die Cylinderflichen $, OQ, R 
Wi= Gh) kl=Ges)' 
"l—GEn) l= Gn)’ 
lI—Gaa)  Wl=Ge) 
und die Ebenen %, 8, © 
|jel—=1, lyl—=1, Jel 1. 


In Fig. 13 denken wir uns die wy-Ebene um die x- Axe und die 
ae-Kbene um die ¢-Axe gedreht, bis beide Ebenen mit der #z- Ebene 
(2) zusammenfallen, und zeichnen nun in jeder 

der drei Ebenen die Linien, in welchen sie 
von den Flichen A, B, €, PB, Q, R, F 
C geschnitten wird; dann sind die in der zy- 
~~~ Ebene gezeichneten Geraden die Schnittlinien 
der Ebenen 2% und $8, AB ist sowohl die 
Schnittlinie der Cylinderfliiche 9 als auch 
Be _| der Fliche %. Entsprechendes gilt fiir die 
beiden anderen Coordinatenebenen. Man sieht 
so, dass die drei Ebenen und die drei Cylinder- 
flichen ganz ausserhalb des von den drei 
(Y) Coordinatenebenen und der Fliiche § be- 
Fig. 13. grenzten endlichen Raumes liegen, welcher 

also die Convergenzgrenze bildet. — Ist 











7 b- > 4m) 








n—n=p—p=—q—q=r—r=d 


positiv, so ist die Fliche § 


jel = (FEY 
ly| — (Ferry, 
|2j = Stet ny, 


die Ebenen %, B, © sind 

|jzJ=1, ly|=1, |e|—1 
und die drei Cylinderflichen $$, OQ, It sind ebenfalls leicht zu bilden, 
Da sowohl die Flache ¥ als auch die drei Cylinderflachen ausserhalb des 
von den Coordinatenebenen und den Ebenen A, B, © begrenzten 


Wirfels liegen, so stellt dieser Wiirfel den Convergenzbezirk der 
Reihe dar. 
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Weiter werde die Reihe 


G2, y, 2 = = Aruy a y" 2, 
Aruy= (a, 4+ W—V) +++ (An, A — v)-(ay', V—A—p) +++ (x V— A—) 
>< (Dj, 4) «+ = py A)» (By, — a) +++ Gy, — A) 
>< (Gy, M)+ + (Cg, H) + (G', — BH) +++ (Cyr, — 2B) 
>< (d,;,v) +++ (dv) (dy — v)--+ (&, — v) 
betrachtet , fiir welche 
(A, wv) = (— It (Aw — vy" a, 
¥(A, u, v) — (~ 1)*+4 (a + = lad prt,” 
X(A, wv) = (— It (A — vw rr 
ist. Ist zuniichst 
n—n =p —p=q—q=r—r=e 
positiv, so ist die Flache ¥ 


lel Greece) Wl Gress) el —Gae=a 
die drei Cylinderfliichen $$, Q, R sind 

ly| = CG") |2| = (le—rly, 

je) = C2"), lel = Gi 


a e : \e 
le] = (G55) lvi= (Gy) 
und die drei Ebenen 
j7|—=1, lyl—1, |e}—1. 
Die in Fig. 14 in den drei Coordinatenebenen gezeichneten Curven 
stellen die Durchschnitte der drei Cylinderfliichen mit den entsprechenden 
Coordinatenebenen dar; die Fliche ¥ schneidet (2) 
die Ebenen xz und yz ebenfalls in den in 
diesen Ebenen gezeichneten Curven, wahrend 
sie die zy-Ebene im Endlichen nicht trifft. 
; eo 





Da ausserhalb des von den Ebenen %, B, € 
und den drei Coordinatenebenen gebildeten 7 
Wiirfels die Reihe sicher nicht convergirt, 
so sind nur die innerhalb dieses Wiirfels 
liegenden Theile der Cylinderfliche % in 
Betracht zu ziehen. Die innerhalb des Wiirfels Y) 
liegenden Theile der Flichen § und & sonia 
schneiden sich in einer Linie, die jede der beiden Flichen in einen 
endlichen und einen unendlichen Theil zerlegt. Die beiden endlichen 
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Flichenstiicke begrenzen mit Theilen der Ebenen % und % und mit 
den drei Coordinatenebenen einen Raumtheil, welcher den Convergenz- 
bezirk bildet, Falls 


n—n=p—p=—q—gq=r—r=d 


positiv ist, wird die Fliiche ¥ 

«|= (lite —2l¥, ly| = (Ate ; |2| = Gr y’ 
die Cylinderflichen $, Q, RK 

Iy| — (1e=!y, tJ=G,25)) 

|2| = 2 i} y’ | az| = ( ites _ 7, 


im (teY, ya (ttey 


und die Ebenen A, B, € 


|z|— 


1, |lyj=—1, |s|—1. 


Die in Fig. 15 in den drei Coordinatenebenen gezeichneten Curven 
stellen die Durchschnitte der Coordinatenebenen mit den auf ihnen 


(Z) 








=a 2 








(Y) 


Fig. 15. 


senkrecht stehenden Cylinderfliichen dar. Die 
Fliche § trifft die Ebene |z| = 0 ebenfalls 
in der in dieser Ebene gezeichneten Curve, 
wihrend sie die beiden anderen Ebenen im 
Endlichen nicht schneidet; die Flaiche ¥ 
liegt, wenn man von dem Punkte (1, 1, 1) 
absieht, ganz ausserhalb des von den Ebenen 
4, B, © und den Coordinatenebenen ge- 
bildeten Wiirfels, braucht also nicht weiter 
in Betracht gezogen zu werden; dasselbe 
gilt fiir die Cylinderfliiche St. Der von 


den innerhalb des Wiirfels gelegenen Theilen. 


der Cylinderflichen $, Q und der Ebene © 


abgegrenzte Theil des positiven Raumoctanten stellt den Convergenz- 
bezirk der Reihe dar. 

In keinem Falle kann mit unseren Hilfsmitteln iiber das Ver- 
halten der Reihe auf der Grenze des Convergenzbezirks etwas aus- 


gesagt 


werden. 


Es moge beiliufig bemerkt werden, dass die Anwendung der 
Gauss’schen Reihe zur Berechnung der Periodicitiitsmoduln eines ellip- 
tischen Integrals ein Analogon findet in der Darstellung der Periodicitiits- 
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moduln eines hyperelliptischen Integrals vom Geschlecht 2 durch eine 
gewisse hypergeometrische Reihe dreier Veriinderlichen. Nimmt man 
nimlich ein hyperelliptisches Integral erster Gattung in der Richelot’- 
schen Form 
dz 
Va(l — 2) (1 — a2) (1 — BPs) (1 — y?2) ? 








so geniigen die vier Periodicitiitsmoduln desselben dem Differential- 
gleichungensystem der hypergeometrischen Reihe 
- (a, 1+ w+ ») (b, 2) (0, w) 0", ») 
cgi a) (eRe +) (1,4) (1, w) A, ») si dal 
wenn man darin 
r= a’, y = B*, s=y 

setzt und fiir die Constanten der Reihe bestimmte Zahlenwerthe nimmt. 

Schliesslich sei noch erwihnt, dass die in der Arbeit des Ver- 
fassers Act. Math. Bd. 12, 8. 175 ausgesprochene Behauptung, dass 
die hypergeometrische Reihe von n Verinderlichen 


F(a,, +++ %_) = » a, eee a", 
() 
T][@ Marty +e: * + Man ty) 
Ai... = = 
[Te pits tos + Mn dn) 


unter der Voraussetzung 


> tas >) then = >) pi +++ = >! Ope 
id B B 


— unter w und vw sind positive ganze Zahlen verstanden — fiir hin- 
reichend kleine Werthe von |z,|,--+, |%,| convergire, begriindet 
werden kann, ohne dass die Theorie der Convergenz der hyper- 
geometrischen Reihen von m Verinderlichen so weit entwickelt zu 
werden braucht, wie es in der vorliegenden Arbeit fiir »—2 ge- 
schehen ist. Es geniigt zu diesem Zwecke ein Satz, der fiir n = 2 
mit dem ersten speciellen Convergenzsatz iibereinstimmt, der in § 2 
aufgestellt wurde. 


» Lassen sich positive Zahlen 
Ly:+-d und ma(i—1,---n; K=1,---,i—1, i4+1,--- nm), 
welche letztere, wenn «a, 8, y...é irgend welche Zahlen aus der 
Reihe 1,...m sind, der Bedingung 
Maz Mpy..+ Mea > 1 
geniigen, in der Weise angeben, dass fir i1—1,...” 
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$B ate An ti <a; (a@< 1) 
Ay, an 


ist, sobald A; eS 1; und 


a ; 
a < mix (kK—=1,---¢—1,7+1,---m), 


so ist die m-fach unendliche Reihe 


a | Da,» an| 


a 
convergent.“ x 

In ahnlicher rein arithmetischer Form wiirde sich im Falle n — 2 
auch der allgemeinere in § 2 angegebene Convergenzsatz ausdriicken 
und beweisen lassen; da aber die Beseitigung des dort benutzten 
geometrischen Gewandes keine principiellen Schwierigkeiten bietet, so 
glaubte ich dasselbe der Anschaulichkeit wegen beibehalten zu diirfen. 





Berichtigung : 
Seite 396, Zeile 5 von unten lies ,,Wenn“ statt ,,Weil*. 








